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Estimácia kvantilových modelov
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Estimácia QM
Metódy priradenia numerickej hodnoty 

parametrom kvantilovej funkcie.

Voľba metód estimácie zavisí od:
� výberu tvaru kvantilového rozdelenia vo fáze identifikácie

(jeho zložitosť a rozpracovanosť estimačných metód preň)
� vlastností empirického rozdelenia (vhodnosť, možnosť 

vypočtu charakteristík empirického rozdelenia)
� požiadaviek praxe na lepšiu zhodu v určitých častiach 

rozdelenia

� dostupného softvéru, výpočtovej techniky, odbornej literatury 
(tabuľky) a matematických a programovacích znalostí, 
časového faktoru...



Triedenie estima čných metód QM

� snaha zosúladiť vlastnosti modelu s vlasnosťami výberových 
údajov pri ich vhodnej kvantifikácii výberovými 
charakteristikami (momentové, kvantilové, lineárne 
momenty...)

� minimalizácia niektorej miery rozdielov výberových hodnôt 
a distribu čných hodnôt (najmenšie švorce distr. rezíduí, 
minimalizácia absolútnych distr. rezíduí)

� výpo čtovo-intenzívne minimalizačné metódy podľa testov 
„dobrej zhody“ (Kolmog.-Smirnovho, Anderson-Darlingovho...)

� maximalizácia funkcie vierohodnosti



Ktorým estima čným metódam sa budeme 
venova ť?

� Metóda maximálnej vierohodnosti  ( bude jej  venovaná 

samostatná prezentácia - najpoužívanejšia)

� Metóda momentov

� Metóda kvantilov

� Metóda minimalizácie štvorca distribučných rezíduí

(aproximatívna metóda cez strednú hodnotu rovnomerného 

rozdelenia)

� Metóda minimalizácie absolútnych distribučných rezíduí
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Metóda momentov

� klasický prístup – zosúladiť prvé štyri momenty 
empirického a teoretického rozdelenia

Kroky:
� vyjadrit momentové miery polohy, variability, šikmosti a 

špicatosti pre teoretické rozdelenie (nie vždy analytické špicatosti pre teoretické rozdelenie (nie vždy analytické 
riešenie)

� nájsť riešením najskôr parametre základného alebo 
normovaného tvaru (niekedy potrebná optimalizácia)

� vhodne umiestniť a rozložiť (roztiahnuť) pomocou 
odhadu výberového priemeru a výberovej štandardnej 
odchýlky



Príklad metódy kvantilov pre RS GLD

� vypočítať prvé štyri momenty empirického rozdelenia, 
označme

� nájsť ich zodpovedajúce vyjadrenie pre 

RS GLD (λ1, λ2, λ3, λ4), t.j.  4321 ,,, αααα

4321 ˆ,ˆ,ˆ,ˆ αααα

RS GLD (λ1, λ2, λ3, λ4), t.j.  

� dosadiť a riešiť pre 

jednotlivé parametre λ1, λ2, λ3, λ4

Poznámka:

premenná: Z = X – λ1 má RS GLD (0, λ2, λ3, λ4), t. j. λ1 je 
parameter polohy

4321 ,,, αααα
4,3,2,1 pre  ˆ == iii αα



Momenty RS GLD



Vyjadri ť momenty 
Q-rozdelenia oby čajne nie 
je jednoduché a niekedy je 

nemožné



Čo je a čo nie je vyriešené Karianom a 
Dudewiczom

� ponúkli tabelované hodnoty parametrov RS GLD pre 
určité hodnoty momentových charakteristík 
výberového súboru

� štvrtý centrálny moment len pre určité tvary � štvrtý centrálny moment len pre určité tvary 
(jednomodálne s konečným oborom funkčných 
hodnôt funkcie hustoty)

� existencia viacerých obmedzení a tabelované 
hodnoty len y časti jedného z regiónov hodnôt 
parametrov tvaru RS GLD

� metóda veľmi citlivá na koncové extrémne hodnoty



Kvantilové funkcie empirického a RS GLD (odhad metó dou momentov)

400000

500000

600000

CP skut CP teor MM

0

100000

200000

300000

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p

C
P



Metóda kvantilov

� Klasický prístup – zosúladiť kvantilové charakteristiky 
empirického a teoretického rozdelenia

Kroky v kvantilovom modelovaní:
� vyjadriť kvantilové miery polohy, variability, šikmosti a 

špicatosti pre teoretické rozdelenie – veľmi jednoduché špicatosti pre teoretické rozdelenie – veľmi jednoduché 
z QF

� nájsť riešením najskôr parametre teoretického tvaru
� vhodne umiestniť pomocou odhadu výberového 

mediánu a rozložiť (roztiahnuť) pomocou miery pre 
variabilitu – odhadu interkvartilového rozpätia



Q-charakteristiky Kariana a Dudewicza 
pre RS GLD



Teoretickou analógiou týchto kvantilových 
mier pre RS GLD sú:



Pre a proti kvantilovej metóde est RS GLD
� pri riešení systému rovníc

pre λ1, λ2, λ3 a λ4 platí rovnako ako pri momentovej metóde, 
že systém dvoch rovníc pre λ3 a λ4 nezávisí od hodnôt λ1
a λ2 a je nutné ho riešiť výpočtovými simplexovými 
metódami

� po získaní hodnôt λ3 a λ4 už nie je problémom vypočítať 
hodnoty λ1 a λ2 zo systému rovníc

4 ,3 ,2 ,1   , ˆ == iii ρρ

hodnoty λ1 a λ2 zo systému rovníc
� hodnoty parametrov tvaru RS GLD nepodmieňujú tak ako 

pri Pearsonovom alebo Johnsonovom systéme kriviek λ3 –
šikmosť a λ4 – špicatosť, ale spoločne modelujú jeho tvar

� umiestnenie mediánu, hodnota miery polohy, závisí od 
hodnôt všetkých štyroch parametrov

Nie je teoreticky správne v metódach odhadu RS GLD 
dávať do súvislosti štyri miery (momentové alebo 
kvantilové) so štyrmi jeho parametrami



Účel momentovej a kvantilovej metódy

� v praxi pri niektorých tvaroch môžu priniesť 

uspokojivé výsledky

� prinášajú prvý pohľad na možné tvary kvantilových � prinášajú prvý pohľad na možné tvary kvantilových 

rozdelení, t. j. na možné kombinácie približných 

hodnôt parametrov tvaru

� využívajú sa na získanie východiskových parametrov, 

vstupujúcich do výpočtových simplexových procedúr 

pri aplikácii ďalších metód odhadu



Kvantilové funkcie empirického a RS GLD (odhad metó dou kvantilov)
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Metóda minimalizácie absolútnych 
distribu čných rezíduí

kritérium k minimalizácii v prípade RS GLD:

( ) ( )∑ −=
n

rr pQxS *      , λλ( ) ( )∑
=r

rr
1

pr* = BETAINV(0,5, r, n-r+1) 
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kde

kritérium k 
minimalizácii 
všeobecne

( ) ( )∑ Θ− ;*
rr pQx



pr* = BETAINV(0,5, r, n-r+1) 



Výpočet hodnôt pravdepodobnosti mediánového 
rankitu usporiadaných štatistík

pr* = BETAINV(0,5, r, n-r+1) 



Vyjadrenie hodnôt kvantilovej distribu čnej funkcie 
pre výpo čet distribu čných rezíduí v Exceli

distribučné rezíduum

( ) ( )  κ p

( ) ( )Θ−= ;rrr pQxe
kde kvantilová funkcia je napr. v gama-Paretovom tvare:
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Vyjadrenie absolútnej hodnoty 
distribu čných rezíduí v Exceli
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minimalizácii



Parametre G-P QF v Exceli
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Minimalizácia 
absolútnych 
distribu čných 
rezíduí v Exceli



Öztürk a Dale aproximatívna metóda 
pre RS GLD
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Metóda minimalizácie druhej mocniny 
distribu čných rezíduí

kde pr je p-hodnota odhadu rankitu pr = r /(n + 1)
alebo tiež približne pr = (r – 0.5)/n

( ) ( )( )2
;∑ Θ− rr pQx

kritérium k 
minimalizácii

r

Odhad rankitu 
je cez 
rovnomerné 
rozdelenie 
použitím Q-
transformácie:



Výpočet hodnôt pravdepodobnosti aproximácie 
rankitu usporiadaných štatistík

aproximácia rankitu pr = r /(n + 1) 
alebo približne pr = (r – 0.5)/n



Výpočet hodnôt r-tej hodnoty QF pomocou 
aproximácie rankitu poriadkových štatistík

v exceli



Výpočet súčtu hodnôt druhých mocnín  pre 
testovacie kritérium

( ) ( )( )2
;∑ Θ− rr pQx



Minimalizácia 
štvorca 
distribu čných 
rezíduí v Exceli



Q-Q graf pre Weibull-Pareto rozdelenie
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Vlastnosti bodových odhadov parametrov QF 
aplikáciou rôznych estima čných metód

� „medzera“ v teórii o vlastnostiach nimi získaných
odhadov parametrov

� v známych analýzach vlastností odhadov ide
o závery na základe simulácií a štatistickéhoo závery na základe simulácií a štatistického
spracovania ich výsledkov, pričom je diskutabilné
dodržanie rovnakých podmienok pri náhodných
pozorovaniach pri rôznych metódach

� nie je možné voli ť preferenciu metód odhadov
pod ľa vlastností získaných odhadov , ako je to 
v klasickom prístupe k pravdepodobnostnému
modelovaniu



Dvojaký prístup, rôzne možnosti posúdenia 
kvality estimátorov

� v prípade klasických metód odhadov parametrov 
funkcií hustoty sa uprednostňujú maximálne 
vierohodné odhady s analyticky odvodenými dôkazmi 
ich vynikajúcich vlastnostíich vynikajúcich vlastností

� v kvantilovom prístupe metódy založené na 
vyjadrení distribučných rezíduí sú vo všeobecnosti 
vhodnejšie ako metóda momentov a metóda 
kvantilov pri odhade kvantilových tvarov zložitejších 
rozdelení



Porovnanie vhodnosti dvoch rozdielnych 
spôsobov eliminácie nulového sú čtu 

distribu čných rezíduí

Metóda používajúca sumu štvorcov prináša tvary, ktoré

tesnejšie modelujú dlhý koniec rozdelenia

� Metóda minimalizácie súčtu absolútnych distribučných
rezíduí poskytla tvary tesnejšie na hrubom konci a v 
strednej časti rozdelenia

� Je robustnejšou alternatívou a rastúca variabilita na
dlhom konci rozdelenia má pri nej menší vplyv



Na záver
� Výber metódy odhadu v konkrétnej aplikácii závisí aj od 

požiadaviek praxe, od účelu, na ktorý má model slúžiť, t. j. 
ktorú časť je potrebné najtesnejšie modelovať

� na dosiahnutie čo najlepšej zhody je vhodné použiť 
v konkrétnom prípade viaceré metódy, výsledky vzájomne 
porovnať, prípadne výsledky jednej metódy použiť ako porovnať, prípadne výsledky jednej metódy použiť ako 
vstupné hodnoty optimalizačných procedúr ďalších metód

� metódy, sú teoreticky, technicky a hlavne časovo náročné a 
ich výsledky možno vylepšovať opakovaním procedúr

� nemožno voliť najvhodnejší odhad kvantilovej funkcie podľa 
vlastností odhadov pri jednotlivých metódach, dôraz sa musí 
klásť na dôslednú analýzu kvality a vhodnosti získaných 
kvantilových tvarov



Pravdepodobnostné modelovanie
inverznými distribu čnými funkciami: 

Modifika čné pravidlá pre kvantilové funkcie 

Spracovanie šiestej z cyklu prezentácií o 
kvantilovom modelovaní. 

Podrobnejšie možno nájsť v monografii:Podrobnejšie možno nájsť v monografii:

Sipková, Ľ; Sodomová, E.: Modelovanie kvantilovými
funkciami, Vydavate ľstvo EKONÓM, Bratislava, 
2007; 175 s.
ISBN 978-80-225-2346-2
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