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Generovanie viacstavovych modelov a ich rieSenie v Maxime
Jozef Fecenko

Abstrakt

Cielom prispevku je prezentovat zdrojovy koéd Vopen source systéme Maxima na
generovanie viacstavovych Markovovskych modelov, ktoré si vo forme systému
diferencidlnych rovnic so zaciatocnymi podmienkami a rieSenie tohto systému v spominanom
systéme Maxima, v pripade Markovovskych viacstavovych homogénnych procesov.

Krlacové slova: nehomogénne a homogénne Markovovské procesy, viacstavové modely,
Maxima — open source systém, linearna algebra.

1. Uvod

Predpokladajme, Ze v l'ubovolnom okamihu sa systém S moZe nachadzat’ len v niektorom z
n stavov

S,,S,,..., S,
Podmienené pravdepodobnosti prechodu do stavu S j Vv ¢ase X+t,t>0 za podmienky, Ze

systém sa nachadzal v stave S, v ¢ase t vyjadrime takto:
P(Xp =5, X, =5)=p;(x,x+t), pret>0.
Predpokladame, ze nasledujuci stav zavisi iba od bezprostredne predchadzajtiiceho stavu. Teda

S={S(x),0<x <},

kde @ je horné ohrani¢enie veku poistenca. V takom pripade hovorime o nehomogénnom
Markovovom procese so spojitym ¢asovym parametrom a kone¢nym poctom stavov. Ked'ze
prechody moZu nastat’ v spojitom ¢ase vyjadrime ich pomocou intenzit prechodu
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Niektoré z intenzit moézeme ziskat' z existujucich podkladov, napr. intenzitu Umrtnosti
Z umrtnostnych tabuliek, iné zasa zo Specidlnych aktuarskych tabuliek, alebo pouzitim
Standardnych Statistickych metod.

2. Markovovské viacstavové nehomogénne procesy

V praci (Hutka, 2002) st odvodené vztahy na vypocet pravdepodobnosti pij(X,X+t)

Z odvodeného systému diferencidlnych rovnic:

! Prispevok bol vypracovany v ramci rieSenia projektu: VEGA €. 1/0120/18 - Moderné nastroje
riadenia rizika v internych modeloch poistovni v kontexte direktivy Solvency Il
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Uvazujme pét'stavovy systém dochodkového poistenia, ktory je dany schémou na obr. 1.
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Obr. 1. Péatstavovy Markovovsky model dochodkového poistenia

kde: S, - aktivne pracujuci, S, - starobny déchodok, S, - invalidny dochodok

S, - odstupujuci od poistenia, S, - mftvy

Uvedieme generovanie modelu (generovanie prislusného systému diferencialnych rovnic)
podla vztahu (2). Uvedieme ho Vv ,,uebnicovom tvare* ale v symbolike Maximy.

Zadanie matice pravdepodobnosti prechodu v Maxime:

P: matrix([p11(x,x+t),pl2(x,x+t),p13(x,x+t),p1l4(x,Xx+t),p15(X,x+t)],
[0,p22(x,x+t),0,0,p25(x,x+t)],
[pP3L(x,x+1),p32(X,x+t),p33(X,X+t),0,p35(X,x+1)],
[0,0,0,1,0],

[0,0,0,0,1]);

Zapis pij(x,x+t) odpoveda zapisu P (X, X +1).

Po stlaceni CTRL+Enter sa vlozi matica do paméte pocitaca a na monitore pocitaca sa objavi
jej zapis:

_p11[x,x+t} pl2(x,x+t) pl3(x, x+t) pld(x, x+t) p15|{x,x+t}-
0 p22(x.x+t) 0 0 p2a(x,x+t)
p31(x,x+t) p32(x,x+t) p33(x,x+t) 0 p35(x, x+t)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Zadanie matice intenzit v Maxime:

A matrix( [-pl 1(x+t), w1 2(x+t),ul 3(x+t),u14(x+t),1nl 5(x+t)],
[0,-u22(x+t),0,0,u25(x+t)],
[u31(x+t),u32(x+t),-u33(x+t),0,u35(x+t)],

[0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,00);

Zapis p12(x+t) odpoveda zapisu £4; (X +1).



Vystup matice intenzit:

(i1 (x#1) 12 (x#t)  pA3 (x4t)  pid (x#t) pl5 (1) |
0 22 (x+1) 0 0 25 (x+t)
W3 (x+t) P32 (x+t)  —p33(x+t) 0 p35(x+t)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Program v Maxime na generovanie systému diferencialnych rovnic, ktory predstavuje
viacstavovy model jednoducho skopirujeme ako textovy mod a vlozime ho do programu
Maxima.

/* Program na generovanie viacstavového Markovovského modelu */

r:1$ eqns:[1$ pijs:[1$ n:first(matrix_size(P))$

for i:1 thru n do (for j:1 thrun do (
drov:sconcat(" 'diff(",P[i,j], ",t)=", -P[i,jl*sum(A[j,s]*abs(signum(s-j)),s,1,n)+sum(P[i,k]*A[Kk,j]*abs(signum(k-j)),k,1,n)),
if (-P[i,j]*sum(Al[j,s]*abs(signum(s-j)),s,1,n)+sum(P[i,k]*A[k,j]*abs(signum(k-j)),k,1,n)) *P[i,jl# 0 then (print
(sconcat(egn,r,":",drov)), eqgns:append(egns,[concat(eqn,r)]),pijs:append(pijs,[concat(" p",i,j,"(t)") 1),r:r+1,
if i#j then print(sconcat("atvalue(",P[i,j],",t=0,",0,")")) else print(sconcat("atvalue(",P[i,j],",t=0,",1,")"))))$
print("desolve(",eqns,",",pijs,")")
[*© J. Fecenko, FHI EU v Bratislave (2018) */;

Spustenim programu sa nam vygeneruje systém diferencidlnych rovnic so zaciato¢nymi
podmienkami, ktory predstavuje Markovovsky viacstavovy model s 'ubovolnym poctom
stavov. Pocet stavov modelu sa nacita z matice pravdepodobnosti prechodu, resp. z matice
intenzit.

eqn1: 'diff(p 110X+ D=p 1 30 ) U IT0H)—p 11 (K ) (U1 206H)+p 1 30+ T4 (0 +H)+p 15 (x+))
atvalue(p11(x x+1),t=0,1)

eqn2: 'diff(p12(x,x+t) [)=p 1 3(x x+) U 32 (x+t)-p 1 2(x,x+) W25 (x+)+p 11 (3 x+1)"u 12(x+1)
atvalue(p12(x x+t),t=0,0)

eqn3: 'diff(p 130 x+) H=p 11 () U1 30eH)-p 1 300Ht) (31 (k) +p 323+ )+ 35 (x+))
atvalue(p13(x,x+1),1=0,0)

eqnd: 'diff(p 140 x+) D=p1 100 x+) U1 4(x+t)

atvalue(p14(x,x+t),t=0,0)

eqnd: 'diff(p 150 x+t) [=p1 30+ UIS P 1 200 ) U250+ +p 11 (X x+) U 1 5(x+)
atvalue(p15(x x+1),t=0,0)

eqn6: 'diff(p22(x,x+t) f=-p22 (X x+) w25 (x+t)

atvalue(p22(x x+1),t=0,1)

eqn?: 'diff(p25(x,x+t) t)=p22(x x+t)"u25(x+t)

atvalue(p25(x x+1),t=0,0)

eqn8: 'diff(p31 0 x+) D=p33 0+ 31 () -p3 100+ (1 23+ 1 300H)+ U 14 )+ 1 5(x+))
atvalue(p31(x,x+t),t=0,0)

eqn9: 'diff(p32 (x x+t) [=p33 (0 x+) U2 (x+)-p32 (X x+) W25 (x+)+p3 1 (X x+1)"u 12 (x+1)
atvalue(p32(x x+1),t=0,0)

eqn10: 'diff(p33(x x+1),1)=p3 10 x+H) U1 I(H)—p I3 (P31 () +p32(x+H)+p 3 S(x+))
atvalue(p33(x x+1),t=0,1)

eqni1: 'diff(p35(x x+1),1)=p3 3 x+H) P35 () +p I2(x X+ P25 (X +H)+p 31 (X, x+1)" P 1 5(x+1)
atvalue(p35(x x+1),1=0,0)

desolve( [egn1,eqn2,eqn3,eqnd, eqnd,eqnb ,eqn7 ,eqnd, eqn® eqni10 eqni1], [ p11(x x+t),
p12(xx+t), p13(xx+t), p14(x x+), p15(xx+1), p22(x,x+t), p25(x x+t), pI 1 x+), pI2(x x+),
p33(xx+t), p35(xx+)])

Zapis eqnl, eqn2, ..., eqnll predstavuje objekt, ktory v naSom pripade je diferencialna

. d
rovnica. Zapis 'diff(pij(x,x+t),t) odpoveda zapisu m p; (X, X +1).



Zapis atvalue(pij(x,x+t),t=0,1) odpoveda zapisu zatiatoénej podmienke P (X,X +0) =1.

Prikaz desolve([eqnl,eqn2,...],[p11(X,x+t),p12(X,x+t),...]) predstavuje prikaz na rieSenie
prislusného systému diferencialnych rovnic so za¢iato¢nymi podmienkami.

Je nutné poznamenat, Ze vystup modelu z programu je retazec (string), ktory treba este
upravit’ v textovom editore na prikaz v syntaxe Maximy, odstranenim tivodzoviek.

Vzhl'adom na to, Ze sme sa snazili, aby vystup modelu bol formalne podobny, ako je
typograficky vystup platny pre odborné texty, ktory nie je identicky so syntaxom systému
Maxima, tak Maxima takto zadany systém diferencidlnych rovnic nevyriesi. Jednym
z dévodom je aj zadanie funkcie s argumentom (x,x+t), ktory Maxima nepozna. Druhy dévod
spociva v matematickom probléme ato vtom, ze ide o rieSenie systému diferencidlnych
rovnic s premennymi koeficientami.

3. Markovovské viacstavové homogénne procesy

RieSme prislusny Markovov model s piatimi stavmi, za predpokladu, ze matica
intenzit bude tvorend konStantnymi prvkami. V tomto pripade vyuZzijeme Maximu nielen na
generovanie pat'stavového Markovovského modelu, ale aj na jeho rieSenie prostrednictvom
spominaného systému Maxima. Postup je podobny ako vyssie, preto ho nebudeme podrobne
komentovat'.

P: matrix( [p11(t),p12(t),p13(t),p14(t),p15(t)],
[0,p22(t),0,0,p25(1)],
[p31(t),p32(t),p33(t),0,p35(t)],
[0,0,0,1,0],

[0,0,0,0,1]);

P11(t) p12(t) P13(t) p14(t) p15(1)
0 p22() O 0 p25(1)
p31(1) p32(t) p33(t) 0 p35(t)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

A: matrix( [-ul1,u12,u13,u14,u15],
[0,-u22,0,0,u25],
[u31,u32,-u33,0,u35],
[0,0,0,0,0],

[0,0,0,0,0]);

[—p11 p12  p13 p14 pis
0 -u22 0 0 u25
p31 p32 -p33 0 p35
0O 0 0 0 O
o 0 0 0 0

/* Program na generovanie viacstavového Markovovského modelu a jeho rieSenie*/

r:1$ eqns:[1$ pijs:[1$ n:first(matrix_size(P))$

for i:1 thru n do (for j:1 thrun do (

drov:sconcat(" 'diff(",P[i,j], ",0)=", -P[i,j]*sum(A[j,s]*abs(signum(s-j)),s,1,n)+sum(P[i,K]*A[k,j]*
abs(signum(k-j)),k,1,n),"$"),

if (-P[i,j]*sum(Al[j,s]*abs(signum(s-j)),s,1,n)+sum(P[i,k]*A[k,j]*abs(signum(k-j)),k,1,n)) *P[i,j]# 0 then
(print (sconcat(egn,r,":",drov)) ,



eqns:append(eqns,[concat(eqn,r)]),pijs:append(pijs,[concat(" p",i,j,"(t)") ] ),r:ir+1,
if i#j then print(sconcat("atvalue(",P[i,j],",t=0,",0,")$")) else print(sconcat("atvalue(",P[i,j],",t=0,",1,")$")))))$
print("desolve(",eqns,",",pijs,")")

[* © J. Fecenko, FHI EU v Bratislave (2018) */;

Vystupom z programu je systém diferencialnych rovnic so zaciatoénymi podmienkami:

egni: 'diff(p11(t),0)=p13({)*p31-p11®)*(u12+p13+p14+p159)$
atvalue(p11(t),t=0, 1%

eqn2: 'diff(p12(1),1)=p13(t)*u32-p12(t)*u25+p11(t)*p12%
atvalue(p12(t),t=0,0)%

eqn3: 'diff(p13(t),H)=p11 () p13-p13(t)*(u31+p32+p35)%
atvalue(p13(t),t=0,0%

eqnd: 'diff(p14(t) H=p11({t)*u14%

atvalue(p14(t),t=0,0)%

eqnd: 'diff(p15(t),t)=p13()*u35+p12(t)*p25+p11(t)*u15%
atvalue(p15(H),t=0,0)%

eqnt: 'diff(p22(t),t)=—p22(t)*u25%

atvalue(p22(t),t=0, 1%

eqn?: 'diff(p25(1),1)=p22(t)*u25%

atvalue(p25(t),t=0,0)%

eqnd: 'diff(p31(1),1)=p33(t)*u31-p31()* (u12+p13+p14+p15)$
atvalue(p31(t),t=0,0)%

eqn9: 'diff(p32(t),1)=p33(t)*u32-p32(t)*p25+p31(t)*p12%
atvalue(p32(t),t=0,0)%

eqn10: 'diff(p33(t),t)=p31(t)*p13-p33(t)*(u31+p32+pu35)%
atvalue(p33(H),t=0,1%

eqnii: 'diff(p35(t) 1)=p33(t)*u35+p32(t1)*u25+p31(t)*u15%
atvalue(p35(H),t=0,0)%

desolve( [egn1,eqn2,eqn3 eqn4 ,eqnd,eqnt, eqn?,eqnd, eqn9,eqgnil, eqnii], [
p11(t), p12(t), p13(t), p14(t), p15(t), p22(t), p25(t), p31(1), p32(t), p33(1), p35(H)1)

Ak chceme najst’ rieSenie pre maticu intenzit, ktora nema, konkrétne ¢iselné prvky, Maxima
moze vyzadovat analyzovanie problému a vystup moze byt prili§ zlozity, alebo Maxima
nedokaze zvladnut' riesenie takého problému. Po zadani prikazu desolve(...), program sa nas
opyta:

IS 4*((u15+p14+pl 3+pl2)*u35+(ul S+pld+pl 3+pl2)*u32+(ul 5+uld+pl2)*u3l)-
(U35+u32+u31+ulS5+uld+ul3+pl2)"2 positive, negative or zero?

Ak by sme odpovedali napriklad ,,p* (positive), po kratkom case by sme dostali rieSenie
systétmu diferencidlnych rovnic v rozsahu na niekolko stran. Preto nevidime ddévod toto
rieSenie uvadzat’. Pri konkrétnych &iselnych hodnotach jednotlivych intenzit, vystup tohto
rieSenia by bol samozrejme jednoduchsi. Budeme ho interpretovat’ na matici intenzit

A matrix( [-0.266666673,0.088888891,0,0.0865888891,0.088888891],

[0,-0.1,0,0,0.1],
[0.044444455,0.111111109,-0.266666674,0,0.111111109],
[0,0,0,0,0],

[0,0,0,0,01)
~0.266666673 0.088888891 0 0.083888891 0.088888391
0 0.1 0 0 0.1
0.044444455 0.111111109 —0.266666674 0 0.111111109
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




Program nam vygeneruje rieSenie tohto systému v tvare:

t 8421053t
8421053 ¢ - -
- 1181902128901200 %e ' 1181902128901200 %e 1978940
%039) [p11(1)=%e 318788 p12(f)= - 13(1)=0.p14(t)=
(%039) [p11 (1) =%e p12() 2216066523268693 2216066523268693 P13(1)=0,p14(1)
78421053t 7i 784—21053t
236380425780240  236380425780240 %e 31578348 15()=- 1181902128901200 %e '*  2488215204357776576080 %e 21573948
709141277340719 709141277340719 P - 2216066523268693 18661613643971396993729

B 8421053t
8888891 t %e 31578948

200000000
t _ 8421053 ¢

31034481190931030328317281735567530 %e 0 26264497991176791423  %e 1078943
383668042226841960131133478315175000 1108033261634346500000
_ 8421053 ¢
31034481190931030328317281735567530 %e 31578948
38366804222841960131133478315175000
t _ 8421053 ¢
31034481100931030328317281735567530 %e '°  276468431700990109561379091 ( %e  *1978948
38366804222841960131133478315175000 46654034109928492484322500000
_ 8421053 ¢
9220314961350683363210388558416768732269432701843 %e 31378948 , 46381201422129360633870918141067539
68018717039224204882023175752321180854046914375000 49109508005616782068889082007187500

t t
p22()=%e 10 p25(t)=1-%e 19 p31(f)=

472760851560480
709141277340719

p32(1)=

_ B421053 ¢
p33(t)="%e 31578948 p35(H)=-

4. Zaver
Poznat' model viacstavového Markovovho procesu vo forme diferencidlnych rovnic je
dolezitd informdacia. Ale bez znalosti jeho rieSenia trebars asponi pribliznymi numerickymi
metodami je takato informdcia nerelevantna. Pretoze by sme nepoznali dynamiku tohto
systému. Druhym dévodom je kontrola korektnosti modelu. A to ¢i sucet pravdepodobnosti
v kazdom riadku vypocitanej matice pravdepodobnosti prechodu je 1. Ak to nie je splnené,
naSa predstava atvare matice prechodu nie je spravna. Problém moZze napriklad nastat

v nekorektnom predpoklade z toho, ze 44; =0 este nevyplyva, ze p;(t) =0.
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