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Abstrakt

Kendallovo 1 (tau) je neparametricky Statisticky ukazovatel, ktory meria silu a smer
monoténnej zavislosti medzi dvoma poradovymi (ordinalnymi) premennymi. Je obzvIast’ uzi-
tocny v pripadoch, ked’ st data ovplyvnené odl'ahlymi hodnotami alebo ked’ nie je splneny
predpoklad normality, ktory je potrebny pre Pearsonovu korelaciu. V aktuarskej vede, ktora sa
zaobera analyzou a riadenim rizika poistovni, je schopnost’ presne modelovat’ zavislosti me-
dzi r6znymi rizikovymi faktormi klIi¢ova. Kendallovo t poskytuje robustny néstroj na analy-
zu tychto zavislosti.
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1 UVOD

Modelovanie zavislosti medzi faktormi opisujucimi riziko (t. j. medzi prisluSnymi
nahodnymi premennymi je velmi doleZitou oblastou dnesného pristupu riadenia rizik, a to
obzvlast v ramci regulatornych pravidiel typu Basel III a Solvency II. Zakladnym nastrojom,
ktory sa dnes v tomto kontexte pouziva su kopula funkcie, pozri napriklad [1].

Miery zavislosti (dependence measures) zohravaju v teorii rizika vel'mi dolezita tlo-
hu, pretoze napriklad v ramci tzv. ERM (Enterprise Risk Management) sa rizika ¢asto agregu-
ju aich pripadna zavislost’ prave do procesu agregacie vyznamne zasahuje. V pripade ak
uvazujeme, Ze rizika su pozitivne korelované, potom riziko ich si¢asného nastatia moéze byt
vysoké (napriklad nemocenskeé riziko a riziko imrtnosti); v pripade ak rizika su negativne ko-
relované, potom dochédza nie len k ich diverzifikacii, ale dokonca sa mdézu vzdjomne vy-
kompenzovat’ (napriklad riziko imrtnosti a riziko dlhovekosti). Miery zavislosti su dolezité
nie len pre vypocet celkovej rizikovej expozicie poistovne, ale poistoviia by k pripadne;j
zavislosti mala tiez prihliadat’ v situdciach, ked’ stanovuje rozsah svojich aktivit v r6znych
oblastiach akceptacie rizika.

Podl'a [1] méZeme rozliSovat’ prinajmensom tri typy mier zavislosti:

A. linearne korelacie,
B. poradové korelacie,
C. chvostové zavislosti.

Korelaciam typu A. (Pearsonovo p) sa venuju napriklad autori v [6], [3], [2], [1] a i.
Tieto aani chvostové zavislosti (zalezitost kopul) nebuddi predmetom zaujmu v tychto
analyzach. My sa d’alej zameriame len na poradové korelacie s aplikaciami v jazyku R. Pre
jazyk R pozri napriklad [4], [5].



Poradové korelacie su miery zavislosti, ktoré na rozdiel od linearnej korelacie nezavi-
sia na marginalnom rozdeleni prislusnych ndhodnych premennych, ale iba na ich kopule. Ich
empirické odhady mozu byt” skonsStruované len na zéklade poriadia pozorovanych hodnot, co
tiez suvisi s ich nazvom. Poradové korel4cie su jednoducho empiricky odhadnutel'né a preto
sa Vv praxi pouzivaju na kalibraciu kopul. Priklady a teoreticky ramec dvoch najobvyklejsich
poradovych korelécii uvadza napriklad [1].

Kendallov koeficient poradovej korelacie T mozno chapat’ ako mieru zaloZzent na vys-
kyte konkordantnych a diskordantnych parov nahodnych premennych X a Y, priGom dva pary
pozorovani (X, y) a (X*, y*) tychto nahodnych premennych su konkordantné, ak ich rozdiely
X — X* ay — y* maja rovnaké znamienka, v opacnom pripade si diskonkordantné. Ak (X*, Y*)
je nejaky nahodny vektor s rovnakym rozdelenim ako (X, Y), ale nezavisly od (X, Y), potom
teoreticky Kendallov koeficient poradovej korelacie zma tvar:

pe=pe (X, Y) = P((X = X*)(Y = Y*) > 0) — P((X — X*)(Y — Y*) < 0)

tzn. v tomto pripade ako pravdepodobnost’ konkordancie minus pravdepodobnost’ diskonkor-
dancie. Kendallov koeficient je symetricka miera zavislosti, pricom plati pr (-1; 1). [1] V od-
bornej literature mozno ndjst’ aj iné tvary vyjadrenia Kendallovho .

2 PRIKLADY ANALYZ V JAZYKU R

Ako priklad uvazujme dve ndhodné premenné, ktoré st medzi sebou korelované. Pred-
stavme si, Ze tieto hodnoty reprezentujt riziko A a riziko B. Simulujeme dva vektory hodnét,
pricom druhy vektor bude zavisly na prvom (linearne zavisly s korelaciou 0,8). Vypocitame
Kendallovo 7 (7 = 0,5978058) a ked’Zze p-hodnota pre testovanie hypotézy, ze medzi pre-
mennymi nie je Ziadna monotonna zavislost', je mensia ako hladina vyznamnosti (a = 0,05),
moézeme odmietnut’ nulova hypotézu a potvrdit, ze medzi premennymi existuje Statisticky
vyznamna zavislost. Na lepSiu vizualizaciu zavislosti medzi dvoma rizikami méZeme vytvo-
rit’ rozptylovy diagram (obrazok 1). Kod v jazyku R (podl’a [7] s Gpravami) je nasledovny:

set.seed (123)

n <- 1000
X <- rnorm(n) # Riziko A
y <- 0.8 * x + sgrt(l - 0.8%2) * rnorm(n) # Riziko B, zavislé na x

head (data.frame(x, vy))
(kendall test <- cor.test(x, y, method = "kendall"))

plot(x, y, main = "Risk A vs. Risk B",
xlab = "Risk A", ylab = "Risk B",
pch = 19, col = rgb(0, 0, 1, 0.5))
abline (lm(y ~ x), col = "red")

Pre pokrocilejSie analyzy okrem zékladného rozhrania jazyka R moZzno vyuzit aj
doplnkové kniZnice ako napriklad DescTools alebo rankr.
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Obr. 1, zdroj: [1]

Mozeme uviest’ eSte d’alSie dva jednoduché priklady z oblasti aktudrstva, priCom vyu-
zijeme nasimulované hodnoty v jazyku R (zdroj: [7]).

Zavislost medzi frekvenciou poistnych udalosti a vekom poistenca

Predstavme si, ze aktuar analyzuje databazu poistnych zmlav, kde ma k dispozicii
nasledovné premenné: vek poistenca a pocet nahlasenych poistnych udalosti za posledné dva
roky, pricom cielom je zistit’, ¢i medzi vekom a frekvenciou poistnych udalosti existuje mo-
notonna zavislost'.

set.seed (123)

vek <- sample(18:80, 100, replace = TRUE)
frekvencia <- rpois (100, lambda = 0.03 * wvek)
cor.test (vek, frekvencia, method = "kendall")

Potom, ak je 7 > 0, mozno usudzovat, ze so zvySujucim sa vekom sa zvySuje aj frek-
vencia poistnych udalosti a p-hodnota testuje nulovli hypotézu, ze medzi premennymi nie je
ziadna monotonna zavislost'.

Zavislost' medzi vyskou poistného a poctom nahlasenych poistnych udalosti

Aktuéri Casto potrebujt identifikovat’ rizikové produkty, ktoré pri nizkom poistnom
vykazuju vysoku Skodovost.

set.seed (123)

poistne <- runif (100, 100, 500)

udalosti <- rpois (100, lambda = 0.01 * poistne)
cor.test (poistne, udalosti, method = "kendall")

Tieto vysledky opat’ mozu pomdct’ aktuarovi pri precenovani produktov, analyze pro-
fitability, resp. pri rizikovom manazmente portfolia.
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3 ZHRNUTIE A ZAVER

Spearmanov koeficient poradovej korelacie ps je mozné opiat vyjadrit pomocou
vyskytu konkordancie a diskonkordancie medzi ndhodnymi premennymi X aY, priCom pre
tuto definiciu na rozdiel od p: potrebujeme este treti par (X**, Y**) s identickym rozdelenim
ako (X, Y), ale nezavisly od (X, Y) a (X*, Y*). Potom, podl'a [1]:

ps =ps (X, Y) = 3[P((X = X*)(Y = Y**) > 0) — P((X = X*)(Y — Y**) < 0)]

Spearmanov koeficient ma rovnaké vlastnosti ako Kendallov koeficient. Vyhodou je,
7e je menej citlivy na odl'ahlé hodnoty ako Pearsonov koeficient a zachyti aj nelinearne
monotonne vztahy.

Zatial' co Pearsonov koeficient je vyhodny pri dobre rozlozenych linearnych datach
a Vv kombinécii s regresnymi modelmi, Spearmanov a najmi Kendallov koeficient st vhod-
nejsie pri nelinedrnych monotonnych vzt'ahoch a robustnej analyze dat. V aktuarskej vede,
kde data Casto nie si normalne rozlozené¢ a mézu byt zatazené odl'ahlymi hodnotami, maju
neparametrické pristupy vyznamni vyhodu. Kendallovo 7 je preto Casto preferované najma
pri modelovani zavislosti medzi rizikovymi premennymi alebo pri vypoc¢toch s kopulami. Po-
rovnanie vlastnosti tychto koeficientov zobrazuje aj tabulka 1 nizsie.

Kritérium/koeficient Pearsonov Spearmanov Kendallov
Typ vzt’ahu Linearny Monotoénny Monotoénny
Odolnost’ vo¢i extrémom Nizka Stredna Vysoka

Datové predpoklady Normalita, metricka $kala Poradie postaéuje Poradie postacuje
Vypoctova narocénost’”  Nizka Stredna Vyssia

Nelinearne modely,

Priklady pouZitia Linearna regresia, PCA ordinalne déta

Modely zavislosti, kopuly

Tab. 1, zdroj: [7]

Kendallovo rmoze byt mimoriadne uzito¢ny nastroj v ,,arzenali* aktuara. Vd’aka svo-
jej robustnosti a neparametrickej povahe je vhodny pre redlne datové subory s nestandard-
nymi rozdeleniami, rovnakymi ¢i odlahlymi hodnotami. Jeho aplikacia siaha od zakladnej
analyzy zavislosti aZ po zloZité modely s kopulami, ¢im napoméha presnejSiemu ocenovaniu
rizik a efektivnejSiemu spravovaniu poistnych portfolii.
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