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MLHAVA OMEZENI V MODELECH VICEKRITERIALNIHO
PROGRAMOVANI

VAGUE CONSTRAINTS IN MULTIPLE OBJECTIVE
PROGRAMMING MODELS

Adam Borovicka

Abstrakt

Clanek pojednava o vyjadieni pfibliznych, mlhavych (fuzzy) omezeni, respektive o feseni
modelt vicekriteridlniho programovani S takto specifikovanymi podminkami. Mlhava
omezeni jsou vyjadiena pomoci trojuhelnikovych fuzzy dcisel, ¢imz je také umoznéna
transformace fuzzy modelu do striktni podoby. Koncept feSeni fuzzy vicekriteridlniho
matematického modelu je zalozen na Bellmanové principu optimality. Problematika
mlhavych omezeni je ilustrovdna na zjednoduSené rozhodovaci situaci z oblasti kapitalového
trhu.

Kli¢ova slova: mlhavé (fuzzy) omezeni, podilovy fond, trojuhelnikové fuzzy cislo

Abstract

The article deals with an expression of approximate, vague (fuzzy) constraints, or a solution
of multiple objective programming models with such specified conditions. Fuzzy constraints
are presented via triangular fuzzy numbers, whereby the transformation of fuzzy model to a
strict form is also enabled. The concept of a solution of fuzzy multiple objective mathematical
model is based on Bellman’s optimality principle. The questions of fuzzy constraints are
illustrated at simplified decision making situation in the capital market.

Keywords: triangular fuzzy number, unit trust, vague (fuzzy) constraint

1 UVOD

V modelech vicekriteridlniho programovani se standardné setkdvame s omezenimi
(podminkami) ve striktnim tvaru, tedy podminky jsou typu <, > ¢i =. Takto pfesné¢ zadana
»rovnicova™ a ,,nerovnicova“ omezeni nemusi byt schopna piesn¢ho vyjadieni popisované
situace. Realny rozhodovaci problém mize vyzadovat pouze piiblizna vyjadieni alespon
nékterych omezeni. Jinymi slovy, leva strana omezujici podminky neni ve striktnim rela¢nim
vztahu se stranou pravou, podminka plati s urcitou toleranci. Takovou podminku muzeme
nazvat mlhavou ci fuzzy.

Cilem prace je predstavit formulaci matematického modelu vicekriterialniho programovani
s mlhavymi podminkami S naslednou transformaci do striktni podoby umoziujici jeho feSeni.
K vyjadfeni mlhavych omezeni je vyuzit koncept trojuhelnikovych fuzzy cisel. Model je
feSen na zakladé Bellmanova principu optimality. Vyuzitelnost konceptl je demonstrovana na
ilustrativnim piikladu z prostfedi kapitdlového trhu.

2 MLHAVA OMEZENI

Nejdiive si vyjadiime ,klasickd™ omezeni, kterd jsou uvedena ve striktni relaci. Mizeme
zapsat



f(X)Rb,

kde f(x) je funkce n proménnych vektoru x=(x;,X,,...,X,) tvofici levou stranu omezeni, b
je prava strana omezeni a R je jedno z rela¢nich znamének <, >, =. VSechna takto definovana
omezeni tvofi striktni mnozinu pfipustnych feSeni X.

Omezeni modelu vSak mohou byt vyjadiena i pouze pfiblizné, tedy jejich relace plati s urcitou
toleranci. Formaln¢ mizeme mlhavé (fuzzy) omezeni zapsat

f(X)Rb,

kde R je jedno z relacnich znamének <,>,=, ¢imz je vyjadfena pouze piiblizna platnost
pfislusného omezeni. Vlastné¢ miizeme fici, Ze pocitdme s urcitou toleranci pfi splnéni téchto
omezeni, cozZ lze striktn¢ vyjadrit nasledovné

f(x)<b+b"
f(x)>b-b’
f(x)>b—b?"
f(x)<b+b"

kde b" je tolerance k fuzzy omezeni typu ,,<*, b’ vyjadiuje toleranci k mlhavému omezeni
typu ,,>“a b?, resp. b" vytyéuji toleranéni pasmo K pfibliznému omezeni typu ,,=“. Pokud
takto vyjadiime omezeni, je jedno, na jaké trovni v ramci tolerancniho pasma je relace
splnéna. Z praktického hlediska je ale mnohdy Z4douci, aby byla splnéna podminka s pravou
stranou b, pfipadné v ramci toleranéniho pasma, a to ¢im dale od hodnoty bv ramci
toleran¢niho intervalu, tim hiife. Tuto skutec¢nost Ize vyjadtit prevodem mlhavého omezeni na
fuzzy mnozinu, respektive na trojuhelnikové fuzzy ¢&islo. Funkce piislusnosti s, resp.

pravostranného, resp. levostranného trojiihelnikového fuzzy ¢&isla pro omezeni typu ,, <, resp.
,,=>“ Ize definovat jako

1 f(x)<b 1 f(x)>b
o (F(X) = w b< f(X)<b+b Us (F(X) = ”X)bﬂ b-b'< f(x)<hb.
0 f(x)>b+b 0 f(x)<b-b'
Pro mlhavé omezeni typu ,,=“ je definovano ,klasické* trojuhelnikové fuzzy C¢islo

s nasledujici funkei ptislusnosti ,ugh
0 f(x)<b-Db*

. L0 h_pe < f(x)<b
Ho (F(X)) =

Y1) h< f(x)<b+b"

0 f(x)>b+b"

Pokud jsou mlhava omezeni vyjadiena prostfednictvim fuzzy mnozin, respektive fuzzy ¢isel,
fuzzy matematicky model mizeme fesit prostfednictvim Bellmanova principu optimality.



2.1 Bellmaniiv princip optimality

Necht’ mame vicekriteridlni matematicky model, kde je mozné nalézt nékterd omezeni pouze
v ,,priblizném stavu®, tedy jejich relacni znaménka neplati striktn€, spiSe s né¢jakou toleranci.
K feSeni takového problému vyuzijeme Bellmantv princip optimality (Bellman a Zadeh,
1970).

Krom fuzzy omezeni, které bylo specifikovano vySe jakozto takové omezeni, které je
vyjadifeno pouze priblizn€, tedy jeho relacni znaménko plati pouze pfiblizné, s urcitou
toleranci, musime definovat jesté dalsi pojem, a to fuzzy cil.

Fuzzy cil je vlastné ucelova funkce vyjadiena jako fuzzy omezeni, kde ptibliznost relace
vytyCuji jeji extremalni hodnoty. Pak mlhavé omezeni opisujici nabyvané hodnoty
minimalizaéni f™" (X), resp. maximalizatni ucelové funkce f™(x) vyjadiime pomoci
pravostranného, resp. levostranného trojuhelnikového fuzzy &isla s funkei piislusnosti 20",

resp. ,uc

1 fmln (X) < fmm
(M () =1 B L < T <
O fmln (X) > fmm
1 ™ (x) > fr,
pE (™ ) ={ 9 < £ ()<
0 fm(x)< fe
kde f a f' resp. f¢ a f" je minimum a maximum minimalizaéni u¢elové funkce
f™(x), resp. maximalizaéni ucelové funkce f™(x) na striktni omezené mnozné

ptipustnych feSeni X.
Obecné lze vyjadfit model s k fuzzy cili popsané mlhavou mnozinou C; (j=12,..,k) am

fuzzy omezenimi popsanymi mlhavou mnozinou O, (i=12,...,m), striktné zadana omezeni

vyty€ujici mnozinu X. Cile a omezeni se timto zpiisobem vlastné dostavaji na stejnou troven,

plni v modelu stejnou ulohu. Kazdému j-tému fuzzy cili odpovida funkce pfislusnosti s (X),
]

kazdému i-tému fuzzy omezeni pak 14, (X) -

Fuzzy rozhodnuti je definovano jako fuzzy mnozina, ktera vznikne z priniku fuzzy cilt
a fuzzy omezeni. S pfihlédnutim na vytyCenou piipustnost feSeni striktni mnozinou X
muZeme oznacit fuzzy rozhodnuti jako mlhavou mnozinu A

A=C nC,n...nC,"O,NO,N...NO, N X.
Mlhava mnoZina A pak bude mit funkci ptislusnosti danou nasledujici operaci
.00 = g, (%) A e, (%) Ao e, (X) 8 o, (K) A i, (%) Ao, () =i st (90, 1 ()]

Graficky lze zjednodusené pro jeden fuzzy cil a pro jedno fuzzy omezeni znazornit fuzzy
rozhodnuti nasledujicim zptisobem (Obrazek 1).



£(X)
o (X) e (X)
] I——
M
1, (X)
0 X

Obrazek 1: Ilustrace geneze fuzzy rozhodnuti

Maximaliza¢ni rozhodnuti pak mizeme definovat jako

,UA(XM) :{

max z,(X) xe X
0 xer.

Pokud ma funkce u,(X) jedno unikatni maximum x"“', pak lze toto feSeni (rozhodnuti)
klasifikovat jako striktni, ur¢ité, které representuje vSechny cile a omezeni s nejvétsim
moznym stupném piislusnosti. Z provedené analyzy je zifejmé, Ze vysledné feSeni je ziskano
na zaklad¢ operatoru maximinu.
Tedy nalézt maximum funkce ptislusnosti x,(X) Vv problému s fuzzy cili a fuzzy omezenimi
1ze prostfednictvim doprovodného striktniho modelu (Zimmermann, 1978)

o — Max

He, X)>a j=12,..,k
Ho(X)Za 1=12,..,m,
xe X

ae(0,1)

ke 42,(x) = min { zc, (%), 10, (X)}.

Myslenku Bellmanova pfistupu lze vyjadfit 1 jinymi formulacemi matematického modelu,
0 kterych se bliZze do¢teme v (Gupta a Bhattacharjee, 2010, Mohamed, 1997).

V ptipadé¢ linearnich vztahti Ize Zimmermanniv model fesit simplexovou metodou. V ptipadé
nelinearnich vztahi musime pfejit k jinym metodam, naptiklad gradientnim ¢i metodam
vnitiniho bodu (Pankova, 2009). Pokud bychom model rozsitili o celociselné proménné, pak
bychom mohli pii feSeni sahnout napiiklad k metodé¢ vétveni a mezi ¢i metodé feznych
nadrovin (Lagova a Jablonsky, 2009). Vzdy tedy zalezi na specifikaci proménnych,
charakteru ptitomnych funkci, hledaného extrému, pak jsme schopni nalézt globalni ¢i lokalni
optimum ucelové funkce modelu.

3 PRAKTICKA APLIKACE

Predstavme si potencidlniho investora, ktery chce vlozit své volné financni prostfedky do
otevienych podilovych fondi Investi¢ni spolecnosti Ceské spofitelny. Vybira fondy ze tiech
skupin — smisené, dluhopisové, akciové. Vsechny podilové fondy jsou hodnoceny z pohledu
tiech kritérii — vynos, riziko, ndklady. Vynos je méfen jako primérny mési¢ni v obdobi od
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roku 2010 do roku 2014. Riziko je stanoveno jako primeérnd absolutni odchylka vynosi.
Naklady jsou vyjadfeny procentualné z investované castky, zahrnuji poplatky souvisejici
sinvestici do otevienych podilovych fondi. Na zékladé procedury vyuzivajici metodu
vicekriterialniho hodnoceni variant byl z kazdé skupiny vybran jeden zastupce, ktery se bude
podilet na investi¢énim portfoliu (vice viz Borovicka, 2014).

Investi¢ni portfolio bude vytvoieno prostiednictvim metody vicekriteridlniho programovani.
Nejdiive uvedeme data o vybranych otevienych podilovych fondech, Nasledujici tabulka
bude ale také obsahovat ptifazeni proménnych jednotlivym fondim, které budou vyjadiovat
vV matematickych modelech podily fondl na investi¢nim portfoliu (Tabulka 1).

Tabulka 1: Data o vybranych otevienych podilovych fondech

Proménna | Podilovy fond Vynos Riziko Naklady
X, Fond fizenych vynosi OPF 0,04 % 0,23 % 2,59 %
X, Sporoinvest 0,06 % 0,18 % 1,05 %
X; Global Stocks FF 0,90 % 2,21 % 6,33 %

Nyni si vyjadiime hodnoty vSech tfi sledovanych kritérii pro celé investi¢ni portfolio.
Specifikujeme funkci f, vyjadfujici vynos portfolia, funkci f, pro riziko a kone¢né f,
stanovujici naklady portfolia. Tedy plati

3
fl(xl’XZ’Xs)zzviXi
i=1
3
fz(xyxzvxs) :zrixi )
i=1

3
f3(X1,X2,X3) = Znixi
i=1

kde v, (i=1,2,3) je primémy mési¢ni vynos, I, (i=1,2,3) je riziko a n, (i=12,3) oznacuje
naklady i-tého podilového fondu, x; (i=12,3) pak vyjadiuje podil i-tého podilového fondu
na portfoliu.

Investor zada takové sloZeni portfolia, které mu bude pfinaSet co moZna nejmensi riziko a
vynos na hladiné 0,4 % s tim, Ze je ochoten tolerovat i hodnotu o 0,05 % mensi. Z hlediska
diverzifikace portfolia chce, aby vSechny tii fondy na portfoliu participovaly, a to nejméné v
podilu 20 % a maximalné¢ 50 %. Popsanou situaci vyjadiime nésledujicim fuzzy modelem
vicekriterialniho programovani



3
> rx — min
i=1

3
D nx, — min
i=1

Zslvixi >0,4
i=1

3

D x =1

i=1

0,2>2x 20,5 1=12,3

V duchu Bellmanova principu optimality identifikujeme dva fuzzy cile tykajici se rizika a
nakladl portfolia, potazmo jedno mlhavé omezeni vyjadiujici pozadovanou hodnotu vynosu.
Pro stanoveni funkce piislusnosti M o TeSp. ut; jednostrannych trojuhelnikovych fuzzy cisel

opisuyjicich fuzzy cil rizika, resp. nékladi, jsme vyuzili oba extrémy téchto funkci nalezenych
na striktni mnozing ptipustnych feseni

3

X ={in =1,0,2<x <0,5,i =1,2,3}.
i=1

Mlhavé omezeni pro hodnotu vynosu je také popsano trojuhelnikovym fuzzy cislem s funkci

ptislusnosti Hy - Pak definujeme nasledujici striktni matematicky model

o — MmaxX
e Za i=12,3

3

inzl

i=1

0,2>x 20,5 i=123

Vysledné portfolio méa nasledujici slozeni: 20 % Fond rizenych vynosu OPF, 42,5 %
Sporoinvest a 37,5 % Global Stocks FF. Primérny mési¢ni vynos investi¢niho portfolia je
0,37 %, riziko je ve vysi 0,95 % a naklady 3,34 %.

4 ZAVER

Prace pojednava o problematice mlhavych (fuzzy) omezeni pfitomnych v modelech
vicekriteridlntho programovani. Je popsdna moZnost transformace téchto pfiibliznych
podminek modelu do striktnich, jednozna¢nych vyjadieni, a s tim souvisejici princip feSeni

takto specifikovanych matematickych modeli. Ilustrativni investi¢ni rozhodovaci situace
doklada vyuziti a funk¢énost popsanych principt v praxi.
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EKONOMETRICKY MODEL NEZAMESTNANOSTI V EUROZONE
ECONOMETRIC MODEL OF UNEMPLOYMENT IN THE EUROZONE

Ondiej Cizek

Abstrakt

Cilem clanku je formulace a ekonometricky odhad makroekonomického modelu, jehoz
tikolem je poskytnout pochopeni zakladnich vztaht v ekonomice Eurozony. Urokova politika
Evropské centralni banky je modelovana pomoci Taylorova pravidla. Ekonometricky odhad
ukazal, ze tento bézny piedpoklad neni adekvéatni, nebot’ rozhodovaci proces centralnich bank
je vrealit¢ piili§ komplexni na to, aby mohl byt popsan jednoduchym (Taylorovym)
pravidlem. Vysledek ekonometrického odhadu také ukézal, ze trokova politika Evropské
centrdlni banky ma pouze velmi omezeny vliv na miru nezaméstnanosti v Eurozong.

Klicova slova: makroekonomické modelovani, ménova politika, Taylorovo pravidlo,
Phillipsova krivka

Abstract

The aim of the article is formulation and econometric estimation of a small macroeconomic
model, which is intended to provide an understanding of fundamental relationships in
economy of the Eurozone. The European Central Bank is assumed to behave according to the
Taylor rule. Econometric estimation showed that this common assumption in macroeconomic
modeling is not adequate in this case, which raises a question whether or not it is adequate at
all as decision making process in central banks is in reality too complex and complicated to be
described by a simple (Taylor) rule. The results from econometric estimation also indicated
that interest rate policy of the European Central Bank has only a very limited effect on
unemployment in the Eurozone.

Keywords: macroeconometric modeling, monetary policy, Taylor rule, Phillips curve

1 UVOD

Pouzity makroekonomicky model jsem vytvofil modifikaci modelu Balla (1999), ktery je
vSeobecné znam v literatufe zabyvajici se ménovou politikou. Pozornost je zde zamétena
pfedevs§im na zkoumdani vztahu mezi trokovou politikou centralni banky, redlnou a nominalni
ekonomikou. Model jsem modifikoval pfedev§im endogenizaci vybranych parametrt s cilem
zvysit schopnost modelu popsat velmi cyklicky vyvoj makroekonomickych velicin
pozorovany ve skute¢nych datech. Po této modifikaci je tedy model nelinearni, nicméné
| pfesto je mozné vyjadfit jej v ramci stavove prostorovych modelt, byt s parametry ménicimi
se Vv Case, coz umoznilo aplikovat Kalmaniv filtr koncipovany pro linearni modely. Vystupy
Kalmanova algoritmu jsem vyzil k sestaveni vérohodnostni funkce, kterou jsem
maximalizoval s cilem odhadu parametru.
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2 MODEL

2.1 Nezaméstnanost

Formulaci za¢nu popisem trhu préce, na kterém budu ptredpokladat pouze dva stavy, a to stav
zamestnany a nezameéstnany, piicemz pravdépodobnosti pfechodu mezi témito stavy oznacim
takto:

g ...pravdépodobnost, Ze zaméstnanec ztrati praci,
p ...pravdépodobnost, ze nezaméstnany nalezne praci.

Pocet zaméstnanych v nasledujicim obdobi je uren poctem zameéstnanych (Z ) a poctem
nezaméstnanych (N ) v pfedes$lém obdobi dle nasledujici rovnice:

Zt :(1_q)'zt—1+ p- Nt—l' (1)

Budu-li pfedpokladat neménnou velikost celkové pracovni sily Q, ktera je dana souCtem
zaméstnanych a nezaméstnanych, vyjadiim s vyuzitim vztahu Z, =Q-—N, rovnici (1) pouze

pomoci poc¢tu nezaméstnanych N, , resp. miry nezaméstnanosti u, =N, /Q:
ut:(l_p_q)'ut—l-i_q' 2)

Snadnymi algebraickymi Upravami lze odvodit vztah charakterizujici staciondrni miru
nezaméstnanosti:

g=—31_. 3)

Odectenim tohoto vztahu od levé a pravé strany rovnice (2) ziskavam:
0, =(1-p-q)-d.,. (4)
pticemz U, = u, —U, znaci cyklickou slozku miry nezaméstnanosti.

Pravé uvedeny vztah (4) modifikuji tak, Ze pfipustim u pravdépodobnosti pfechodu ménici se
hodnoty v ¢ase. Navic provedu stochastickou specifikaci nasledujicim zpisobem:

4, = (1_ Pes— qt—l) Oy +77, ®)
pficemz symbolem 7, zna¢im 1.i.d. ndhodnou chybu.

Velic¢iny p,, 0, necham zaviset na cyklickych fazich nezaméstnanosti a na urokové politice
centralni banky:

w
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2 A
qt:q.{1+;-arctan[au~(ut—ut1)+ar'rt]}’ ")

kde f znaci cyklickou odchylku kratkodobé realné arokové sazby.

Proménné f, (G, —U,_,) fluktuuji kolem nuly, diky GemuZ budou pravd&podobnosti piechodu
fluktuovat kolem svych primérnych hodnot p, g a mira nezaméstnanosti bude cyklicky
kolisat kolem své prumémé hodnoty dané jako U =q/ (p+q). Pokud budu konstantu o

chapat jako zndmou hodnotu (spoctenou pomoci priméru mér nezaméstnanosti), neni tfeba
potom odhadovat oba parametry p a q, ale pouze jeden z nich (napf. koeficient p) s tim, ze

druhy se poté dopocte ze vztahu q=p-u/ (1—U) . Druhou z vyse uvedenych rovnic vyjadiim
tedy nasledovng:

a2 g ;
g = D.E{H;arctan[au (4, -0.,)+a, - rt]} ®)

2.2 Inflace

Nyni piejdu k popisu vazby mezi realnou a nominalni ekonomikou. Nahradim-li mezeru
produktu odchylkou miry nezaméstnanosti od stacionarni tirovné U a budu-li hodnotu o
chapat jako pfirozenou miru nezaméstnanosti neakcelerujici inflaci (NAIRU, Non-
Accelerating Inflation Rate of Unemployment), piejde akcelerujici® Phillipsova kiivka pouzita
Ballem do tvaru:

ﬁ-t = ﬁt—l —b- at—l +é& (9)

pfi¢emz ¢, znaci i.i.d. ndhodnou chybu a stejné jako Ball nahlizim na proménnou 7, jako na
cyklickou odchylku miry inflace od primérné hodnoty.

Ve svém modelu pouziji Phillipsovu kiivku ve tvaru:

A

7o =b -7, —b, -0 +g (10)
pfidemz predpokladam b_€[0,1]. Pro b =1 se uvedeny vztah redukuje do podoby
akcelerujici Phillipsovy kfivky (9).

2.3 Urokova sazba

Urokovou politiku centrélni banky popisi stejné jako Ball Taylorovym pravidlem. Podobng
jako v kapitole 0 nezaméstnanosti nahradim mezeru produktu odchylkou miry
nezaméstnanosti, ¢imz dostavam Taylorovo pravidlo ve tvaru:

! Tento tvar Phillipsovy kiivky byva oznaovén jako ,akcelerujici z toho divodu, Ze kdyby se centralni banka
pokusila drzet miru nezaméstnanosti trvale pod pfirozenou urovni, bylo by tempo ristu inflace dlouhodobé
kladné, tj. inflace by v Case rostla.
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f =—C,-0, +C_ -7, +v,, (11)

pii¢emz f, znaci cyklickou slozku realné kratkodobé Grokové sazby, kterou definuji vztahem

A o A

f. =1, —#, , kde I, reprezentuje cyklickou slozku &tvrtletni nominalni tirokové sazby.

Na rozdil od pfistupu Balla, nebude nyni mym cilem stanovit koeficienty tak, aby byla
minimalizovana urcitd pomocna funkce. Nebudu se tedy zabyvat hledanim optimalni ménové
strategie, ale bude mym cilem zjistit hodnoty koeficienti c,, c_, které odpovidaji skutecné

urokové politice centralni autority.

3 DATA

Jedna se o agregovana data 17-ti lenskych zemi Evropské unie, ve kterych je zavedeno euro.?
Data maji charakter Ctvrtletnich Casovych fad, pticemz zacatek je ve 2. Ctvrtleti roku 1995
a konec ve 4. &tvrtleti roku 2008.°

Datovy soubor se sklada z nésledujicich polozek:

1) Standardizovana mira nezaméstnanosti vyjadiena v procentech v ramci seskupeni EU17
publikovana Evropskou centralni bankou, a to v tzv. pevném sloZeni (fixed composition)”.
Jedna se o Ctvrtletni Casovou fadu, ktera byla jiz sezonné o€isténa. Data jsou k dispozici
na internetové adrese:

http://sdw.ecb.europa.eu/quickview.do?SERIES KEY=132.STS.0Q.16.S.UNEH.RTT000.4
.000

2) Miru inflace jsem spocetl jako 100-(P, —P_,)/P_,, pfi¢emz P, zna¢i sezonn ogisténou

Ctvrtletni ¢asovou fadu deflatoru HDP, ktery je pocitan v ramci seskupeni zemi EU17 dle
standardu ESA95, a to opét v pevném sloZeni. ProtoZe data maji Ctvrtletni periodicitu,
jedna se o &tvrtletni miru inflace. Casovou fadu deflatort HDP publikuje Evropské
centralni banka na internetové adrese:

http://sdw.ecb.europa.eu/quickview.do?SERIES KEY=119.ESA.Q.16.Y.0000.B10G00.1
000.TTTT.D.U.I

3) Kratkodoba nominalni urokova sazba je tfimési¢ni sazba Euribor vyjadiena v procentech,
pricemz urok neni vyjadien rocné (per annum), ale za 3 mésice. Jedna se o primérnou
hodnotu trokové sazby Euribor za dané obdobi. Zdrojem této Ctvrtletni ¢asové fady byl
systém ARAD Ceské narodni banky. Casova fada nebyla zatiZzena sezénnosti, nebylo
tudiz tteba sezénni slozku odstranovat.

2 Eurozéna vznikla 1. ledna 1999 a tvofilo ji nejprve 11 nasledujicich zemi Evropské unie: Belgie, Finsko,
Francie, Irsko, Itilie, Lucembursko, Némecko, Nizozemsko, Portugalsko, Rakousko a Spanélsko. Pozdgji
k eurozéné piistoupily nasledujici zem&: Recko (2001), Slovinsko (2007), Kypr a Malta (2008), Slovensko
(2009) a Estonsko (2011).

¥ Datovy soubor z obdobi let 2009 az 2014 mé jiny charakter vlivem hospodaiské krize, a proto byl datovy
soubor zkracen.

* Pevné sloZeni znamend, Ze celd asové fada obsahuje data za viech 17 zemi, které jsou v soudasnosti &leny
eurozony, a to bez ohledu na to, Ze n€které staty ptijaly euro az pozdéji.
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Z casovych tad je tieba separovat cyklickou slozku, nebot’ data maji byt pouzita pro odhad
parametrti modelu hospodatskych cyklt. Casové fady miry nezaméstnanosti a ¢tvrtletni miry
inflace ve sledovaném obdobi cyklicky fluktuovaly kolem konstantni hodnoty, ovSem Casova
fada nominalni urokové sazby nikoli. Uvedenou skute¢nost dokumentuje obrazek 1
zobrazujici dané veli¢iny v odchylkéch od priméru, které jsou rovny U =9.31, 7 =0.43 a
1 =0.83.

Obrazek 1
Casové fady proménnych méfenych v odchylkiach od priméru
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Klesajici trend nominalni Grokové sazby i, je jesté vice patrny z obrazku 2, ve kterém kromé

Stvrtletni nominalni sazby Euribor uvadim také Gtvrtletni nominélni sazbu Libor®, kterd ma
delsi casovou fadu.

Obrazek 2
Porovnani sazeb Libor a Euribor a jejich trendové slozky
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Na obrazku 2 jsem taktéZ zobrazil linearni trend obou urokovych sazeb, ktery jsem odhadl
metodou nejmensich ¢tvercd. Linearni trend nelze pouzit pro predikci do budoucna, nebot’

® Taktéz v procentech a ve Gtvrtletnim vyjadfeni (namisto per annum). Zdrojem této Easové fady je Evropska
centralni banka, pfi¢emz data jsou k dispozici na nasledujici internetové adrese:
http://sdw.ecb.europa.eu/quickview.do?SERIES_KEY=143.FM.Q.GB.USD.RT.MM.USD3MFSR_.HSTA
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V soucasnosti jsou urokové sazby tak nizké, Ze poklesnout dale jiz prakticky nemohou. Tato
skute¢nost nicméné jesSté neznamena, Ze je linedrni trend Spatnym popisem trendové slozky za
sledované obdobi do roku 2011. Protoze piimka na obrazku 2 prokladajici vyvoj sazby Libor
od roku 1986 prakticky splyva s ptimkou, jez prokldda sazbu Euribor, budu v nasledujicim
textu pocitat cyklickou slozku nominalni irokové sazby jako odchylku od této pfimky.

Hodnoty inflace za sledované obdobi nenaznacuji systematicky pokles této ekonomické
veli¢iny, a proto budu pfedpokladat, ze systematicky pokles nomindlnich trokovych sazeb
pozorovany na obrazku 2 je zpusoben poklesem jejich realnych protéjska. Oznaéim-li rezidua

Z linearni regrese NominalniEuribor, = 4, — £, -t jako I, spocetl jsem cyklickou slozku
realné urokové sazby dle vztahu f, = ﬁ -7, , pficemz 7, vyjadfuje cyklickou slozku Cctvrtletni
miry inflace méfenou jakozto odchylku od priméru.

4 EKONOMETRICKY ODHAD

Ekonometricky odhad byl proveden metodou maximalni vérohodnosti. Technické detaily 1ze
nalézt v u¢ebnici Harvey (1989). Vysledek odhadu je uveden v nasledujici tabulce 1:

Tabulka 1
Odhad parametri metodou maximalni vérohodnosti

Phillipsova Taylorovo

Vyvoj trhu price kiivka pravidlo

Smérodatné chyby

p a a b b C c o' o” o'

u r T u u T

Bodovy | 0.04 | 2.26 | 0.18 | 0,09 | 0.07 | 0.09 | 0.00 | 0.10 | 0.19 | 0.28

t-pomér | 5.15 | 3.96 | 1.48 | 0.70 | 2.64 | 2.05 | 0.00 |11.32|11.32 |11.32

Hodnoty parametr a, =2.26 a a, =0.18 ukazuji, Ze vliv Grokové politiky na cyklicky vyvoj
ekonomiky je vyrazné slabsi nez efekt vyvolany samotnym hospodaiskym cyklem. Na
zakladé t-poméru koeficientu a, plyne dilezity zavér, kterym je, Ze Evropska centralni banka

ma pouze omezenou schopnost pomoci trokové politiky ovlivnit vyvoj miry nezaméstnanosti.
Jiné empirické studie (Bierens, Broersma (1993)) nicméné dochazeji k jinému zavéru, a proto
by bylo vhodné zkoumat danou problematiku jesté podrobnéji.

Odhad parametru b, =0.07 naznacuje, ze vliv realné ekonomiky na vyvoj inflace je pomérné
slaby, nicméné na zaklad€ t-poméru je statisticky vyznamny.

Prekvapujici je nulova hodnota koeficientu c_, kterd naznacuje, Ze Evropské centralni banka
zcela opomiji svij prioritni cil, kterym je stabilni inflace. Takovato interpretace by ovSem

v

byla zavad¢jici. Presnéjsi interpretace skuteCnosti ¢, =0 je takova, ze inflace nevstupuje do

rozhodovani Evropské centralni banky o urokové sazbé. Takovéto tvrzeni neni ovSem jesté
v rozporu s prioritnim cilem, nebot faktory relevantni pifi rozhodovani o urokové sazbé
nemusi byt souc¢asn¢ konecnym cilem. Ke stejnému zavéru dochézi taktéz Aastrup (2010), a
to 1 presto, Ze pouzil zcela odliSnou ekonometrickou metodologii a misto miry
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nezameéstnanosti pouzil v Taylorové pravidle mezeru produktu. Hlavnim faktorem trokovych
sazeb se tedy ukazuje byt vyvoj realné ekonomiky (nezameéstnanosti).

5 ZAVER

Cilem této prace byla v prvé fadé modifikace a ekonometricky odhad parametrti vS§eobecné
znamého makroekonomického modelu Balla, jehoZz ptednosti je dle autora schopnost co
nejjednodussim zplsobem popsat nejpodstatnéj$i rysy ekonomiky. Nevyhodou Ballova
modelu je jeho linearita, ktera nedokaze popsat zna¢né cyklicky vyvoj ekonomiky eurozony.
Pfinosem mé prace je proto nelinearni formulace v podobé endogenizace vybranych
koeficientii. Dal§im cilem tohoto ¢lanku byl popis trokové politiky Evropské centralni banky
za uplynulou dekéadu existence této vyznamné instituce. Dilezitym zjisténim je, ze Evropska
centralni banka nereagovala systematicky na vyvoj inflace, a to i pfesto, Ze je stabilni inflace
jejim primarnim cilem, jehoz plnéni 1ze doposud hodnotit kladn¢. Jesté podstatnéjsi je ovSem
fakt, ze Taylorovo pravidlo neni uspokojivym popisem urokové politiky Evropské centralni
banky, coz ma zcela zasadni vyznam s ohledem na vSeobecnou rozsifenost Taylorova
pravidla, které si ziskalo svou oblibu jednak svou jednoduchosti a jednak schopnosti popsat
velmi uspokojivé vyvoj trokovych sazeb v USA.
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PREHLED A ANALYZA OPTIMALIZACNICH SYSTEMU A JAZYKU
PRO MATEMATICKE PROGRAMOVANI

OVERVIEW AND ANALYSIS OF OPTIMIZING SYSTEMS AND
LANGUAGES FOR MATHEMATICAL PROGRAMMING

Anastasiya Fesenko

Abstrakt

Cilem clanku je prozkoumat, jak Ize modely, které vytvaiime pro dosazeni optimalniho
feSeni, zadavat do riznych programl. Zajimalo mé, jaké znalosti jsou potiebné pro
bezproblémové vyuziti téchto systémi, jejich kladné a zaporné stranky z hlediska uzivatele,
ktery nema dokonalé znalosti informacnich technologii ale i pfesto chce byt uspésny
v dosazeni vysledkii pii feSeni optimaliza¢nich uloh. Ukolem bylo zjistit, jestli Ize n&které
systémy volné stahnout, popft. jaké licence jsou k tomu potieba zakoupit.

Néplni ¢lanku je prehled jazykid pro matematické programovani a volné dostupného softwaru
pro feseni optimaliza¢nich uloh, strué¢ny popis metod vypoétu a otestovani nékterych z téchto
programd.

Kli¢ové slova: modelovaci jazyky, modelovaci systémy, formaty dat.

Abstract

The aim of this article is to explore, how the models created for reaching optimal result can be
solved by different programs. | was interested in exploring what computing skills are required
for trouble-free using these systems, research of advantages and disadvantages from the user’s
side which doesn’t have perfect knowledge of informatics technologies, but still wants to be
successful in optimizing models solving. The objective was to find out if these systems and
software can be free downloaded or what licenses are required to be bought in the other case.
The content of this article is overview of mathematical programming languages and software,
brief methods’ description and different programs’ testing.

Keywords: modelling languages, modelling systems, data formats.

1 SOUCASNE MOQELoyACi JAZYKY POUZIVANE PRO RESENI
OPTIMALIZACNICH ULOH

Cela tada ekonomickych modelti maji optimalizacni charakter, tj. maji za kol nalezeni
nejlepSiho feSeni problému pii respektovani riznych omezeni, které maji na chod systému
urcity vliv. Takové optimalizacni tlohy mohou byt feSené pomoci rozvinutych systémt metod
optimalizace. Matematické modelovani ekonomickych problému je ¢asové naro¢ny iterativni
proces, ktery se sklada z nasledujicich fazi [1]:

- rozpoznani problému v ramci realného systému a jeho definice;

- formulace ekonomického modelu;

- formulace matematického modelu;

- feSeni matematického modelu a interpretace vysledk;

- implementace vysledkli v rdmci analyzovaného readlného systému.

Prvni tifi faze jsou obzvlast naro¢né a slozité. V pfipadé chybného formulovani
matematického modelu je vZzdycky tfeba se vratit zpatky do 1. nebo 2. faze, upravit cil tlohy a
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konstruovat novy matematicky model. Upravovat model nékolikrat a predélovat pokazdé kod
programu je tézky a nepiijemny proces. Realné ekonomické modely obvykle maji tisice
proménnych a omezeni, coz jesté vice komplikuje sestavovani spravného modelu a nasledné
jeho feseni.

Model mtze byt zapsan a vyfeSen na pocitaci nékolika zptsoby:

- na zakladé nestrukturnich pristupii, kde pro zdpis modelu se pouzivd néktery
Z programovacich jazyku: Delphi, Fortran, C/C++/C#. V tomto piipadé se konstruuje
matice nebo né&jaky jiny vstupni format dat pro vyfeSeni modelu v optimalizacnim
systému. Tady musi byt vytvoien specialni algoritmus feSeni, ktery je tfeba napsat a
odladit. Pro jeho vytvofeni krom¢ matematické modelovaci baze uzivatel musi
disponovat rozsahlymi znalostmi programovani a umét je spravné a vhodné aplikovat.

- na zakladé pristupii, které pouzivaji tabulkové kalkulatory (naptiklad Excel), kde
matematicka struktura tlohy je zaddna pomoci tabulkovych Sablon. Tento pfistup byl
hodn¢ uplathovan v minulosti. Takto mohou byt vyfeSeny ulohy linearniho
programovani a nékteré nelinearni ulohy s velmi specifickou strukturou. Hlavnim
nedostatkem tohoto pfistupu je problém fizeni dat, omezenych rozsahem 2x2, jelikoz
tabulky klasicky pfedpokladaji zejména tento rozsah dat. Druhym minusem je velky
objem rutinni prace.

- pomoci uplatnéni jazyki matematického modelovani. Tento pfistup je mnohem
efektivnéjsi, nez jiz zminéné postoje. Takové jazyky umoziiuji zapisovat optimalizacni
ulohy ve formé, velmi podobné klasickému matematickému zapisu, jsou velmi pruzné
a umoziuji rychle ménit model.

Po programovaci fazi nasleduje faze vlastniho feSeni problému, ke kterému se obvykle
pouziva tesitel. Jak jiz bylo zminéno, je to systém operacniho zabezpec€eni, ktery umoznuje
fesit optimaliza¢ni tlohy. V idedlnim ptipad¢ feSitel nachdzi optimalni feSeni, ale nebyva to
tak vzdy. Casto se stava, Ze v procesu feseni uZzivatel dostava upozornéni od systému, e bud’
problém nema ptipustné feSeni nebo model ma néjakou formulaéni chybu. V takovém ptipadé
je dualezité, aby systém podporoval taky moznost identifikace vzniklych problémi a nabizel
moznosti jejiho vyfeSeni. Modelovaci jazyky, které jsou nejvice pouZivany Vv soucastné dobé a
povazovany za nejvykonnéjsi jsou: AMPL, MATLAB, O-Matrix, Sysquake, Scilab, Octave,
FreeMat, Euler, Python, Sage, PHP, R, Microsoft Solver Foundation.

2 FORMATY VSTUPNICH UDAJU OPTIMALIZACNICH ULOH

Tato kapitola obsahuje ptehled formath dat, pomoci kterych mohou byt zadany vstupni udaje
optimalizacni ulohy.

- Format MPS — textovy format, ve kterém se zapisuji na kazdy fadek urcité informace
S tim, Ze na jednom fadku je k dispozici maximalné 80 znaki. Informace se pfitom
musi zapisovat do pevné danych pozic, jedna se tedy o format s pevnou strukturou.
Tento format je docela slozity pro formulaci, vice o formatu MPS lze dozvédét ze
zdroje [2], [10] a [11].

- Format LP — format, ktery je v podstaté velmi shodny s klasickym matematickym
zapisem. Tento format je dobte Citelny a srozumitelny.

- CPLEX LP — dalsi textovy format, jehoz zapis je velmi podobny standardnimu
matematickému zapisu. Kazdy fadek v tomto formatu miiZze mit maximalné 255 znakt
Stim, Ze mezery jsou ignorovany. Limit délky neni omezujici, protoZe potiebné
informace mohou byt rozdéleny v piipad¢€ potieby do vice fadk.

- LINDO format — je format dat, vytvofenych pomoci LINDO fesitele, zapis je taky
dobte pochopitelny a podobny vlastnimu matematickému modelu. Vice lze dozvédéet
ze zdroje [2].
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GNU MathProg format — tento format pouziva GLPK solver, ktery je podrobng&ji
popsén dale.

LPFML XML format — tento format je docela novy, vyuziva pro formulaci XML
layout. Nedostatkem tohoto modelu je slozitost formulovani a pochopeni, jelikoz zapis
se vyrazn¢ liSi od matematického zapisu modelu. Z druhé¢ strany diky XML struktute
tento format je flexibilni a jednoduse upravitelny.

3 VYPOCETNI ALGORITMY PRO RESENI PROBLEMU
MATEMATICKEHO PROGRAMOVANI

Diky rychlému rozvoji pocitacové techniky a rozpracovani efektivnich vypocetnich metod
ulohy linedrniho programovani s vice nez tisici proménnych a omezeni se povazuji za
pfiméfené. Modely, které maji desitky a stovky proménnych, mohou byt docela rychle
pomoci riznych programovacich systémd.

Soucasné programovaci systémy mohou byt dvojiho typu:

Algoritmické systémy, kde jako vstupy se zadava seznam koeficientl, omezeni a
atributli, a vystupy v tomto piipade jsou optimalni hodnoty proménnych. Pro vyuziti
téchto systému uZzivatel musi disponovat jistymi programovacimi znalostmi.
Modelovaci systémy, které umoziuji formulovat ulohu linearniho programovani
vV podobé, blizké klasickému matematickému zapisu, a dale umoznuji srozumitelné
zobrazeni vysledkil a jejich néaslednou analyzu. Zapis modelu se uskute¢nuje pomoci
modelovacich jazyki.

3.1 Bali¢ky pouZivajici simplexovou metodu pro nalezeni OR

Lp_solve — je napsan v jazyce C++, fesi ulohy linearniho programovani do rozsahu 30
tisic proménnych a 50 tisic omezeni, fesi taky celociselné ulohy. Soucasné nejnovejsi
5. verze vyzaduje Lesse GNU Public licenci. Existuje n€kolik zplsobi formulace
modelu v Lp_solve [12]:

- nacist model z bézného textového (ASCII) souboru,

- konstruovat model pomoci modelovaciho jazyku,

- konstruovat model pomoci programovaciho jazyku.

LP-Optimizer [13] — fesi ulohy linearniho a celociselného programovani, zdrojovy
kod fesitele je dostupny v jazyce Borland Pascal.

SoPlex — zaloZen na realizaci revidované simplexové metody, nacita data v MPS a LP
formatech. Tento feSitel byl vytvofen Rolandem Wunderlingem v jeho diserta¢ni
praci, vyzaduje tzv. ZIB Academic License. Na oficidlnich strankach tohoto softwaru
[14] 1ze najit zdrojovy kod programu a stahnout zkuSebni verzi.

SPLP — je soucasti knihovny programt SLATEC, napsan v jazyce Fortran, fesi ulohy
linearniho programovani s n€kolika tisici proménnych a omezeni. Vice informaci o
knihovné matematickych programi SLATEC lIze dozvédét na strankach tohoto
softwaru [15].

3.2 Bali¢ky pouZivajici metodu vnitiniho bodu pro nalezeni OR

PCx — byl wvytvofen ve Spojenych Stitech Joe Czyzykem, pracovnikem
optimaliza¢niho technologického centra, ve spolupraci s Argonne National
Laboratory a univerzitou Northwestern. Zdrojovy kod feSitele je dostupny v jazyce
Fortran a C, feSitel ma grafické uzivatelské rozhrani, napsané v Java [16]. Vstupni
udaje musi byt bud’ ve formatu MPS, nebo vytvoieny pomoci modelovaciho jazyku
AMPL.
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- HOPDM - optimaliza¢ni bali¢ek, ktery byl napsdn v jazyce Fortran, fesi ulohy
linearniho, kvadratického a nelinearniho programovani. Tento feSitel méa nckteré
zajimavé funkce, mezi které patii napiiklad tzv. ,teply start”, umoziujici pouzit
hotové feSeni napsanych diive modeld. Vice informace o moznostech a
charakteristikach feSitele 1ze najit na strankach [17].

- Existuji taky systému, zalozené na metod¢ vnitinich bodl, které umoziuji fesit
optimalizacni ulohy v on-line rezimu, bez nutnosti stahovani softwaru na pocitac.
NEOS Server [8] dovoluje spoustét v takovém rezimu ruzné optimalizacni systémy
vcetné komercnich. Tento server je dostupny zcela pro kazdého a kterykoliv uzivatel
jej mize plné€ pouzivat. Nicméné vyuziti tohoto serveru ma jistd omezeni: webova
podpora umoziuje odeslani soubori o velikosti maximalné 1 MB, ale e-mailem lze
odeslat soubor az do velikosti 16,8 MB. Pozadované softwarové vybaveni je
minimalni — pro komunikaci se serverem je tieba pouze webovy prohlize¢, e-mail
nebo pripadné jiné rozhrani.

3.3 Modelovaci systémy

Modelovaci systémy jsou nastroje, které umoznuji zapisovat optimaliza¢ni ulohy ve formé,
velmi podobné standardnimu matematickému zépisu, jsou velmi pruzné a umoziuji rychle
meénit model. VéEtSina modelovacich systémi maji taky pfijemné grafické rozhrani, coz je
velkou vyhodnou pro uzivatele nemajiciho jistych programovacich poznatkl. V riiznych
zdrojich se lze taky setkat s oznacenim modelovacich systému jako Systémi na podporu
modelovani. Snazila jsem se zminit vétSinu modelovacich systémi, které jsou nejvykonnéjsi
a jsou nejcastéji pouzivany v soucasné dobg.

- GAMS - vysokouroviiovy modelovaci systém pro feSeni optimalizanich uloh.
Systém fesi linearni, nelinearni a smiSené celoc¢iselné ulohy. ZkuSebni verze systému
je dostupna na strankach [18], umoznuje zadavat vstupni tdaje o rozsahu 300
proménnych, 300 omezeni a 50 celoiselnych proménnych. Tento systém ma svij
modelovaci jazyk a svoje vlastni integrované prostiedi, které muze byt spojené
S riznymi optimalizacnimi feSiteli.

- AMPL - je sofistikovany modelovaci nastroj, ktery podporuje cely optimalizaéni
proces. Tento systém ma vlastni modelovaci jazyk pro popis vstupnich udaja,
specialni ptikazovy jazyk pro prohlizeni a analyzu vysledkd a skriptovy jazyk pro
kodovani algoritmt. Pro optimalizaci tento systém vyuziva né€kolik fesiteli. Mezi
linearni fesitele patii: CPLEX, Gurobi a Xpress, vice 0 téchto systémech je popsano
dale. AMPL taky nabizi moznosti vyuziti nelinearnich feSitell & umoznuje zdarma
stdhnout demo verzi systému. Pro feSeni uloh libovolného rozméru lze stahnout
30denni licenci. Vice informace na strankach [13].

- LINDO, LINGO - tyto systémy byly podrobn¢ probirané¢ béhem studia, proto
odkazuji na zdroj [2] a internetové stranky [21].

- LOQO [3] — tento solver byl vytvofen Robertem Vanderbeiem na Prinstonské
univerzité. Systém nema vlastni uZivatelské rozhrani, muZze byt pouzit prostrednictvim
systémi AMPL nebo GAMS, vyzaduje licenci. Lze zajistit doCasny pfistup zazaddnim
o heslo, 1ze taky nacitat data ve formatu MPS.

- MOSEK - je system pro feSeni linearnich, celo¢iselnych, ale i kvadratickych a
konvexnich optimaliza¢nich loh. Na strankach [19] si Ize stahnout studentskou verzi,
ktera se od plné lisi pouze moznosti fesit kapacitné omezené tlohy.

- Komplet nastroju pro MATLAB [9]. MATLAB je integrované prostiedi pro
védeckotechnické vypocty, modelovani, navrhy algoritmil, simulace, analyzu a
prezentaci dat, méfeni a zpracovani signalii, navrhy fidicich a komunika¢nich
systémti. MATLAB je nastroj, jak pro pohodlnou interaktivni praci, tak pro vyvoj
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Sirokého spektra aplikaci. Program existuje fadu let a proSel dlouhym vyvojem.
Vlastni MATLAB neni jen v jedné linii zakladniho programu, ale pouziva se spousta
roz$iteni (toolboxu) [9]:

- Optimization Toolbox — je jeden z nejvice uzite¢nych rozsifeni MATLABU,
zvétSuje vypocetni prostiedi MATLAB o nastroje a Siroce pouzivané algoritmy
pro standardni a rozsahlé optimalizacni ulohy. Tyto algoritmy fe$i podminéné
a nepodminéné spojité a diskrétni problémy. Toolbox obsahuje funkce pro
linedrni a kvadratické programovani, nelinearni optimalizaci, nelinearni
metodu nejmensich Ctverct, vicekriterialni optimalizaci a binarni celo¢iselné
programovani. Funkce Optimization Toolboxu jsou napsany v otevieném
jazyce MATLAB, coz umoziiuje uzivateli kontrolovat pribéh vypoctu,
editovat kod vychoziho algoritmi a taky vymyslet vlastni funkce a procedury.

- Global Optimization Toolbox - rozsifuje optimaliza¢ni moznosti MATLABu
a Optimization Toolboxu o nastroje pro hledani globalniho feseni tloh, které
obsahuji nékolik lokalnich maxim nebo minim.

- MPL for Windows — systém, ktery poskytuje jednotné prostfedi pro formulaci
modelu, manipulaci s daty, optimalizaci a prezentaci vysledkii. Tento feSitel umoznuje
spolupracovat se vSemi optimalizacnimi feSiteli na trhu. Pokud ma uzivatel na svém
pocitaci néjakého tesitele, muze si poridit MPL bez feSitele a pouzivat svilj stavajici.
Standardn¢ je MPL dodavan se syst¢émem CPLEX. Demo verzi lze stahnout ze stranek
[4], ktera umoznuje fesit ulohy o rozsahu 300x300.

- CPLEX — jedna se o produkt firmy IBM. Z hlediska dosahovanych vykont pfi feseni
rozsahlych linedrnich nebo smiSené celociselnych uloh patfi k absolutni Spicce v
oboru. Jedna se pouze o fesitele, ke kterému neni v zakladni podobé¢ k dispozici zadné
prostfedi. Vypocty se spoustéji ddvkovym reZimem. Vice informace je na strankach
[20].

-  XPRESS-MP - je produktem firmy FICO Optimization. Podrobné informace o této
firm¢ a jejich produktech lze nalézt na strankach [22]. Systém XPRESS-MP je
pfedevSim soucasti optimaliza¢niho a modelovaciho prostiedi, které firma FICO
Optimization poskytuje, i kdyz muze byt nainstalovan jako feSitel v jinych
modelovacich systémech. Vykonem je srovnatelny se systtmem CPLEX a je mozné
konstatovat, Ze uvedené dva systémy jsou v oblasti optimaliza¢nich systému ziejmée
nejvykonngjsi.

- GLPK - optimaliza¢ni bali¢ek, ktery byl vyvijen zejména pro ulohy linearniho
programovani. V sou€asné dob& vSak umoziiuje fesit i smiSené celociselné ulohy.
Tento systém ma vlastni format GNU MathProg pro zapis vstupnich udaji. GLPK lze
volné stahnout ze stranek [7].

- Gurobi [6] — fesitel z roku 2009, vyvinuty tymem, ktery se podilel na vyvoji CPLEXu
a po prodeji firmy ILOG firm¢ IBM zacal rozvijet vlastni produkt. V mnoha ohledech
dosahuje soucasnad verze Gurobi lepsich vysledki nez IBM CPLEX. Reii ulohy
linedrniho, kvadratického, smiSen¢ celoCiselného programovani. Lze nacitat data ve
formatu MPS.

Clanek vznikl s podporou interni grantové agentury, grant &. F4/11/2013.
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MODELOVANI KONKURENCE V REVENUE MANAGEMENTU
COMPETITION MODELING IN REVENUE MANAGEMENTU

Petr Fiala

Abstrakt

Modely revenue managementu, navzdory jejich uspéchu a popularité, jsou stale ponc¢kud
zjednodusujici. Mnoho dulezité slozky v revenue managementu byly rozsahle studovany,
konkurenci vSak nebyl vénovan dostatek pozornosti. Piispévek je vénovan modelovani
konkurence v revenue managementu. Postup analyzuje linearni aproximaci spole¢ného
problému konkurence a fizeni kapacit v oblasti revenue managementu. Navrzeny model
kombinuje model DLP pro sitovy revenue management s modelem teorie her pro konkurenci.

Kli¢ova slova: revenue management, konkurence, teorie her

Abstract

Revenue management models, despite their success and popularity, are still somewhat
simplistic. Many important components of revenue management have been extensively
studied, but the competition was not devoted enough attention. The paper is devoted to
modeling competition in revenue management. The procedure analyzes the linear
approximation of the common problem of competition and management capacities in the area
of revenue management. The proposed model combines DLP model for network revenue
management model of game theory for competition.

Keywords: revenue management, competition, game theory

1 UVOD

V c¢lanku (Netessine a Shumsky, 2005), autofi uvazuji horizontalni konkurenci u jedno
etapového letu a vertikalni konkurenci pro sérii navazujicich letl za predpokladu, ze cestujici
s nizkymi cenami letenek pftilétaji diive neZ cestujici s vysokymi cenami letenek. Srovnava;ji
centralizované a decentralizované konkurenéni nastaveni. V praci (Jiang a Pang, 2011) autofi
studovali alokaci letovych kapacit pii konkurenci. S pouzitim konceptu preteceni poptavky,
navrhli modely teorie her zalozené na znamych aproximacnich modelech pro ptidélovani
sitové kapacity v monopolnim prostiedi. Zkoumali jak existenci, tak 1 jedinecnost Nashovy
rovnovahy pro riizné modely teorie her.

V ptispévku jsou sitové modely revenue managementu doplnény modely teorie her pro
zachyceni konkurence. Postup muze byt uzitecny pro feSeni praktickych problému se
zahrnutim konkurence a existuji urCité moznosti rozsifeni postupu a nékteré oblasti pro dalsi
vyzkum. Tento postup muze byt pfizpisoben jinym sitovym aproximacim, jako jsou RLP,
PNLP a dalsi. Stejnd formulace mlize byt aplikovéna na rizné zptsoby sitové nabidky cen. I
kdyz je snadné dokézat existenci Nashovy nebo zobecnéné Nashovy rovnovahy, zda se
obtizné zajistit obecné jedine¢nost rovnovahy.

2 SITOVY REVENUE MANAGEMENT
Revenue management vice propojenych zdrojii se oznacuje jako sitovy revenue management.
Sitové modely revenue managementu se snazi maximalizovat revenue, kdyZ zakaznici kupuji
svazky vice zdrojli. Vzdjemna zavislost zdrojli, obycejné¢ oznacovana jako sitové efekty,
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vytvaii problémy pii feSeni problému. Tato tfida probléml vznika napiiklad v letecké a
zelezni¢ni doprave, V fizeni kapacit hotelu atd. V ptipadé letecké dopravy, problém je fizeni
kapacit souboru navazujicich letii v tzv. hub-and-spoke siti.

Zakladni model problému sitového revenue managementu je formulovan jako problém
stochastického dynamického programovani, jehoz piesné feSeni je vypocetné neieSitelné.
Redeni jsou zaloZzena na aproximaci riznych typt. Existuji dvé dilezita kritéria pii
posuzovani metody aproximace sité: presnost a rychlost.

Jednim z postupll je pouzit zjednoduSeny sitovy model, napiiklad ve tvaru statického
matematického programovani. V nasem modelu pouzijeme deterministicky model linearniho
programovani DLP

max r’ x
X
pii omezenich (@D)]
Ax =,
x=D,
x =0,

kde D = (D4, D, ..., Dp) je vektor poptavky v obdobich t, t +1, ...,T, pro produkt k, k=1, 2,
ces Py@ar =(ry ro, ..., Ip) je vektor vynost spojenych s p produkty. Rozhodovaci vektor X =
(X1, X2, ..., Xp) reprezentuje alokaci kapacit pro kazdy z p produkti. Aproximace efektivné
bere poptavku jako by byla deterministicka a rovna stiedni hodnoté E[D].

Optimélni dualni prom&nné m", spojené s omezenimi AX < ¢ , jsou pouZivany jako
nabidkové ceny. Hlavni vyhodou tohoto DLP modelu je skutecnost, ze je vypocetné velmi
efektivné tesitelny. Diky své jednoduchosti a rychlosti je popularni v praxi. Slabinou DLP
aproximace je vlastnost, Ze uvazuje pouze primérnou poptavku a ignoruje vSechny ostatni
distribu¢ni informace. Efektivnost metody DLP zavisi na typu sité, potfadi v jakém piichazeji
produkty a Cetnost re-optimalizace.

Vyznamné omezeni pouzitelnosti téchto klasickych modeld je piedpoklad nezavislé
poptavky. V reakci na to, z4jem se v poslednich letech objevily snahy zac¢lenit rozhodovani
zakaznikld a konkurenci do téchto modell, coz dale zvysuje jejich slozitost. Tento vyvoj
urychluje sou€asné snahy navrhnout vykonné a praktické heuristiky, které jes$t€¢ mohou fesit
problémy praktického rozsahu.

3 DLP MODEL KONKURENCE
Modelovani konkurence mezi n firmami (s indexy i = 1, 2, .., n) je zaloZen na
optimaliza¢nich modelech typu DLP pro jednotlivé firmy. Dal§Sim krokem je hledani
rovnovahy pro konkurenéni firmy.

Vychézime z nasledujicich standardnich pfedpoklada (Jiang a Pang, 2011):

e Ceny vSech produkti jsou pevné pro vSechny firmy.

e Poptavka po jednom produktu je nezavisla na poptavce po dalSim produktu.

e Poptavka po jednom produktu z jedné firmy koreluje s poptavkou po stejnych
produktech od jinych firem.

e KaZdy zdkaznik m4 zdjem pouze o jeden konkrétni produkt.

e KaZzdy zédkaznik podd objedndvku u své preferované firmy a s urCitou
pravdépodobnosti poda objednavku stejného produktu u jiné firmy, pokud je jeho
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prvni objednavka odmitnuta. Pokud je jeho druha objednavka také zamitnuta, pak se
stava ztracenym zakaznikem pro vSechny firmy v daném case.

Firmy prodavaji p t¥id produktu (s indexy k =1, 2, ..., p), kombinovanych z m zdroji (s
indexy h =1, 2, ..., m). Necht r* je vektor jednotkovych cen pro firmu i. Necht' ¢ je vektor
zbyvajicich kapacit pro firmu i. Necht' A* je inciden¢ni matice typu zdroj-produkt pro firmu i.
Ptedpokladejme, Ze primarni poptavka u firmy i je D, Odmitnuty zakaznik u firmy i udéla

dalsi nezadvaznou objednavku téhoZ produktu u jinych firem. Pfedpokladejme, Ze d7* oznacuje

miru pieteCeni daného produktu od firmy j kK firmé i. To znamena, Ze pokud zakaznik, ktery
dava prednost firm¢ j, byl odmitnut u firmy j, pak by mé¢l podat objednavku produktu u firmy
i s pravdépodobnosti d7*. Celkova potencilni poptavka u firmy i se sklada z vlastni primérni

poptavky a prete¢enou poptavkou od jinych firem

Di+Y,.;d"[D/ - <]

Piedpokladejme, Zze rozdélené rezervacni limity vSech ostatnich firem, riznych od firmy i,
jsou déany. Firma i se snazi ur¢it optimalni rozdéleni rezervaénich limitd x' feSenim
nasledujiciho deterministického linearniho programu (DLP):

T
n;x{zllx[:r‘) x!

pfi omezenich (2)
Ax' = ¢f,

x' <D + Z d’ [/ —x7]",

FE!
x'=0.

Kazda firma plni své primdrni poptavky a pfijima preteCené poptavky, které nemohou byt
uspokojeny konkuren¢nimi firmami. Cilem je maximalizace celkového piijmu firmy i. Prvni
omezeni stanovi, Ze kapacita jednotlivych zdroji nesmi byt ptfekroCena. Druhé omezeni
urcuje, Ze alokace pro vSechny firmy pro kazdy produkt nesmi piekrocit poptavku po tomto
produktu. Posledni omezeni ukazuje, Ze rezerva¢ni limity jsou nezaporné.

Dale je mozné preformulovat problém (2) na ekvivalentni nelinearni a nehladky problém,
jehoz mnozina piipustnych feSeni vSak zavisi pouze na déleném rezervaénim limitu X' firmy i.
Necht’ s' > r' je konstantni vektor pro kazdé i.

n}{?x[ri)rxi + [si)rmin 0,Df &+ Z dlt [Dj — xj]+ —x*
J=i
pii omezenich 3)
AxX' < ¢,
x' = 0.
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Vektor x' je optimalni feSeni problému (2) tehdy a jen tehdy, kdyz x' je optimalni feSeni
problému (3). Mnozina piipustnych feSeni problému (3) je jednodussi nez u problému (2).

4 MODELY TEORIE HER S KONKURENCI

V této casti je uvedena zobecnénd Nashova hra a zobecnéné Nashovy rovnovazné body (Pang
a Fukushima, 2005). Je analyzovan vztah mezi modely konkurence a modely teorie her. Dale
je analyzovana existence a jednoznacnost zobecnénych Nashovych bodl rovnovahy. Také je
uveden nastin algoritmu pro feseni modelit konkurence.

Zobecnéna Nashova hra je nekooperativni hra, ve které mnozina pfipustnych strategii
kazdého hrace zavisi na strategiich ostatnich hracl. Predpokladejme, ze existuje n hracu a
kazdy hrag¢ i, i =1, 2, ..., n, kontroluje proménné X'. Ve skute¢nosti je X' strategie hrace i.

Oznacme X nasledujici vektor X = (Xl, N X"). A necht N =n; + ny + ... + n,. Potom x
e RY. Oznaéme x ' the vektor rozhodnuti viech hra&i s vyjimkou rozhodnuti hrade i. Takze
muzeme psat
x = (X', x 7).
Strategie hrace i pati do mnoziny strategii, ktera zavisi na rozhodnuti ostatnich hraca

x e Xi(x71),

Necht fi(x%x7%) je vyplatni funkce pro hrage i, kde spole¢n4 strategie je X. Cilem hrade i je
pii dané strategii x;" vybrat strategii xg, ktera fesi nasledujici optimaliza¢ni problém

n:.{;?x f"'[x‘]xai}
pfi omezeni _ 4)
x' e Xxi(x71),
Pro danou strategii X * konkuren¢nich hra&, mnozina feSeni problému (4) je oznacena S'(X ).
Tedy vektor x; je zobecnéna Nashova rovnovaha, pokud pro kazdé i
xb € 51 x5t ).

Jestlize mnoZina strategii kazdého hrace nezavisi na volbé konkurenénich hract, to znamena,
ze pro kazdé i,

X"{ X—i} = i
potom se nekooperativni hra redukuje na problém najit x, € [1; X* , kde pro kazdé i
Filxpxg" ) = maxf(xx5")
XI'
pii omezeni _ ()
xj E XY,

coz je Nashova hra.
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Pokud neexistuji zaddna spolecna omezeni ve hie, pak zobecnéna Nashova hra a zobecnéna
Nashova rovnovaha se redukuji na tradiéni Nashovu hru a Nashovu rovnovahu. Kli¢ovy
rozdil mezi zobecnénou Nashovou hrou a tradicni Nashovou hrou je to, ze prostor strategii
pro hrace mize zaviset na strategiich ostatnich hract v zobecnéné, ale ne v tradi¢ni Nashové
hie, avsak vyplatni funkce u obou typti her mohou byt funkcemi strategii ostatnich hraci.

DLP problémy sitového revenue managementu (2) a (3) jsou modely konkurence.
Mnozina piipustnych feSeni (mnoZina strategii) problému (2) zahrnuje strategické proménné X
= (X', x'), zatimco mnozina pfipustnych feseni (mnoZina strategii) problému (3) zahrnuje
pouze strategické proménné X'. Je snadné zjistit, Ze hra zaloZen4 na problému DLP (2) pro
vSechny firmy vede k zobecnéné Nashové hie, zatimco hra zalozena na problému DLP (3)
vede k tradi¢ni Nashové hie s nehladkou a nelinedrni vyplatni funkci. Vlastnost nehladkosti
muze predstavovat problémy pro navrhovani vypocetni metody pro feSeni hry. DLP problémy
(15.2) a (15.3) jsou ekvivalentni. Tudiz v ramci teorie her je zobecnéna Nashova hra
pfevedena na tradi¢ni Nashovu hru.

5 ZAVER

V prispévku jsou doplnény modely sitového revenue managementu 0 modely teorie her.
Tento ptistup se zda byt uzitecny a slibny pro dalsi vyzkum. Existuji n€ktera mozna rozsiteni
pristupu a nékteré¢ oblasti pro dalsi vyzkum. Tento piistup miize byt pfizptisoben jinym
sitovym aproximacim (jako je RLP, PNLPa dalsi) (viz Fiala, 2010). Stejna formulace muze
byt pouzita pro rtizné sitové metody nabidky cen. I kdyz je snadné dokazat existenci Nashovy
nebo zobecnéné Nashovy rovnovahy, zda se obtizné obecné zajistit jedineCnost. N&které
zvlastni pfipady by mély byt analyzovany. Nalezeni konvergujiciho aproximacniho algoritmu
pro zobecnéné Nashovy hry je vyzvou pro budouci vyzkum.
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HARMONIZACE TESTU PRI MALEM POCTU KOTVICIiCH
POLOZEK

TEST EQUATING IN CASE OF A SMALL NUMBER OF ANCHOR
ITEMS

Lenka Firtova

Abstrakt

Pfi vyvoji testll je Casto potieba fesit otazku, jakym zplsobem zajistit srovnatelnost skore
z riznych variant testu. Rada harmonizagnich metod vychézejicich z teorie odpovédi na
polozku za tim ucelem vyuziva tzv. kotvici polozky. Problém vSak muize nastat tehdy, pokud je
kotvicich polozek piili§ malo, nebot’ standardni metody v tomto pfipadé¢ nemusi poskytovat
uspokojivé vysledky. Cilem tohoto ¢lanku je proto popsat alternativni metodu a predstavit
vysledky simulace, v ramci které byla porovnana s jednou z bézné pouzivanych metod.

Kli¢ovd slova: teorie odpovédi na polozku, harmonizace testii, odhad skore

Abstract

When developing a test, it is often necessary to deal with the issue of how to ensure the
comparability of test scores across different test administrations. There are various test-equating
methods based on the item response theory, which enable us to link tests using so-called anchor
items. However, a problem may arise if there are very few anchor items in the test, because in
this case standard methods may not give satisfactory results. The aim of this paper is to describe
an alternative method and to present the results of a simulation in which it was compared with
one of the commonly used methods.

Keywords: Item Response Theory, test equating, test score estimation
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1 TEORIE ODPOVEDI NA POLOZKU (IRT)

Teorie odpovédi na polozku (Item Response Theory, dale IRT) je skupina model, které se
pouzivaji zejména v oblasti znalostnich ¢i psychologickych testli k odhadu parametri polozek
testu a urovné testovaného rysu respondenti. Tyto modely umoziuji odhadnout, s jakou
pravdépodobnosti odpovi respondent s urcitou trovni testovaného rysu (dale IRT skére) na
danou polozku urcitym zptisobem. Dichotomické modely pracuji pouze se dvéma moznymi
odpovéd'mi: spravné (Ui = 1) a $patné (Uj; = 0), kde Ujj znaci odpovéd’ j-tého respondenta
vV i-t¢ polozce. Jednim z nejpouzivanéjSich dichotomickych IRT modeld je
tzv. dvouparametricky model, ktery u kazdé polozky odhaduje dva parametry: obtiznost a
diskrimina¢ni schopnost. Ozna¢me Pi(6;) pravdépodobnost, ze j-ty respondent s IRT skore 6;
spravné odpovi na i-tou polozku s obtiznosti bi a diskriminaéni schopnosti ai, tedy
Pi(65) =P(Ui=1| 6;, bi, ai). Tato pravdépodobnost je dana vztahem (Partchev, 2004)

1
H(%)::I;;;@;zy

kde bj = obtiznost i-t¢ polozky
aj = diskrimina¢ni schopnost i-té polozky
6; = IRT skore j-tého respondenta.

Obtiznost polozky je definovana jako takova uroven IRT skore, pti které ma respondent prave
50 % pravdépodobnost, ze na polozku odpovi spravné. Diskriminace polozky udava, jak dobie
dana polozka rozliSuje mezi respondenty s nizsi a vyssi trovni IRT skére. IRT skore je spojita
veli¢ina, jejiz hodnoty se obvykle pohybuji ptiblizné v intervalu (-4; 4) a ktera je na téze Skale
jako parametry obtiznosti polozek. Parametry polozek a IRT skére respondentli se obvykle
odhaduji simultdnné metodou maximalni vérohodnosti, resp. nékterou z jejich modifikaci.

1.1 Harmonizace testl s vyuzitim IRT

Harmonizaci testll se rozumi propojovani testi za ucelem pievodu vysledki na jednotnou Skalu,
tak aby IRT skore z rdznych variant testd bylo plné¢ srovnatelné. Pokud by se testy
neharmonizovaly, byly by vysledky respondenti ovlivnény obtiZznosti konkrétniho testu a
dovednostmi skupiny, kterd test fesi, protoze je jist¢ snazsi ziskat nadprimérny vysledek ve
skuping horsich osob nez ve skupiné lepsich osob.

Testy se v ramci harmonizace obvykle propojuji tak, ze se do dvou rliznych testii vlozi nékolik
tzv. kotvicich polozek, jejichz parametry se nachazi na referencni Skale urcené vychozim
testem. Cilem je umistit parametry polozek napojovaného testu na tutéz referencni Skalu.
Jakmile jsou totiz parametry polozek v riznych testech na jednotné Skale, je 1 IRT skore
respondentll automaticky na jednotné Skale, a tudiz pln¢ srovnatelné (Pang, Madera, Radwan,
Zhang, 2010).

Nékteré harmoniza¢ni metody postupuji tak, ze odhadnou primér a smérodatnou odchylku IRT
skore ve skupiné respondentli napojovaného testu pouze na kotvicich polozkach, a tim urci
Skalu pro odhad parametrti nekotvicich polozek. Problém nastava tehdy, kdyz je kotvicich
polozek piili§ mélo. To se mize stat napfiklad tehdy, pokud se nékteré z kotvicich polozek
chovaji napfi¢ testy nekonzistentné, tedy pokud se jejich parametry test od testu méni. Takové
polozky je pak potieba z kotveni vyfadit. V ptipad¢ malého poctu kotvicich polozek (dvé az
tf1) je vSak obtizné presné¢ odhadnout priimér a smeérodatnou odchylku IRT skére skupiny bézné
pouzivanymi metodami, mimo jiné i proto, Ze velky pocet respondenti bude mit vSechny
odpovédi na kotvici polozky spravné nebo vSechny Spatné. Proto mize byt vhodnéjsi pouzit
alternativni postup, kterému se bude vénovat tento ¢lanek dale.
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1.2 Metody odhadu pruméru a smérodatné odchylky IRT skoére skupiny

Odhad IRT skore pomoci metody maximdlni vérohodnosti

Metod pro odhad IRT skére existuje celd fada, pficemz nejpouzivanéj$i vychazi z metody
maximalni vérohodnosti (Assessment Systems Corporation, 2009). Nyni uvazujme situaci, kdy
mame k dispozici odhady parametri kotvicich polozek a chceme odhadnout IRT skore
respondentli na téchto polozkach. Individudlni IRT skore v takovém ptipadé samoziejmeé nema
velkou vypovédni hodnotu, avSak z individudlnich skore Ize spocitat primér a smérodatnou
odchylku IRT skore skupiny, kterou potfebujeme k urceni skaly pro odhad nekotvicich polozek.
Hledame tedy takovou uroven IRT skore, kterd je pro respondenta nejvice pravdépodobna
vzhledem k jeho napozorovanému vzorci odpovédi. Ten lze pro n polozek zapsat jako
(U1, Uz,... Un), kde u;i se pro kazdou polozku rovna 1 nebo 0 podle toho, zda ji respondent
zodpoveédél spravné ¢i nikoli. Pi(6;) znaci pravdépodobnost spravné odpovédi pro j-tého
respondenta s IRT skore O v i-té polozce s obtiznosti bi a diskriminaci ai, tedy
Pi(6;) =P(Ui = 1| 6, bi, ai). Na kazdou tlohu mtize respondent odpoveédét bud’ spravné, nebo
Spatné, proto pravdépodobnost, Ze v i-té poloZzce odpovi j-ty respondent Spatné, Ize vyjadrit
jako Qi(6j) = 1 — Pi(6j). Vérohodnostni funkci lze tedy v ptipadé j-tého respondenta s IRT
skore ©j a v pripadé pozorovaného vzorce odpoveédi (U1, Uy,... Un) Zapsat jako

L(uy ... un|6;) = [Ty Pi(6,)"iQ;(6))* ¥

U respondentti se vSemi odpovéd’'mi spravné €i Spatng, coz je pii malém poctu kotvicich polozek
Casty ptipad, vSak nelze maximum této funkce nalézt (nachazi se v nekon¢enu). Modifikaci je
metoda WLE (Warm Weighted Maximal Likelihood Estimator), ktera kromé toho, Ze snizuje
vychyleni odhadi oproti klasické metodé maximalni vérohodnosti, umoziuje odhadnout skore
I pro respondenty se v§emi odpovéd’'mi spravné nebo Spatné (van den Sanden, 2005).

Odhad IRT skore pomoci Cetnosti kombinace odpovédi

Z vyzkumné ¢innosti spolec¢nosti Scio vzesla alternativni metoda odhadu priméru a smérodatné
odchylky IRT skére skupiny pti malém poctu kotvicich polozek (Hucin, 2013). Tato metoda
pracuje s ¢etnostmi riznych kombinaci odpovédi na kotvici polozky a hleda takovy prumér a
smérodatnou odchylku IRT skére skupiny, pro které jsou si teoretické a napozorované cetnosti
co nejblize. Vychazi pritom z predpokladu, ze IRT skore ma v populaci norméalni rozdéleni.

Nejprve je tfeba spocitat napozorované relativni Cetnosti riznych kombinaci odpovédi. Pri
danych parametrech kotvicich polozek lze dale pro kazdou hodnotu priméru a smérodatné
odchylky IRT skore spocitat teoretické relativni Cetnosti vSech kombinaci odpovédi. Pro
kazdou uroven IRT skore lze totiz u kazdé kotvici polozky s danymi parametry spocitat
pravdépodobnost spravné odpovédi. Pravdépodobnost spravné odpovédi na vSechny kotvici
polozky soucasné je pak soucinem pravdépodobnosti spravnych odpovédi na jednotlivé
polozky, obdobné pro dalsi kombinace odpovédi. Pokud bychom piedpokladali, ze IRT skore
skupiny pochézi z rozdéleni N ~ (u, ¢®), pak teoreticka relativni &etnost uréitého vzorce
odpovédi je soucin pravdépodobnosti prislusnych odpovédi na jednotlivé polozky podminény
hodnotou IRT skdre a hustoty rozdéleni IRT skore integrovany pies cely redlny obor vzhledem
k IRT skore. Pro n polozek tedy ziskame relativni Cetnost daného vzorce odpovédi
p(U1, Uz,... Un) v piipadé 8 ~N(u, ?) jako

Py, Uz, ) = [ £(0)TTy Pi(6)"Qi(0)' ™% db,

kde f(O) je hustota rozdéleni N ~ (u, o?).
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Jakmile jsou zndmy napozorované &etnosti a teoretické Getnosti pii rozlozeni N ~ (u, 62), je
mozné porovnat, jak moc se od sebe li§i. Timto zpisobem lze hledat takové parametry rozdéleni
IRT skore, pro které jsou si napozorované a teoretické cetnosti co nejblize. K tomu lze pouzit
naptiklad chi-kvadrat test dobré shody. Nyni je cilem zhodnotit pouzitelnost této metody a
porovnat ji s vyse uvedenou metodou WLE, coz bylo provedeno pomoci nize popsané simulace.

2 POPIS SIMULACE

Simulace byla provedena v prostfedi R. Celkem §lo o 8 riznych simulaci, ¢tyfi se dvéma
kotvicimi polozkami a ¢tyfi se tiemi kotvicimi polozkami, jak je uvedeno v nasledujici tabulce
(bi znaci obtiznosti i-té polozky a ai znac¢i diskriminaci i-té polozky). V kazdé z téchto osmi
simulaci se pracovalo s dvaceti riznymi kombinacemi parametri polozek, pficemz veskeré
parametry byly vzdy neménné aZ na jeden, ktery nabyval postupné dvaceti hodnot ze zvoleného
intervalu. Celkem byla tedy simulace provedena pro 160 riznych kombinaci parametri
polozek, pfi¢emz pro kazdou z té€chto kombinaci bylo provedeno 20 replikaci.

SIMULACE b1 b b3 ai ar as
I. ptiméfena obtizna 1. uloha 0 -2az2 - 0,9 1,2 -
Il. velmi jednoducha 1. uloha -2 -2az2 - 0,9 1,2 -
III. dobfte diskriminujici 1. iloha -0,5 0,5 - 09 05az1,5 -
IV. malo diskriminujici 1. tloha -0,5 0,5 - 05 05az1,5 -
V. pifiméfena obtizna 1. tiloha 0 -2az2 0,25 0,9 1,2 1
VI. velmi jednoducha 1. tloha -2 -2 az2 025 0,9 1,2 1
VII. dobie diskriminujici 1. uloha -0,5 0,5 025 09 05az1,5 1
VIII. malo diskriminujici 1. Gloha -0,5 0,5 025 05 05az1,5 1

V kazdé replikaci se pro 1000 riznych respondentii nahodné vygenerovalo IRT skore
z normalniho rozdéleni s primérem 0 a smérodatnou odchylkou 1. Pfi pouziti
dvouparametrického modelu by skupina respondenti neméla byt niz§i nez 1000, jde tedy o
jakysi minimalni pfijatelny pocet. Pak se vygenerovala nahodna matice odpovédi vzhledem
k danym parametriim polozek a tomuto skore. Nasledné se spocitaly skute¢né (napozorované)
¢etnosti v§ech moznych vzorcti odpovédi. Dale se spocitaly teoretické ¢etnosti vzorcli odpoveédi
pro rtizné hodnoty priméru a smérodatné odchylky IRT skére respondentti, konkrétné pro
hodnoty priméru —1; —0,98; —0,96;...; 0,98; 1 a pro hodnoty smérodatné odchylky 0,5; 0,52;
0,54; ...; 1,48; 1,5, coz predstavuje celkem 5 151 riznych kombinaci. Pomoci chi-kvadrat testu
dobré shody skute¢nych a teoretickych Cetnosti vzorci odpovédi se nakonec vybrala takova
hodnota priméru a smérodatné odchylky, pro kterou si byly teoretické a skutecné Cetnosti
odhadlo metodou WLE a spocital se jeho primér a smérodatna odchylka za celou skupinu.
Totéz se zopakovalo v kazdé replikaci a spocitala se primérna hodnota priméru a primérna
hodnota smérodatné odchylky, které byly ziskany jednotlivymi metodami, napii¢ vSemi
replikacemi. Stejn¢ se postupovalo v piipadé vSech 160 kombinaci polozek.

3 VYSLEDKY

Vysledky budou prezentovany nejprve ve formé grafii zachycujicich primér z odhadnutého
pruméru a prumér z odhadnuté smérodatné odchylky napii¢ vSemi replikacemi kazdou
Z uvedenych dvou metod, a to pro kazdou z osmi simulaci. Na horizontalni ose je parametr
polozky, ktery se v ptislusné simulaci ménil. Na vertikalni ose je odpovidajici primérny odhad
priaméru, resp. smérodatné odchylky IRT skore skupiny.
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Obr. 8: Simulace VIII.
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V simulaci | byly respondentiim piedlozeny pouze 2 polozky, pfi¢emz obtiznost prvni polozky
byla pfiméfena schopnostem testované skupiny (b1 = 0). Odhad priméru skupiny pomoci WLE
byl v ptipadé, ze byla druhé polozka jednodussi nez prvni, podhodnocen, v opacném piipadé
nadhodnocen (viz Obr. 1). Jsou-li v testu pouze 2 polozky, mohou respondenti ziskat pravé 4
mozné hodnoty WLE skdre, nebot’ u dvouparametrického modelu se IRT skore vazi hodnotou
diskriminace, takze zodpovi-li respondent spravné¢ 1épe diskriminujici polozku, bude mit vyssi
skore, nez kdyz zodpovi spravné hlie diskriminujici polozku. V piipad¢ jednoduché druhé
polozky byla hodnota imperfektniho skore, tzn. skdre pfi obou nespravnych odpovéedich, velmi
nizka. Tedy dovednosti respondenta, ktery nezodpovédél ani jednu z obou polozek, se jevily
jako velmi Spatné, protoze tyto polozky byly relativné€ jednoduché, a on je presto nedokazal
zodpoveédét. Zaroven pii pouhych dvou polozkdch ziskalo toto nizké imperfektni skore
pomérné hodné respondentii, a byla jim tedy v mnoha piipadech piifazena vyrazné nizsi
hodnota IRT skdre, nez by odpovidalo skute¢nosti, coz vedlo k podhodnoceni priméru skupiny
jako celku. Obdobné pro téZkou druhou polozku se primér nadhodnotil, protoze mnoho
respondentl bylo pti pouhych dvou polozkach schopno dosahnout perfektniho skére (mit ob¢
polozky spravné), které je v ptipadé tézkych polozek vysoké. Smérodatna odchylka IRT skore
byla pii vSech kombinacich nadhodnocena. Oproti tomu odhad pomoci ¢etnosti kombinaci byl
jiz pti pouhych dvou polozkach pomérné presny, a to jak priamér, tak smérodatna odchylka.
V piipad¢ ptidani tfeti polozky (bs = 0,25), ¢emuz odpovidala simulace V, byl odhad priméru
pomoci WLE také jiz relativné ptesny, ale smérodatna odchylka byla stale jesté nadhodnocena
(viz Obr. 5).

V simulaci Il se test skladal ze dvou polozek, pii¢emz prvni polozka byla pro testovanou
skupinu pfili§ jednoducha (b1 = —2), coz jesté zvysilo chybu odhadu priméru pomoci WLE
skore (viz Obr. 2). Primér byl odhadnut piesné jen v ptipad€, kdy se obtiznost druhé polozky
pohybovala okolo 1. Obecné pro pitesny odhad skoére potiebuje metoda WLE polozky
priméru opét nadhodnocen ze stejného divodu jako pii simulaci | (pfili§ vysoké perfektni
skore, kterého dosahlo relativné hodné respondenttl), k ¢emuz ptispél i fakt, ze druha (t&zsi)
polozka diskriminovala 1épe nez prvni (a1 = 0,9, a2 = 1,2). Smérodatna odchylka skoére byla
nadhodnocena v piipadé, ze obtiznost druhé polozky prekroc¢ila hodnotu —1. Oproti tomu
odhady pomoci kombinace Cetnosti byly ve vSech piipadech pomérné presné. Po pridani treti
polozky (simulace VI) byly vysledky podobné jako u simulace V (viz Obr. 6).

V simulaci 111 byla obtiznost obou polozek, které tvofily test, pifiméfena dovednostem skupiny
(b1 = —0,5, b2 = 0,5). Diskriminace prvni polozky byla 0,9, coz je povazovano za relativné
vysokou hodnotu. Primér skore byl i metodou WLE odhadnut vecelku ptesné, smérodatna
odchylka skore skupiny byla vSak v pfipadé malo diskriminujici druhé polozky vyrazné
nadhodnocena (viz Obr. 3). Odhad rozptylu skupiny totiz souvisi s odhadem diskriminace: tyto
hodnoty jsou nepfimo imérné, protoze parametry polozek a osob jsou na jednotné Skale, takze
niz$i hodnoty diskriminace vSech polozek obvykle vedou k nadhodnoceni rozptylu a naopak,
zejména je-li jich méalo. Smérodatna odchylka ziistala nadhodnocena i1 v piipadé€ pridani tieti,
dobie diskriminujici polozky (simulace VII, viz Obr. 7). Oproti tomu metoda vyuzivajici
relativni Cetnosti odhadla smérodatnou odchylku IRT skére vyrazné piesnéji.

Vysledky simulace 1V, v niz byla druha polozka $patné diskriminujici s hodnotou diskriminace
rovnou 0,4, jsou obdobné simulaci Il s tim rozdilem, Ze chyba odhadu byla u metody WLE
jeste vetsi, zatimco metoda pracujici s relativnimi ¢etnostmi i zde poskytla dobré vysledky (viz
Obr. 4). Stejné tak vysledky simulace VIII jsou podobné vysledkiim simulace VII (viz Obr. 8).
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4 ZAVER
Je patrné, ze odhad IRT skdre metodou pomoci Cetnosti kombinaci odpovédi je presnéjsi ve

srovnani s metodou WLE, a to téméf pti jakkoli specifikovanych hodnotach parametrti polozek.
Je vsak potieba upozornit na nékolik potencidlnich problému souvisejicich s touto metodou.

Zaprvé pocet kombinaci odpovédi exponencidlné roste s poétem polozek, takze pouzit tuto
metodu na vétsi pocet polozek by bylo znaéné vypocetné narocné. Zadruhé metoda nijak
nepracuje s diskriminaci polozek, ktera dava spravnym odpovédim na jednotlivé polozky
riznou vahu, zatimco dvouparametricky model ano. Zatfeti by problémem mohla byt situace,
kdy nékteti respondenti na polozku viibec neodpovidali (tzn. jejich odpovéd’ je oznacena jako
NA). Odpoveéd’ NA se v nékterych ptipadech piifazuje respondentiim, u kterych se da ocekavat,
ze polozku ani necetli, a tedy nevime, jestli by ji uméli vyfesit nebo ne, protoze kdyby se
nectena polozka automaticky povazovala za nespravné vyieSenou, mohla by byt jeji obtiznost
nadhodnocena. Odpovédi NA jsou ale pravdépodobnéjsi v ptipad¢ slabsich respondentt, a
vytazeni jejich odpovédi by tedy mohlo dovednosti skupiny jako celku nadhodnocovat.
V piipadé vétsiho podilu NA by bylo potieba postupovat jinou cestou. Zacétvrté tato metoda
vychézi z predpokladu normalniho rozdé€leni IRT skére, coz nemusi odpovidat skutecnosti.

Pokud by tedy doslo k situaci, kdy by kotvicich polozek v testu bylo velmi malo, bylo by
potieba peclivé zvazit piinosy i rizika metody pracujici s Cetnosti kombinaci odpoveédi na
kotvici polozky. Vzhledem k vyrazn¢ piesnéjsim vysledkiim oproti metodé WLE by v$ak mohlo
jit 1 pies uvedena rizika o vhodné feseni.
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MODELY DYNAMICKE KORELACE A JEJICH ASYMETRICKE
CHOVANI

ASYMMETRIC BEHAVIOUR OF DYNAMIC CONDITIONAL
CORRELATION MODEL

Lukds Fryd

Abstrakt

Prace se zaobira modelem podminéné korelace Dynamic conditional correlation (DCC) a jeho
dvéma ptizpisobenim pro popis asymetrického chovani na urovni jednotlivych ¢asovych tad,
tak pro popis vzdjemného asymetrického vztahu. Modely jsou aplikovany na denni Casové
fady indexu Dow Jones a Crude Oil Futures, pro roky 2006-2013. V praci se podafilo
zamitnout hypotézu o konstantnim podminéném rozptylu a naopak se nepodafilo prokazat

asymetrické chovani mezi uvedenymi casovymi fadami.

Klicova slova. podminéna korelace, asymetrické modely, vicerozmeérné casové rady

Abstract

The paper investigate the relationship between Dow Jones index and Crude QOil Futures daily
price from 2006 to 2013. Both time series are fitted by the Dynamic conditional correlation
model and their asymmetric variants. The conclusion is that we can not accept the hypothesis
about asymmetric behaviour in the time series but we are able to accept time dependent

conditional correlation.

Key words: conditional correlation, asymetrické modely, vicerozmérné casové rady

1 UVOD

JiZ mnoho toho bylo napsano na téma podniménd volatilita financnich aktiv (podminény
rozptyl). Vim¢, ze kvadraty residui jsou autokorelované Engle(1982), kdy nejbéznéjsim
modelem popisu jejich chovani je model GARCH Bollerslev(1986). Dale je znama
asymetricka reakce volatility na nové informace, tzv. pakovy (leverage) efekt GJR-GARCH
Glosten, L., R. Jagannathan and D. Runkle (1992) . Duvody tohoto chovani se pokusil
vysvétlit Black (1976) a Christie (1982) pomoci zmény ukazatele ,,debt-to-equity ratio®, dale
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Campbell a Hentshcel (1992), ktefi hledali pii¢iny v chovani rizikové avernich investorech,

nebo Bekaert a Wu (2000), ktefi se priklani k ur¢ité kombinaci efektt.

My v této praci vyuzijeme vySe uvedené poznatky, které vSak budeme aplikovat na
podminénou kovarianci (korelaci). Prvni modely pro popis podménéné kovariance byly model
VECH Bollerslev, Engle a Wooldridge (1988) a v soucasnoti nejpouzivanéjsi BEKK model
Engle, Kroner, Baba a Kraft (1995).

Znacna Cast literatury se pak zaobira pouze bindrnimi vztahy a to z divodu exitence tzv. curse
of dimensionality“ Engle (2002)., kdy pfi rustu poétu zkoumanych ¢asovych fad, jsou vyse
uvedené metody neadekvatni z divodu velkého mnozstvi odhadovanych parametrt a nasledné

problémy se zajisténim pozitivné definitni kovarianéni matice Engle (2009).

Z téchto divodu byl vytvoren model Constant conditional correlation (CCC) Bollerslev
(1990), ktery pracuje s restrikci, ze korelace mezi aktivy je konstatni v ¢ase. Dal$im modelem,
ktery jiz nepracuje s vySe uvedenou restrikci je Dynamic conditional correlation (DCC)
Engle (2002).

Naptiklad Ragunathan a Mitchell (1997), kteti nepfijali hypotézu 0 konstatni korelace mezi
MSCI indexech pomoci diagonalniho VECH modelu a CCC modelu. O asymetrické chovani
vztahu mezi akciemi velkych a malych firem se zajimali Kroner a Ng (1998). V této praci
jsou vyuzili modely VECH, BEKK, CCC, DCC a jejich asymetrické varianty. Stejné jako oni,
1 my v praktické ¢asti dospéjeme k ne zcela jednoznacnym vysledkim. Model DCC a jeho
asymetricka verze ADCC byl vyuzit i pro popsani vztahli mezi stfedoevropskymi burzami
Gjika a Horvath (2012). Podatilo se jim potvrdit hypotézu o asymetrickém chovani mezi

jednotlivymi burzami.

Pro ucely risk managementu, miZeme nalézt rozsahlé porovnani jednotlivych modell
zejména od Engle a Shepparda, Engle (2002), Engle a Sheppard (2001), Cappiello a
Sheppard (2006), ktefi dospéli k zavérim, ze se model DCC jevi jako nejvhodnéjsi, jak

Z hlediska aplikace (nenaro¢nosti odhadu), tak jeho predik¢nich schopnosti.

V uvedené praci se zaméefime na vztah mezi indexem Dow Jones a cenou Crude Oil Futures.
Budem zkoumat, zda-li mezi uvedenymi fadami existuje asymetricky vztah a dale pokud

muZeme zamitnout hypotézu o konstatni podminéné korelaci.
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2 ODHAD MODELU
Model DCC a jeho asymetricka verze ADCC, jsou postaveny na modelu GARCH. Jejich

vyhodou, krom¢ snazsiho odhadu, nez v piipadé¢ VECH a BEKK modeli je také moznost,
odhadnou kazdou ¢asovou fadu zvlast a to at’ jinym typem modelu GARCH, nebo i jinym
modelem pro podminénou volatilitu, jakou jsou modely HAR Corsi, (2009), nebo modely pro

stochastickou volatilitu. V této praci vSak vyuzijeme pouze modely ze skupiny GARCH.
Vyjdéme z piedpokladu, Ze vektor vynost r, ma podminéné rozdé€leni:

1¢|Fe—1 ~N(0, Hy) 1)

Kde F;_, ptedstavuje filtraci do Casu t-1 a H; je kovarian¢ni matice. Kovarian¢ni matici si

muzeme zapsat jako:

Hy = DR D, (2)

Kde R; je podminéna korelacni matice a D; ptedstavuje diagonalni matici podminénych
smérodatnych odchylek. Tyto podminéné smérodatné odchylky odhadneme pomoci vhodné

zvoleného modelu GARCH. Po odhadu standardizujeme vynos 7;:

Ne = Et_l Tt 3)

Prostiednictvim standardizovanych vynosi 1, odhadneme tzv. kvazi-korela¢ni matici Q.
Nejednéd se o nic jiného, nez Zze budeme aplikovat modely kovariance, tentokrat vSak na
standardizované vynosy. Z divodu vyuziti matlab kodu od Kevina Shepparda, ktery pfi

odhadu kvazi-korela¢ni matice vyuziva “korela¢ni cilovani”, si popiSeme tento proces
odhadu:

Qe=m+ai-1Mt-1 + P10t (4)
Kde 7 predstavuje uroviiovou konstatnu. Tu odhadneme pomoci zminéného korela¢niho
cilovani jako:
T=(1-a —p)R ®)
Kdy
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T

_ 1 ,

R = TZ Ne-1MNt-1
t=1

Jedna se tak o nepodminénou korelaci standardizovanych vynost.

Po dosazeni do rovnice 4 ziskame:

Qt =R+ a;(me—1Mt—y —R) + p1(Qt—1 — R) (6)

Pro zobrazeni podminéné korelace, je tfeba vyuzit tzv. rescaling. Problém kvazi-korela¢ni
matice Q; je ten, Ze muze nabyvat hodnot mimo interval < —1,1 >. Podminénou korelaci R;

tak ziskame nasledovné:
) _1 ) _1 @)
R = diag(Q.) 2Q.diag(Q,) 2

Asymetricky DCC model miizeme modelovat ve dvou verzich. Prvni z nich je pfedpoklad
asymetrického chovani na trovni jedlotlivych volatilit (DCCA). To poté znamena, modelovat
D, pomoci vhodného modelu, napiiklad GIR-GARCH(1,1), tvar rovnice 6 zistiva stejny.
Druhou moznosti je zahrnout asymetrické chovani i do podminéné korelace (ADCC).

V takovém piipad¢ se rovnice 6 upravi podle Cappiello, Engle, Sheppard (2006) do tvaru:

Q=0A—-—a;—B)IR—ViN+ ayne1ni—y +valeo1 Tty + B1Qc—4
Iy =1I[n<00On (8)
N = E(Ft—l Flt—l)

R= EMe—1Mt-1)

3 EMPIRICKA CAST

V praktické ¢asti vyuzijeme data dvou Casovych fad a to vyvoje ceny indexu Dow Jones (DJ)
(finance.yahoo.com) a ceny Crude Oil Futures (investing.com) od 26.1.2006 do 30.12.2013
na denni bazi. Vyvoj cen ¢asovych fad, je zobrazen v grafu 1. Data jsme stacionarizovali

pomoci logaritmické diference.
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Postupné¢ provedeme odhad modelu DCC, dale DCCA, ve kterém piedpokladdme
asymetrické chovani na urovni jednotlivych casovych fad, ne vSak v ramci kovariance
(korelace). Poslednim modelem bude ADCC, kde predpokladame i asymetrické chovani mezi
obéma cCasovymi fadami. Vyhodnoceni modeli bude zalozeno na hodnoté vérohodnostni

funkce a t-statistiky.

Na grafu 2, mizeme vidét vyvoj podminéné korelace pro vSechny tii uvedené modely.
Pouhym pohledem je ziejmé, Ze vSechny modely dosahuji téméf identického popisu
podminéné korelace. To dokladaji i hodnoty vérohodnostni funkce v tabulce 1 a hodnoty
parametril jednotlivych modelli (neni v praci uvedeno). VSechny parametry jednotlivych
modell jsou signifikantni na hladiné vyznamnosti 5% a niz$i, krom¢é parametru gama
z rovnice 8. Nepodafilo se ndm tak dokazat asymetricky vztah mezi vyvojem vySe zminénych

casovych fad.

L 1 | L | I 1 L
200 0 €00 50 000 1200 1600

1200

Graf 1. Vyvoj cen Dow Jones a Crude Oil Futures od 26.1.2006 do 30.12.2013

Na grafu 1 mlizeme pozorovat dopad krize na ob& ¢asové tady v jejich poklesu. Nasledné po
odrazeni ode dna, vzrostl vzajemny linedrni vztah mezi ¢asovymi fadami, jak doklada graf 2.
Ze samotného grafu 2 je také ziejmé, Ze korelace se méni v Case, tedy nemtzeme ji povazovat

za konstantni jako v ptipadé¢ CCC modelu.
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Graf 2. Modely podminéné korelace mezi Crude Oil Futures a indexem Dow Jones

Log-likelihood
DCC 12652,42
DCCA 12652,42
ADCC 12720,24

Tabulka 1. Hodnoty vérohodnostnich funkci pro jednotlivé modely

4  ZAVER

V uvedené praci jsme zkoumali vztah mezi vynosy z Dow Jones indexu a Crude Oil Futures.
Nepodafilo se ndm prokazat hypotézu a asymerickém chovani, mezi uvedenymi casovymi
fadami. Dale jsme zjistili, Ze korelace neni v Case konstatni, ale vzajemny vztah se pohybuje
mezi (-0,5;0,8). Z grafu 2 je také vidét, jak pokrizové obdobi znamenalo ,,uz$i“ vztah mezi
vyvoji vynosii obou aktiv. Pokud bychom uvaZovali index Dow Jones, jako aproximaci
ekonomické aktivity, nemizeme konstatovat, Ze cena ropy zdsadné¢ ovliviiuje ceny spole¢nosti
Vv indexu. Pro dalsi zkoumani by bylo tfeba zaradit zpozdéni, kdy mizeme predpokladat, ze

diky hedgovani firem, se cena ropy promitne v ndkladech firem az s ur¢itym zpozdénim.
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MODIF!KOVCANY EOQVPRiSTUP V CENOTVORBE PRODUKTOV
S MOZNOSTOU VYUZITIA RECYKLOVANEHO MATERIALU

MODIFIED EOQ APPROACH IN PRICING OF PRODUCTS
WITH THE POSSIBILITY OF USING RECYCLED MATERIAL

Pavel GeZik

Abstrakt

Tvorba ceny produkty je vzdy tzko spita s nakladmi a s istou predstavou vyrobcu o zisku.
Velkost zisku zavisi hlavne od nakladov, a teda podnik ich musi minimalizovat’. Pre podniky,
ktoré maju najvacsie naklady spojené s nakupom materialu potrebného pre vyrobu moze byt
vyuzivanie recyklovaného, resp. opidtovne prerobeného materidlu jeden zo spdsobov
minimalizacie nakladov.

Predpoklada sa, Ze nédklady spojené s ndkupom recyklovaného a opétovne prerobené¢ho
materialu su nizsie ako naklady na nakup nového materialu. Potom ciel'om podniku méze byt
urenie optimalneho mnozstva ndkupu tak nového ako i recyklovaného materidlu. O tomto
mnozstve hovori EOQ pristup k nakup zasob.

KUPucové slova: Cenotvorba, Naklady, Zasoby, EOQ
Abstract

Pricing products is always closely related to the cost and to the certain idea of manufacturer's
profit. The size of profit depends mainly on the costs and these costs have to be minimized by
company. Using recycled or remanufactured materials can be one way to minimizing costs for
companies that have the main part of costs associated with the purchase of materials for
production.

It is assumed that the costs of purchase of recycled and remanufactured materials are not so
expensive that the purchase cost of new material. Then, the aim of the company has to
determine the optimum amount of purchase a new material and recycled material as well.
About this quantity is EOQ approach to purchasing of inventory.

Keywords: word, word, word

1 UVOD

Vyuzitie EOL (End-of-Life) produktov, teda produktov, ktoré st po svojej Zivotnosti na
recyklaciu resp. opitovné prerobenie mdze byt zdrojom lacného materidlu, ktory mdze
podnik vyuzit’ na svoju vyrobu. Predpoklada sa, Ze druhotny materidl bude lacnejsi ako novy
materidl, a tak podnik mdze uSetrit’ naklady spojené s nadkupom materidlu potrebného pre
vyrobu. Pristupom vyuzitia zdsob z vratenych produktov (Casto oznaCované ako ,,zasoby z
navratu®) sa zacali venovat’ rézni autori zaCiatkom storocia. Hlavnymi zastupcami boli
Drekker (2004), Fleischmann (2000) alebo Teuter (2001), ¢i Tibben-Lembke (2002). Prave
ich prace su zaloZzené na minimalizacii nakladov spojenych so zasobami, a teda celkovej
minimalizcii ndkladov pre podnik s vyuZzitim recyklécie alebo iného opatovného zhodnotenia
vratenych produktov.
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2 VZTAH NAKLADOV A TRZIEB

Ako bolo uz uvedené ipri recyklovatelnom tovare musi vyrobca racionalizovat svoje
spravanie a nastavit’ vyrobu tak, aby dosahoval zisk. Vztahy medzi ndkladmi a trzbami tvoria
zaklad pre kazdé rozhodovanie v podniku, ktorého ciel'om je zisk a teda funguje na zaklade
vztahu ,,zisk = trzby — néklady*.

2.1  Zakladné vztahy

Na obrazkoch nizsie st naértnuté zakladné vztahy medzi nakladmi a trzbami, ako i bodmi
zlomu, ktoré hovoria o produkovanych mnozstvach, od ktorych podnik dosahuje zisk®.

V casti obrazku a) sa jedna o urcenie celkovych ndkladov (TC), na zéklade variabilnych
nakladov (VC) a fixnych nakladov (FC), ktoré¢ sa potom porovnavaju s celkovymi trzbami
(TR) z Casti b) ana zaklade ich porovnania je mozné urcit’ bod zlomu (BEP - Break-Even-
Point) znazorneny v ¢asti c), ktory oznac¢uje mnozstvo predanych produktov, za ktoré sa treba
dostat’, aby podnik dosahoval zisk. Cast’ d) hovori o roznych moznostiach zisku s rastacim
mnozstvom predanych produktov, ¢o predstavuje hlavny dévod optimalizacie tohto mnoZzstva.
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Obrazok 1 - Zakladné vztahy medzi nakladmi a trzbami

2.2 Specifika v nakladoch

Na obrazkoch nizsie su nacrtnuté Specifikd, ktoré mozu nastat’ pri porovnavani ndkladov
atrzieb. Jedna sa o urcenie celkovych nédkladov (TC), na zéklade variabilnych a fixnych
nakladov. Obrazky rieSia problematiku fixnych nakladov, ked’Ze tie moZu rast’ nielen linedrne
podla mnozstva predanych produktov ale iV intervaloch. Prikladom tychto intervaloch su
najcastejsie priestory, ked k vicSiemu mnozstvu sa viazu vicSie vyrobné miesta, sklady,
alebo po istom mnozstve je nutné zabezpeCit napr. d’alsi sklad, prepravny prostriedok, atd’.

1 Stevenson, w. J.: Operations Management. Irwin/McGraw Hill, 2009. ISBN: 0070091773
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Obrazok 2 - Zlomovo rastuce fixné naklady

Vyssie uvedené Specifika su typické pre rozsirujicu sa vyrobu alebo expanziu podniku. Pre
vyrobu, ktora je spojend s opdtovnym prerobenim alebo recyklaciou su typické ,,opacné*
Specifika. Predpoklada sa, ze priamo imerne S ¢asom od zaciatku vyroby sa zvysuje i objem
navratu EOL produktov za ti¢elom ich opitovného prerobenia, recykléacie alebo iného pouzitia
s cielom minimalizovat’ naklady spojené s nakupom novych zasob potrebnych na vyrobu
produktov.

Na obrazku nizsie je zndzornend spominand situdcia s narastajucim navratom v zavislosti
od Casu. V casti a) je uvazované S rovnakym navratom po kazdom prechadzajucom obdobi
Vv zévislosti od predaného mnozstva v tomto obdobi. Nasledne sa vychadza z predpokladu, ze
v priebehu niekol’kych obdobi sa do spotreby dostane tol'ko produktov, Ze s odstupom casu
navrat zane narastat, resp. material ziskany z vratenych produktov, bude vyssi ako novy
material — predchadzajtci obrazok — Casti b) a c¢). Rozdiel medzi ¢astami obrazku b) a c)
spoCiva v zmene bud’ vysky ndvratu, alebo intenzity navratu, avSak v kone¢nom dosledku
hovoria o rasticom névrate v zavislosti od ¢asu.
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Obrazok 3 - Priebeh rastuceho navratu v case
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Vychadzajuc z tychto skutocnosti je mozné zndzornit' Specifikd v nakladoch s klesajucimi
nakladmi. Tieto klesaji s mnozstvom predanych produktov, a to v intervaloch ako rastie ich
navrat po pouziti spat’ k vyrobcovi. Vyrobca nemusi objednavat’ uz rovnaké mnozstvo novych
zasob, ktoré su drahSie ako vyuzivanie recyklovanych, resp. opdtovne prerobenych zasob
potrebnych pre vyrobu. V zavislosti od navratu moze vyrobca zvysit’ svoj zisk, ale i znizit
cenu tovaru, ¢im ziska isti konkuren¢nu vyhodu. Tieto Specifikd v ndkladoch st zndzornené
zlomovo klesajicimi nakladmi v obrazku.
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Obrazok 4 - Zlomovo klesajuce naklady

3 VYPOCET NAKLADOV ZASOB

Funkcia celkovych nékladov je pri produktoch, ktoré vyuzivaju recyklaciu, resp. opéatovné
prerobenie zvédcSa spojend so zasobami. Ostatné naklady spojené s produkciou st casto
rovnaké bez ohl'adu na materidl, ktory je vyuzity. Napr. pri recyklacii sklenenych flia§ su
naklady s plnenim rovnaké bez ohl'adu na to, ¢i sa plni nova alebo recyklovana fl'aSa. To isté
plati pre recyklované tonery, atd’.

3.1

Optimalizacia nadkladov spojenych so zasobovacimi procesmi je reprezentovana prave
minimalizaciou nakladovej funkcie. Ta je tvorena nakladmi spojenymi s obstaravanim zasob
ako i zich skladovanim a zaklad optimalizicie spo&iva v EOQ? pristupe. Tento pristup je
mozné modifikovat’ tak, ze sa hl'ad4 také mnozstvo, pri ktorom funkcia celkovych nakladov
zohl'adituje nielen ndklady spojené s novymi zasobami, ale uz i ndklady vyvolané ndvratom
produktov. Mnozstvo, ktoré je potom urcené na zaklade najdenia lokalneho minima funkcie
celkovych nékladov je povazované za optimalne mnoZstvo, ktoré je potrebné objednat’, resp.
zaobstarat’ z vratenych produktov aby bola zabezpecena vyroba.

EOQ - Efektivna vel’kost’ objednavky

Jedna sa o modely s pevnym objednavkovym mnozstvom a k objednaniu dochadza vtedy,
ked’ hladina zasoby dosiahne svoju Specificku uroven, ktora zodpoveda momentu objednania
(reorder point, rp). Na objednanie je urend davka, ktorda sa nazyva ekonomické
objednavkové mnozstvo, resp. hospodarna velkost’ objednavky.

Dal$ou veli¢inou, ktort sa tieto modely snaZia optimalizovat’ je dodavkovy cyklus, ktory je
pri novych zasobach charakterizovany ako ¢as medzi prichodom objednavky na sklad
a momentom vycCerpania zasob. V modifikacii mozno za dodavkovy cyklus povazovat Cas
medzi prichodom vratenych a novych zasob do momentu vycerpania vSetkych zasob. Tento
Cas je zavisly od Cerpania zasob, teda od spotreby zasob aod uz spominanej velkosti
objednavky.

2 Economic Order Quantity
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3.2 Modelovanie EOQ pristupu pre nové zasoby i zasoby z navratu

Z klasickych deterministickych modelov zdsob je najznamej$i model hospodéarnej velkosti
objednavok, ktory urCuje optimalnu velkost vyrabanych davok (batches), resp. dodavok.
K vSeobecnym predpokladom, ktoré su platné patri, ze materidl je dodavatel'mi produkovany
a dodavany v urcitych mnozstvach — davkach Specifickej velkosti (lot size).

Stanovenie velkosti objednavky (order size) — objemu zasob Q (quantity) — je proces
urcujuci kolko materidlu treba objednat k urcitému casovému okamihu, pripadne
v stanovenom ¢asovom intervale. Rovnaky predpoklad bude platit’ o ziskani zasob z navratu.
Zasoby recyklovateI'ného alebo opitovne prerobeného materialu si podnik zaobstard k tomuto
istému casovému okamihu. Podnik moze takéto zasoby z navratu ziskavat’ vo vlastnej rézii
alebo prostrednictvom tretich stran.

Model EOQ je vo vseobecnosti znamy model anie je nutné ho objasiovat, atak isto
popisovat’ jeho predpoklady. Tieto predpoklady st napr. - objednavanie je Vv moci odberatela,
spotreba je spojita a rovnomerna, model vylucuje deficit zasob, nekonec¢na skladovatel'nost
tovaru, a d’alsie, pri¢om vSetky predpoklady budu platit’ i pre modifikované modely.

Modelovanie zasob vtomto pripade je spojité a deterministiké, teda kazda wveliCina je
deterministicka a znama. Spotreba zasob — dopyt (demand) je d jednotiek za urcité ¢asové
obdobie a dodacia lehota (time of delivery) je Ty. Ciel'om rieSenia je uréit’ vysku dodavky Q
a okamih objednania r,, zavisly od hladiny objednania (reordering) r, pricom sa vychadza
zo vztahu, ze pre dodavkovy cyklus plati T = Q/d. Pri modelovani zasob su kriterialnymi
funkciami naklady na zasoby v hodnotovom vyjadreni. Model teda minimalizuje celkové
naklady, presnejSie ucelovi funkciu celkovych nakladov za sledované obdobie (total cost)

Q

TC =c,d+c, %jtch e kde c, su naklady na nakup zasob (cost of purchasing), cq st

naklady spojené s dodavkou (cost of delivery), c, st skladové naklady (holding cost),
d predstavuje celkovl spotrebu, Q predstavuje nakupované mnozstvo, d/Q pocet objednavok
Vv sledovanom obdobi a Q/2 priemerné mnozstvo zasob na sklade.

Hl'adanie voI'ného extrému - lokdlneho minima funkcie celkovych ndkladov zvyc€ajne vedie
k pouzitiu diferencialneho poctu a potom Q* je bod, v ktorom funkcia celkovych nakladov
nadobiida minimum, a prave v tomto jedinom bode sa funkcie nékladov na obstaravanie

Cy

a udrziavanie zésob rovnaju. Je zndme, Ze Q*= je vzorec ur¢eny na vypoclet
Ch

optimalneho objednavkového mnozstva a je znamy pod nazvom Wilsonov vzorec.

Schrady (1967)° ako prvy rozsiril Wilsonov vzorec o moZnost navratu v savislosti
S prerobenim vyrobenych produktov. Rozdiel je v tom, ze skladové naklady cy sa viazu len
na nové zasoby. Na vratené zasoby, ktoré st uréené na opédtovné prerobenie, sa viazu Cpr kvoli
tomu, Ze Cn boli uz raz vynalozené v suvislosti s ich prvotnym skladovanim, pricom Cp > Cpy.
Model analyzuje velkost novych zisob Q,, ktord je dopihana o prerobené zasoby
v pravidelnych davkach R aVvrovnakej velkosti Q. Vztah medzi prerobenim a novou
produkciou poloziek vyjadruje vztah r(RQ;+Qn)/d=RQ;.

Uvedené rozsirenie sa ale vzt'ahovalo len na prerobenie vyrobenych produktov v podniku
anie na vyuzitie navratu produktov EOL na recyklaciu a opdtovné prerobenie. Takéto
vyuzitie mozno ziskat’ modifikaciou klasického modelu za urcitych predpokladov.

¥ SCHRADY, D. A. 1967. A deterministic inventory model for repairable items. Naval Research Logistics

Quarterly, 1967.
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Model predpoklada, ze niclen intenzita spotreby d bude konsStantna, ale aj velkost’ vratenych
produktov bude znama a bude ju urCovat’ premenna (return rate) r, za jednotku ¢asu. Tato
hodnota pravdepodobne neprevysi intenzitu spotreby, ked’ze nie vSetky vyrobené produkty
sa vratia k vyrobcovi. Nasledne model rozliSuje mnozstvo dodavanych zasob Q medzi
mnozstvo novych zasob (new quantity) Q, a mnozstvo vratenych zasob (quantity of return)
Qr. Potom naklady na ndkup c, st spojené len s Q, anaQ, sa viazu néklady spojené
s navratom produktu ;. Takisto naklady na dodavku su spojené len s Q.

Potom funkcia celkovych ndkladov bude mat’ tvar:

(? d - cyn (?r

r
+C, ——+C —~, resp. TC =c,d +¢y +C —+ch—+ch

Qn "Q 2 Q ' Q 2 2

Tak, ako pri klasickom modeli, i tu na zaklade tych istych predpokladov je mozné uréit Q*

ako sucet Q,*= /M aQ*= /er_cr
Ch Chr

Ako bolo vyssie uvedené, predpokladad sa, Ze navrat v Case zaCne narastat’ a tak ho mozno
urcit’ funkciou celkovych nakladov novej vyroby a vyroby zo zasob z navratu. T4 vyjadruje
sucet nakladov na dodavku, nédkladov navratu produktov na prerobenie a nékladov na
skladovanie, ktoré st rozdelené na ¢, a cp. Model predpoklada, ze naklady nakupu st
obsiahnuté v ndkladoch dodavky.

TC =c,d +c¢4 d-

B el (O Y | LS o (481
TC =c, o +CrQr+2K1 dJQﬁer} 2d(Q +Q,)

Naésledne je mozné z funkcie celkovych ndkladov vyjadrit’ vzt'ah pre optimalnu vel'kost’ zasob

2(d-r.)c / 2r.c
Q*, ktoré tvori Q,*= ( )Cq aQ*=|——.
1 rr Er Ch +Chr
Ch d +Chy

d

Po uprave a dosadenim predchadzajtcich vzt'ahov do vzt'ahu nakladovej funkcie mozno urcit
vzt'ah pre optimalne celkové naklady

r

r r
TC*:Er,Ichdich +Chri+(1_jj 2dc, | c, +chhr
1

r

r

4 ZAVER

Modelovy pristup obsiahnuty v tomto prispevku je teoreticky, ked’ze v praxi nie je casté, ze
navrat je mozné urCit’ presne, ateda jednd sa o stochasticku veliCinu. Z toho dévodu bola
upravend i funkcia celkovych nékladov na vzt'ah r,/d, ktory vyjadruje podiel zdsob z navratu
na celkovej spotrebe zasob. Zaroven pristup k znizeniu ndkladov spojenych so zasobami,
ktory bol spomenuty predstavuje dolezity nastroj cenovej politiky a Samotnej cenotvorby.

Vypocet ndkladov podl'a uvedenej funkcie celkovych nakladov umoziuje zistit' okamih, kedy
zacnu klesat’ naklady vd’aka vyuzivaniu recyklacie alebo opatovného prerobenia, a tak vhodne
nastavit’ cenu produktov v Case.
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METODA LASSO V CASOVYCH RADACH
THE LASSO METHOD IN TIME SERIES

Mgr. Viadimir Holy

Abstrakt

V tomto textu se nejdiive popiSe metoda Lasso a jeji zakladni teoretické vlastnosti. Hlavni
naplni textu je pak aplikace metody Lasso na Casové fady AR, MA a ARCH i na sloZené modely
REGAR, REGMA a REGARCH. Odvodi se algoritmus adaptivni metody Lasso v obecnéj$im
modelu Casovych fad, do kterého spadaji vSechny vySe zminéné modely i fady.

Kli¢ovd slova: Lasso, adaptivni Lasso, casové rady

Abstract

This text first describes the Lasso method and its basic theoretical properties. The main part of
this text is application of the Lasso method to AR, MA and ARCH time series and to REGAR,
REGMA and REGARCH models. An algorithm of the adaptive Lasso in a more general time
series model, which includes all above mentioned models and series, is developed.

Keywords: Lasso, Adaptive Lasso, Time Series

1 METODA LASSO

Budeme se zabyvat metodou Lasso (z anglického Least Absolute Shrinkage and Selection Ope-
rator), kterou v roce 1996 navrhl Tibshirani v ¢lanku [8]. Lasso je oblibeny ndstroj, ktery slouZzi
k odhadu koeficientl v regresnim modelu a zaroven k vybéru vyznamnych regresorti. Oproti
bézné pouzivané metodé nejmensich Ctvercd md metoda Lasso nékolik vyhod, ale i nevy-
hod. Hlavnim rysem metody Lasso je, Ze nékteré uvazované koeficienty poloZi pfimo rovno
0 a ostatni v absolutni hodnoté zmensi. To milize vyrazné zvysit presnost predpovédi. Vybér re-
levantnich regresorti také vede k lepsi interpretaci modelu. Nedostatkem je, Ze odhady metodou
Lasso jsou na rozdil od nestrannych odhadi metodou nejmensich Ctvercl vychylené.

1.1 Zaklady metody

Nejdrive si pribliZime metodu Lasso aplikovanou na klasicky regresni model. Necht mame
zévisle (vysvétlované) proménné y; a nezdvisle (vysvétlujici) proménné x; = (x,71 yen ,x,m)’ pro
t =1,...,n. UvaZujeme regresni model s koeficienty o a B = (B4, ..,Bn)’

yi=o+xp+g, (1)

kde & jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliiny se stfedni hodnotou 0 a kone¢nym

C Lo RS . AOLS . .
rozptylem o2. Klasicky odhad metodou nejmensich étverct 6?5 a B~ ziskame minimalizaci

vyrazu
n

Y (n-a-xp)’ @

=1
Metoda Lasso byla ptivodné predstavena v ¢lanku [8]. My se budeme zabyvat jeji vylepSenou
verzi tzv. adaptivni metodou Lasso zavedenou v ¢lanku [10]. Odhad adaptivni metodou Lasso
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&a [3 ziskdme minimalizaci vyrazu
n 2 m
Y (w—a-xB) +Y AlBl, 3
=1 i=1

kde A; > 0 jsou ladici parametry, které ovliviiuji zmenseni odhadu B Odhad «a je stejny jako
pri pouZziti metody nejmensich Ctverct, proto se jim nebudeme déle zabyvat.

1.2 Asymptotické vlastnosti

Metoda Lasso kromé odhadu koeficientl také urcuje, jaké regresory jsou vyznamné a jaké ne.
V ¢lanku [2] byl proto zaveden pojem predpovidaci vlastnost (anglicky Oracle property). Me-
toda, kterd mé predpovidaci vlastnost, odhaduje koeficienty tak, jako by pfedem znala, které
koeficienty jsou ve skutecnosti nulové a které ne. To znamend, Ze metoda spravné identifikuje
podmnozinu vyznamnych regresort a spravné pak piislusné koeficienty odhadne. Definice této
vlastnosti je nasledujici. Ozna¢me B* = (B;,...,B;,) skute¢né hodnoty hledanych parametri.
Dale oznac¢me X* kovarian¢ni matici skutecnych nenulovych regresorti. Nakonec definujme

S ={1<i<m:p'+0}.
Rekneme, 7e md metoda odhadu koeficienti pfedpovidaci vlastnost, pokud spliiuje nasledujici

dvé podminky:
(A) Konzistence vybéru proménnych: P(.#" = .7*) — 1 pro n — eo.
(B) Asymptotickd normalita: \/ﬁ([};* —B’5+) —a N(0,X*) pron — o,

kde anﬂ* je vektor obsahujici prvky z vektoru Bn jejichz indexy jsou v mnoZziné .#”*. Obdobné
definujeme i B7,.. V €lanku [10] je dokdzdno, Ze metoda Lasso skute¢né predpovidaci vlastnost
ma.

2 APLIKACE NA CASOVE RADY

Zde si popiSeme zdkladni modely Casovych fad a ukdZeme, jak se v nich odhaduji parametry
metodou nejmensich Ctvercl a po dpravé i metodou Lasso.

2.1 Rada AR

Uvazujme autoregresni posloupnost fadu p znacenou jako AR(p) s koeficienty L a @ = (¢1,...,¢,)
danou predpisem

p
Yi=R+ Y, Oyiit+&, (4)
i=1

kde & jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliCiny se stifedni hodnotou 0 a konecnym roz-
ptylem o2. Déle pfedpoklddédme, Ze kofeny polynomu 1 — Zf;l ;7' lezi vné jednotkového kruhu
v komplexni roviné, z ¢ehoz vyplyva, Ze proces AR(p) je staciondrni. Jednoduchym pteznace-
nim tohoto modelu se miizeme dostat k tvaru regresniho modelu (1) a pro odhad koeficientt 1ze
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tedy postupovat stejn€ jako v predchozi kapitole. Pro dan€ pocatecni hodnoty yy,. ..y, ziskdime
odhad metodou Lasso ¢ minimalizaci vyrazu

n

)4 2 )4
Y (yf—u—prinQ +Y vlel, (5)
i=1 i=1

t=p+1

kde ¥ jsou ladici parametry.

2.2 Rada MA

Uvazujeme posloupnost klouzavych soucti fadu ¢ znacenou jako MA(g) s koeficienty v a @ =
(61,...,6,) danou predpisem
q
yt:V+Zei8i—l+8ta (6)
i=1
kde & jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliiny se stfedni hodnotou 0 a kone¢nym
rozptylem o2. Proces MA(q) je vZdy staciondrni. ProtoZe jsou veliiny & nepozorovatelné,
nelze tento model jednoduse prevést na regresni model jako v minulém piipadé. Pro zdlraznéni
zavislosti veli¢in & na parametru 0 si je zapiSeme jako

q
8[(8) =Yr— vV — Z 91'8[71‘(9)
i=1

Pro vypocet odhadi metodou nejmensich Ctvercii se pouziva Gauss-Newtontv algoritmus po-

~ (0
psany v [7]. Necht 6( ) je né&jaky pocatecni odhad. Tayloriv rozvoj &(0) prvniho stupné je

8
A N
(0) ~(0”) + 1 (0 ) 2407

. ‘14 . el X o pOLS . .
Za predpokladu & = --- = €;_4 = 0 ziskdme odhad metodou nejmensich Ctverci @ mini-
malizaci vyrazu

5
n ) q a 2
Z (et CRESN( —8’59' )) . %

i=1

L al0) L, L . . .y . N .

Pro dané 9( ) JiZ minimalizace tohoto vyrazu odpovida po pfeznaceni minimalizaci regresniho
modelu (2). Celd tloha se fe$i numericky pomoci iteracni metody. Odhad metodou Lasso 6
ziskame pridanim penalizujictho vyrazu k (7), tedy minimalizac{ vyrazu

o)
n . q o) )
Y (a0”)+ Y. (6-8" >)—8(§_ ) +an\9! 8)
=1 1

i=1

kde n; jsou ladici parametry.

2.3 Rada ARCH

UvaZujeme posloupnost autoregresni podminéné heteroskedasticity fadu r znacenou jako ARCH(r)
s koeficienty @ a W = (y, ..., y;) danou piedpisem

.
Y=g, O =0+ Vi )
i=1
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kde & jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny se stredni hodnotou 0 a rozptylem 1.
Aby veliCiny y; mély kone¢ny rozptyl, predpokldddame, Ze @ > 0a y; >0,...,y,. > 0 (jednd se
o postacujici, nikoliv v§ak nutnou podminku). Ddle pfedpokladdme, Ze kofeny polynomu 1 —

" | Wiz' leZi vné jednotkového kruhu v komplexni roving, z ¢ehoZ vyplyv4, Ze proces ARCH(r)
je stacionarni. Pfi vypoctu odhadu metodou nejmensich ¢tverci postupujeme podobné jako
v knize [3]. Vzorec (9) prevedeme na autoregresni posloupnost

.
Vi=0+Y v i+u,
i=1

kde u, = y? — 67 = (€* — 1)6?. Ukédzeme, 7e posloupnost (u;,.%,), predstavuje martingalové
diference, kdy? Ey? = 6 < o, a kde .%; znad&i o-algebru generovanou {y, : s <t}

E|”z‘ = E|yt2 - 612‘ < Eb’zz’ "'612 = 2612 < oo,
E(u,|.%_1) =E(e* - 1)6? =05 =0.

Maiéme tedy autoregresni model pro fadu y,z, kde u; jsou nekorelované chyby s nulovou stfedni
hodnotou. Pro dané pocate¢ni hodnoty yy,...y, ziskame odhad metodou nejmensich ¢tverct
@S a liIOLS minimalizaci vyrazu

n

Y (7-o- ; i) (10)

t=r+1

ktery po pfeznaceni odpovidd minimalizaci regresniho modelu (2). Odhad metodou Lasso ¥
ziskame pridanim penalizujiciho vyrazu k (10), tedy minimalizaci vyrazu

n

r 2 r
Y (F-o-Ywoli) +Yxw (a1
i=1 i=1

t=r+1

kde x; jsou ladici parametry. Diky podminkdm nezapornosti y; miZeme tuto minimalizacni
ulohu snadno fesit libovolnou metodou kvadratického programovéni.

2.4 Slozené modely ¢asovych rad

o) 24

Spojenim regresntho modelu a jednoduchych casovych fad ziskdme slozit€j$i modely Caso-
vych fad. Odhady sloZenych modelti metodou Lasso poc¢itdme numerickou metodou za pouZiti
poznatki z predchozi ¢asti. Modely zde proto jenom definujeme a algoritmus jejich feSeni po-

pisSeme az v dal$i Casti. Spojenim autoregresni posloupnosti fadu p a posloupnosti klouzavych
souctl fadu ¢g ziskame fadu ARMA(p,q)

)4 q
Ve=m1+Y Oy—i+ ) 6&_i+e&, (12)
i=1 =1

1

kde & jsou nezdvislé stejné rozde€lené nahodné veliCiny se stfedni hodnotou 0 a konecnym
rozptylem 2. Jednim z dal§ich modeld je regresni model s autoregresnimi chybami fadu p
znaceny jako REGAR(m,p)

D

yt:OH—x;B + ey, ez:Z(Piezfi‘l‘gt; (13)
i=1
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kde & jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliiny se stfedni hodnotou 0 a kone¢nym
rozptylem o2. Podobnym modelem je autoregresni posloupnost fadu p s m exogennimi pro-
ménnymi znacend jako ARX(p,m)

)4
ye=o+xB+Y oyi-ite, (14)
i=1

kde & jsou nezdvislé stejné rozde€lené nahodné veliCiny se stfedni hodnotou 0 a konecnym
rozptylem o2. Dal§im modelem je regresni model s chybami ve tvaru posloupnosti klouzavych
souctd fadu g znaceny jako REGMA (m,q)

y;:OH—x;B—i—e;, ey =

q
0i&—; + &, (15)

=1

1

kde & jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliCiny se stiedni hodnotou 0 a kone¢nym

rozptylem 2. Mezi dalsi Casto pouZivané modely patif regresni model s ARMA(p,q) chybami
znaceny jako REGARMA (m,p,q)

q
Qier—i+ ) 0iEi+&, (16)
=1 i=1

p
yi=0+xB+e, ¢=

1

kde & jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliiny se stfedni hodnotou 0 a kone¢nym
rozptylem 2. Poslednim z modeld, ktery zde zminime, je regresni model s autoregresni pod-
minénou heteroskedasticitou fadu r znaceny jako REGARCH(m,r)

.
v=oa+xB+e, e=0c&, of =0+ yel, (17)
i=1

kde @ > 0, y; > 0 a & jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliCiny se stfedni hodnotou 0
arozptylem 1.

3 ALGORITMY

Algoritmi pro feseni metody Lasso v jednoduchém regresnim modelu je hned nékolik. V sou-
Casnosti nejpouzivanéj$i je alogritmus LARS (z anglického ndzvu Least Angle Regression) na-
vrzeny v Clanku [1]. Mezi star$i algoritmy patii napt. lokdlni kvadratickd aproximace v ¢lanku
[2], metoda Shooting Algorithm v ¢lanku [4] a upravené kvadratické programovéni v ¢lanku
[8]. Zde se ale budeme zabyvat algoritmy pro odhady metodou Lasso v modelech ¢asovych
fad. V pfedchozi ¢asti uz jsme popsali, jak se daji zdkladni Casové fady prevést na regresni
model (1). V pfipadé AR fady se jednd o jednoduché preznaceni a staci pfimo aplikovat algo-
ritmy z predchozi Casti. Pro prevedeni fady MA na regresni model (1) uZz je tfeba pouZit nume-
ricky algoritmus. Modely sloZenych fad budeme také feSit iteracnim algoritmem. PopiSeme jeho
verze pro modely REGAR, REGMA a REGARCH. Nakonec spojime vSechny tyto poznatky
dohromady a vytvofime obecnou verzi algoritmu pro libovolny slozeny model ¢asovych fad.
V nésledujicich algoritmech uvazujeme, Ze ladici parametry jsou pevné ddny. Obecnou tlohu
pak feSime na predem zvolené miiZce ladicich parametrd, kde pro kaZzdou kombinaci ladicich
parametrd spocitime optimdlni odhady koeficientd. Vysledné odhady pak vybereme pomoci
néjakého kritéria, napt. AIC nebo BIC.
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3.1 Iteracni metoda pro radu MA

v v

Prevedeni minimalizace vyrazu (8) na dlohu (1) feSime Gauss-Newtonovym iteracnim algorit-

mem. Nejdiive ale musime ziskat pocatecni odhady 9( ). Pro jejich vypocet pouZijeme metodu
momentd popsanou napi. v [6]. Autokorelacni funkce fady MA(q) je rovna

K|
R(k) o Z 9]9J+|k‘ pro |k’ < q,
0 pro |k| > g,

kde jsme polozili 6y = 0. Vybérova autokorelacni funkce fady MA(q) je rovna

1 n—k

R(k) = - Y 0r =) ek — ),

=1

kde y je vybérovy primér y = %ZL] v¢. Polozime-li autokorela¢ni funkce rovny vybérovym
autokorela¢nim funkcim, dostaneme soustavu g + 1 rovnic
5 2 2 2
R(0) =0"(1+ 6 +---6q),
R(1)=0%(6,+616,+---6,.16,),

=

(Q) = 626q7

ze kterych jiz vypocteme odhady él(o), ceey éq(o). Jedna se soustavu nelinearnich rovnic, kterou je
tieba fesit néjakym numerickym algoritmem. Nyni pfistoupime k iterativnimu procesu. V s-tém
kroku nejdfive uvazujme pomocné funkce

q
- Y 087(0)
i=1
a jejich parcidlni derivace podle 8. Upravou vzorce (8) pak odhadneme é(s) jako feSeni tlohy

(s— 1)
. s) /A (s— 1 (s—1) (9 8, (0

min{ 3 (60") + DECAUMIS) B SMEMENY
ol fz’ ; 26 Z

kde pouzijeme 8" odhadnuté z pfedchoziho kroku s — 1. Tuto dlohu ji¥ méiZeme Fedit nékte-
rym z algoritmi pro jednoduchy regresni model. Opakovani vypocti zastavime, kdyz je hodnota

~1 vy ) .
Y, |9i(s) — Gi(s )| mensi neZ piedem dand hranice.

3.2 Iteracni metoda pro model REGAR

Pristoupime nyni ke slozenym modeltim ¢asovych fad. Zacneme s modelem REGAR definova-
nym v (13). Ten uz nelze prevést na klasicky regresni model, protoZze v ném dochdzi k inter-
akci regresnich a autoregresnich koeficienti. V pfedpisu se tedy objevuji souciny f;¢;. Tento
problém v modelu REGAR byl feSen v ¢lanku [9] iterani metodou. Nejdiive je tfeba ziskat
konzistentni po¢ateéni odhady. Za odhad 8 zvolime odhad metodou nejmensich Ctverct

BY = (x'x)(x'y). (18)
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Dile spocteme rezidua

A /D (0)

€; :)’t_xzﬁ (19)
a za odhad @ zvolime odhad metodou nejmensich ¢tverct

¢\ = (w'w) (W), (20)

kdev=(&,41,...,6,) aW je matice o (n— p) Fadcich a p sloupcich, jejiz i-ty fadek je definovan
jakow; = (éi4p—1,- .., é;)’. V iterativnim procesu potom v s-tém kroku nejdiive odhadneme B(S)
jako feSenf tlohy

n

P 2 m
min{ Z ()’t —x;ﬁ(s) - Z @i(s_])(%—i —x;—iB(S))> + Z )“imi(s) |}7 (21
i=1 i=1

ﬁ(‘v) t=p+1

kde pouZijeme (i)(s_l) odhadnuté z predchoziho kroku s — 1. Nésledné odhadneme (i)(s) jako
feSeni dlohy

n

A(Ss P s AlS 2 P Ky
min{ Y (v-xB"-Y o 0ri—x_B")) +Xule”}, @
i=1 i=1

oW t=p+1

kde pouZijeme B(s) odhadnuté v tomto kroku s. Obé€ tyto ulohy uZ se daji pfevést na model
(1) a je tedy moZné je feSit metodami pro odhad koeficientli v regresnim modelu. Opakovani
vypoctl zastavime, kdyZ je soucet hodnot Y7 | | ﬁi(s) — Bl.(s_l)| aYl |(pl.(s) — (pl.(s_l)| mensi nez
pfedem dané hranice.

3.3 Iteracni metoda pro model REGMA

Nyni se podivejme na pripad, kdy jsou chyby v regresnim modelu povazovany za MA fadu,
coz je model REGMA definovany v (15). Budeme postupovat podobné jako v modelu REGAR.
ProtoZe se ale odhady metodou Lasso fady MA nepocitaji tak piimocare jako odhady fady
AR, je i vypocet odhadii v modelu REGMA o néco komplikovanéjsi. Zaéneme konzistentnimi

~ (0
pocate¢nimi odhady. Za odhad B zvolime odhad metodou nejmensich Ctverch [3( ) stejné jako

ve vzorci (18) a spocitdme rezidua é; stejné jako ve vzorci (19). Koeficienty é(o) pak odhadneme
algoritmem pro fadu MA, kde misto fady y; uvaZzujeme fadu é; a za ladici parametry zvolime
n; = 0 (coz vlastné odpovida metodé nejmensich Ctverct). Pristoupime k iterativnimu procesu.
V s-tém kroku nejdiive uvazujme pomocné funkce

*)(B,0) =y, —x,B — ze *(B.8)

a jejich parcidlni derivace podle 0. Dédle odhadneme B ) jako feSeni tlohy
) n . o A(s—1 m
min Y. (&7(8.0")) + L AIB (3)
V=1 i=1

kde pouzijeme é(kl) odhadnuté v predchozim kroku s — 1. Nésledné¢ odhadneme é(s) jako
feSeni tlohy

(S), é(s—1)> )

" o
WL ED

. As) 5(8) A(s— s A(5— a"(s) R
I&ﬁ?{i(%“(ﬁ(),e( 1))+Z(9i()_ ) & (B



kde pouZijeme é(#l) odhadnuté v predchozim kroku s —1 a B(s) odhadnuté v tomto kroku
s. Ve vzorci (24) tak spojime jednu iteraci z Gauss-Newtonova algoritmu a jednu iteraci od-

v v/

povidajici iteraénimu algoritmu pro fadu MA. Ulohy (23) a (24) pak fe§ime metodami pro
odhad koeficientd v regresnim modelu. Opakovani vypoctl zastavime, kdyz je soucet hodnot

iy Bl-(s) - Bi(sfl)\ aYy?, \Gi(s) — 91.(571)| mensi neZ pfedem dand hranice.

3.4 Itera¢ni metoda pro model REGARCH

Budeme vySettovat ptipad, kdy jsou chyby v regresnim modelu povaZzovany za ARCH fadu,
tedy model REGARCH. Opét budeme postupovat podobné jako u modelu REGAR. Za¢neme
konzistentnimi pocate¢nimi odhady. Za odhad B zvolime odhad metodou nejmensich ¢tverct
~ (0
ﬂ( ) stejné jako ve vzorci (18) a spocitdme rezidua é; stejné jako ve vzorci (19). Odhady ®©)
a lii(o) ziskdme feSenim ulohy kvadratického programovani

et i)

n

min Z (et—a)

o)y, 57,

||M\

za podminek
0® > 0,
llll.(o) >0 proi=1,...,r

Dile spocitiame fadu

. . » , < v A\S) . v v s 2
V iterativnim procesu potom v s-tém kroku nejdiive odhadneme B ) jako feSeni tlohy

min { y — —x§B<“))2+gxl~\B,-“)\}, (25)

kde pouZzijeme 6~V odhadnuté z predchoziho kroku s — 1. Nasledné odhadneme ®Y a lil(s)
jako feSeni tlohy

i { £ (0800 F P~ B+ ) o
o), yl) t=r+1 i=1
za podminek
o >0,

l[/l-(s)ZO proi=1,....r

kde pouzijeme B ©) odhadnuté v tomto kroku s. Nakonec spocitdme fadu

6" = \/ o0+ Y #1382
i=1

. o\ 2z A oy e
kde pouZijeme B ) odhadnuté v tomto kroku s a @) a I[I(S) odhadnuté v tomto kroku s. Dopus-
tili jsme se zde ovSem urcitého zjednoduseni. Rada 6; je definovana tak, Ze v s-tém kroku se ve
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jmenovateli vzorce (21) pouZzivaji odhady ﬁ (Fl), misto aby se pouzili soucasné proménné B(S),
pres které se uloha minimalizuje. Pokud bychom opravdu ve jmenovateli uvazovali soucasné
proménné ﬁ(s), uloha by byla zna¢né komplikovand a nedala by se prevést na tvar (1). Proto
jsme tedy tyto proménné nahradili jejich odhady z piedchoziho kroku. Ulohu (25) pak feime
metodami pro odhad koeficientil v regresnim modelu a tlohu (26) feSime metodami kvadratic-

V)

kého programovanl Opakovanl vypoctl zastavime, kdyZ je soucet hodnot }7" | |B B

=1 |‘I’l ] mensSi neZ pfedem dand hranice.

3.5 Zobecnéni iteracni metody

Predstavili jsme si uz iteracni algoritmy pro odhad koeficientli v zdkladnim regresnim modelu,
iteracni algoritmus pro fadu MA a iteracni algoritmy pro feSeni slozenych modeli REGAR,
REGMA a REGARCH. V této Casti spojime vSechny tyto poznatky dohromady a vytvofime
obecny algoritmus pro feSeni odhadu koeficientl ve sloZzenych modelech casovych fad. Tento
zobecnény algoritmus vyuzijeme hlavné pfi programovani metody, ale také pro lepsi pocho-
peni pfedchozich iteraénich metod. Pfedpokldddme, Ze kazdy model Casovych fad je sloZzen
z jednotlivych komponent. Komponentami budeme rozumét funkce, jejichZ slozenim dosta-
neme jednotlivé predpisy modelt. Uvazujme fady a, a by, mezi kterymi existuje transformace
a = f(b) a jeji inverze b = f~!(a). Uzitim tohoto znageni definujeme jednotlivé komponenty.
Komponenta REG je ddna funkcf a jeji inverz{

REG (b)) = bi+xB,
REG () = a—xB.

Komponenta AR je ddna funkcf a jeji inverzi

AR(bl,...,b[) - bt+z(pl b], bt—i),

zARil(atfp,---vaz) = az—Z(Piatfi-
i=1

Komponenta MA je déna funkci a jeji inverzi

q
MA(bt,q,...,b[) — bl+29'bt7ia
i=1

tMA_l(a17~'-aal) = Ze MA lal,...,al_,-).

Komponenta ARCH je déana funkci a jeji inverzi

ARCH (b, . b)) = \/w+2w, [FARCH (by, ... b)),

1

1
r 72
ARCH (4, a)) = at<w+2vna?,-> : 27)
i=1

Vidime, Ze funkce AR a ARCH a inverzni funkce MA jsou zadany rekurentné. Pro jejich pfimy
pfedpis bychom mohli vyuZit feSeni pfislusné diferencni rovnice, z hlediska naro¢nosti tako-

Vv

vého vypoctu je ale jednodussi pocitat transformace rekurentné. Pfiblizme si, co vlastné v ndmi
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definovanych komponentach znamena znaceni a a b. Nejprve uvazujme jednoduchy regresni
model
/
Ve = xtﬁ + &,

ktery ve znateni komponent miiZzeme zapsat jako y = fiE G(e), ¢emuz odpovida predpis
aREG = x/ B + pREG.

Toto nové znaceni zacne ale byt uzite¢né az u slozenych modeld. SloZzenim funkci komponent
totiZ miZeme jednoduse ziskat jednotlivé modely Casovych fad. Uvazujme naptiklad model
REGMA(m,q)

q
Vi = x;B +e, €= Z 0;&_;+ &,
=1
ktery ve znateni komponent miiZzeme zapsat jako y = fXE G( fMA(S)), ¢emuz odpovida predpis

REG _x[ﬁ +bREG, bREG — ai\lA Z GbMA bMA.

Znaceni pomoci a; a b, se miZe jevit jako méné prehledné, krasné ale ukazuje, jak jednot-
livé komponenty na sebe navazuji. Rada a; vzdy symbolizuje ,,vstup do komponenty* a fada
b; vidy symbolizuje ,,vystup z komponenty“. V jednoduchém regresnim modelu tedy fada
a; odpovida vysvétlovanym proménnym y; a fada b; odpovida reziduim &. Vrat'me se jeste
k ostatnim sloZenym modeliim. Model REGARCH lze zapsat jako y = fREC(fARCH (g)), model
REGARMA jako y = fREG( FAR(fMA(€))). Na poradi komponent samoziejmé zileZi. Slozenf
funkei y = fREC(fAR(g)) znadi predpis modelu REGAR, zatimco y = fAR(fREG(g)) znagi
predpis fady ARX. Vidime tedy, Ze pouZzitim komponent miZeme opravdu popsat v§echny mo-
dely, které jsme si predstavili v ivodni ¢asti. Nyni miZeme pristoupit k samotnému algoritmu.
Predpokladdme, Ze chceme odhadnout parametry § v modelu y = f [1}( f [2](- - f V‘](s) ),
ktery je sloZzen z k komponent. Parametry § si rozdélime podle jednotlivych komponent na
4 m,...,C I, Nejdiive musime spoéitat pocatecni odhady. Odhady prvni komponenty § [1]6©)
spocteme z modelu y = fl!l(g), kde komponenty fZ,.... f¥l zahrneme do nahodné slozky
€. Pro pocate¢ni odhady druhé komponenty § 121(0) pouZijeme model 1! y=rf [2](8), kde
ve funkci f [1-1 jiz pouzijeme zndmé odhady § 1) 5 komponenty f Bl f 4] opét zahr-
neme do ndhodné slozky €. U dalSich komponent postupujeme obdobné, ziskame tedy odhady

2 (11(0) 5[K](0) s P o . o P oy
4 Y 4 . Konkrétni metody vypoctu odhadl v jednotlivych komponentich jsme jiz

zminili dfive. Pro komponentu MA pouZijeme metodu momentt a ndsledné aplikujeme Gauss-
Newtontiv algoritmus pro metodu nejmensich ¢tverct. Pro ostatni komponenty miizeme pouZzit
metodu nejmensich ¢tvercd primo. V pripadé modelu REGAR tento postup vypoctu pocatec-
nich odhadt odpovida vzorcim (18) a (20), v modelech REGMA a REGARCH je tomu ob-
dobné. Déle pfistoupime k iteracni ¢asti algoritmu. Pfedpoklddame, Ze se nachdzime v s-tém

kroku. Za¢neme s odhadem a e v prvni komponent&. Resfme tlohu
n B ) mll]
min ) (g7 (g (00 ) + L AEY (28)
=p i=1

kde funkce gl jsou formaln& upravené f ] tak, aby zachovaly linedrni strukturu

;n“
glco+ Y cHeny = gl (co) + ¥ &gt (o).
i=1 i=1
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Pro komponenty REG, AR a MA jsou funkce f [ (ijejich inverze f [']_1) linearni v proménnych
b (ptipadné a) a funkce gl-! tedy existuji a daji se snadno odvodit. Komponenta ARCH jizZ
linedrni neni, a proto prejdeme ke zjednoduSujici dpravé stejné jako v algoritmu pro model
REGARCH. Misto vzorce (27) tedy budeme uvazovat

—1
ARCH'—1 ~(s—1
ARV a) =, (6071)

kde @(s—l) je odhad odmocniny ze vzorce (27) z predchoziho kroku. Pro tuto upravenou funkci
fARCH -1 jiz hledané funkce gARCH -1 existuji. Jiz umime pro libovolny typ komponenty vyja-
drit funkci f =1 ve tvaru

@) = dio@)+ Y ¢d,i(a),

i=1

kde d;; jsou n&jaké funkce nezdvisejici na § 1. Jeses je tfeba poznamenat, Ze v piipadé fe-
Seni tlohy v fadé ARCH jsme ale minimalizaci € nahradili minimalizaci u, a proto je mozné
komponentu ARCH umistit pouze na posledni k-t€ misto. Nejde ale o Zddné omezeni, protoZe
z hlediska fady ARCH je toto umisténi zcela prirozené. SloZeny model, ve kterém by za kom-
ponentou ARCH nésledovala je$té n&jakd dalii, by neddval smysl. Uloha (28) je tedy ve tvaru

n mll] 5 mll
min Y <e0+2 C,-[”(s)ei) LY 2N,
C[l]@t:p—kl i=1 i=1

: - (e =D 51kl (s—1) ) P TI
kde ¢; jsou n&jaké funkce zdvislé na § 4 . Tuto dlohu jiZ umime fesit. Pokra-

)

~[2 M
Cujeme odhadem § Al v druhé komponenté. Resime tlohu

ml2)

min 3 (g7 AR ) AP, 29

20, 5 i=1

!
kde funkce f [1-1 (y) je zdvislana § [ ](S). Podobnymi uvahami jako u prvni komponenty 1ze uka-
zat, Ze tloha (29) je v pozadovaném tvaru, ktery umime feSit. U dalSich komponent postupujeme

X c — [1](s) 5 [K](s) . "
obdobné, v s-tém kroku tedy ziskdame odhady § yoos § . Jako obvykle iterace skon¢ime,

kdyZ je hodnota souctu rozdild v absolutni hodnoté vSech parametrii mensi neZ predem dana
hranice. V pfipadé modelu REGAR tento postup iteraci odpovidd vzorcim (21) a (22), v mo-
delech REGMA a REGARCH je tomu obdobné. Je tfeba zminit, Ze iteracni metoda vyuZzivajici
rozklad na komponenty neni pro vSechny sloZzené modely nutna. Napiiklad pro fadu ARMA
1ze aplikovat Gauss-Newtontiv algoritmus a pro fadu ARX staci pfimo pouzit metody pro od-
had koeficientd v regresnim modelu. Tato sekce se tedy tykala hlavné modeli REGARMA,
REGARCH a jim podobnych.

4 ZAVER

Popsali jsme adaptivni metodu Lasso a jeji asymptotické vlastnosti. Dale jsme pak hledali zpi-
sob, jak odhadnout koeficienty v modelech Easovych fad. Rady AR a ARCH stacilo pouze
preznacit a algoritmy pro regresni model (popsané v literatuie) se daly pfimo aplikovat. U fady

N s

MA a u slozenych modeld jiz bylo tieba pristoupit ke komplikovanéj$Sim postupim. PouZili

65



jsme zde iterani metody v kombinaci s algoritmy pro regresni model. VSechny tyto postupy
jsme pak spojili dohromady a vytvofili jsme iteracni algoritmus pro obecnéjsi model ¢asovych
fad, do kterého spadaji vSechny vyse zminéné modely. Analyzu vlastnosti itera¢niho algoritmu
na simulovanych datech a praktické uziti metody lze najit v diplomové praci [5].
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MODELOVANIE PARAMETROV FAKTORINGU

FACTORING PARAMETERS MODELING

Eduard Hozlar

Abstrakt

Prispevok sa venuje modelovaniu a efektivnemu nastaveniu parametrov faktoringu pri
financovani podnikatel'skych aktivit. V prispevku su odvodené niektoré vzt'ahy medzi
parametrami poskytovatel'a Giveru a ekonomickymi parametrami jeho klienta. Ukazana je
moznost’ modelovania Pareto efektivnej hranice parametrov vo vzt'ahu faktor a klient .

KUrucové slova: faktoring, financovanie, Pareto efektivnost

Abstract

The paper is devoted to the modeling and the efficient setting of the parameters of factoring
for financing the business activities. The paper derived some relations between the parameters
of the provider of the loan and the economic parameters of his client. The possibility of
modeling the Pareto efficient frontier of the parameters in the relation between the factor and
the client is shown.

Keywords: factoring, funding, Pareto efficiency

1 FAKTORING AKO ZDROJ FINANCOVANIA POTRIEB PODNIKU

Zdrojom ziskania kratkodobych finanénych prostriedkov pre vyrobny podnik moze byt urcita
forma faktoringu, t.j. za odpredaj pohladavok voci svojim obchodnym partnerom (pred
lehotou ich splatnosti) ziska podnik do lehoty splatnosti faktoringovy uver.

Faktoring je vo vSeobecnosti zmluvny vzt'ah medzi faktoringovou spolo¢nost'ou (faktorom) a
podnikom (klientom faktora) na zaklade ktorého faktor odkupuje nové pohladavky svojho
klienta (t.j. pred ich splatnost'ou), priCom odplata za postipenie sa realizuje po zaplateni
pohl'adavky odberatel'om na ucet faktora. Do doby zaplatenia postupenej pohl'adavky faktor
v ramci zmluvného vzt'ahu poskytuje klientovi tver, a to v alikvotnej €asti odkapeného dlhu.
Vyska tveru sa aktualne meni v zavislosti od viacerych parametrov (vysky neuhradenej casti
odktipenych pohladavok - t. j. v zavislosti od tzv. otvorenych pohladavok, od stanoveného
limitu Giverovania klienta, od nesplateného uroku a inych polatkov, atd’.).

Pri bezregresnom faktoringu faktor odkupuje pohladavky klienta s celym rizikom ich
nezaplatenia. Ak je dohodnuty factoring s regresom, faktor riziko nezaplatenia odkupenej
pohladavky neprebera. VE€as nezaplatené¢ pohladavky faktor klientovi vracia a pozaduje
okamzité splatenie tej Casti uveru, ktora je s takymito pohl'adavkami spojena. Preto faktor pri
faktoringu s regresom si musi zabezpecit’ u klienta aj tito Cast’ rizika sivisiacu S navratnostou
danej Casti tiveru. Klient musi byt preto opatrny pri vybere svojich odbetatel’'ov.

V dalSom budeme skumat’ finanéné vztahy medzi faktorom a jeho klientom v ramci
faktoringu s regresom.
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Na zéklade postdenia rizikovosti klienta a rizikovosti jeho pohladavok, faktor navrhne
klientovi (dodavatel'ovi tovaru odberatel'om) hodnoty nasledovnych parametrov:

1. p - faktoringovy poplatok - v % z objemu odktpenych pohladavok - za prevzatie
spravy pohladavok, analyzu odberatelov a d’alSie sluzby spojené so spravou
pohladavok;

L - averovy limit - v EUR, ktory zavisi od bonity klienta a bonity zabezpeky uveru;

3. o - uroven financovania — v % z objemu odktpenych pohladavok v zavislosti od
bonity postipenych pohl'adavok;

4. r - irokova sadzba - v % p.a. pre vypocet iroku zo skutocne Cerpanych tverovych
prostriedkov.

Konkrétne hodnoty uvedenych parametrov musia spifiat’ individualne kritéria efektivnosti
kazdej zmluvnej strany, t.j. faktora a jeho klienta.

2 MODELOVANIE CIELCOV KLIENTA PRI FAKTORINGU S
REGRESOM

Vzhl'adom k tomu, Ze zdrojom pre ziskanie dodato¢nych finan¢nych prostriedkov pre chod
podniku st otvorené¢ pohladavky z obchodného styku, zdkladnym cielom podniku je
zosuladit’ vyrobu a predaj produkcie s ndkladmi na ziskanie dodato¢nych finan¢nych zdrojov
tak, aby sa zvysila efektivnost’ vyroby, pripadne aby podnik nemusel zastavit’ vyrobu
z dovodu prechodného nedostatku finanénych zdrojov.

Pre jednoduchost’ predpokladajme, Ze podnik — klient faktora — vSetku vyrobenu produkciu
pocas jedného mesiaca odpredad svojim obchodnym partnerom s dobou splatnosti pohl'adavok
za dodany tovar t mesiacov (napr. t = 3 mesiace). Tieto pohl'adavky ihned’ odpreda faktorovi,
ktory mu do doby splatnosti poskytne uver. Ak niektord pohladdvka nebude do doby
splatnosti zaplatena, faktor pohl'adavku klientovi vrati a zosplatni prislusnu Cast’ ¢erpan¢ho
uveru (faktor uplatni regres).

Nech klient postupi faktorovi za mesiac i, i = 1, 2, ... objem Pp(i) pohl'adavok. Faktor v tom
istom mesiaci zat'azi klienta faktoringovym poplatkom Fp(i) vo vyske

E,()) = pB (D),
pretoze faktor prebera v plnej miere aj aj spravu a inkaso postupenych pohl'adavok.
Predpokladajme pre jednoduchost’, ze v mesiaci i zaplatia vSetci odberatelia za tovar, ktory im
bol dodany pred t mesiacmi, ato plni vysku pohladavky. To znamena, ze na ucty faktora
pride Py(i-t) z inkasa splatnych pohladavok. Tymto prijmom sa v mesici i splati Cerpany

a poskytnuty uver v ¢ase i — t. Na konci mesiaca i je celkovy objem otvorenych pohl'adavok
Oy (tzv financovatelnych) vo vyske

0, (i) = z P,(i — k)
k=0
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Ked faktor poskytne klientovi v tomto mesiaci uver vo vyske aPp(i), klient bude cerpat
celkom tuver vo vyske

t—1

U(i) = min(c Z P,(i — k); L) = min(ex 0, (i) ; L)
k=0
Predpokladajme, Ze klient Cerpa cely poskytnuty uver, a teda za mesiac i zaplati arok R(i) vo
vyske
R() = — U()
12
Naklady klienta na ¢erpanie iiveru v mesiaci i st

N() = F,(i) + R(0)

Za hospodarsky rok mézeme zapisat’ v tvare

N = iN(i)

a po uprave pri zadanej dobe splatnosti pohl'adavok ¢ (spavidla 3 az 6 mesiacov) mame

12 12 t-1
. r Il
v=rSn0+ S St
i=1 i=1 k=0

za predpokladu, ze Giver neprekroc¢i limit L.

Z uvedeného vidiet, ze klient moze tito vySku nakladov ovplyvnit' bud’ znizenou dobou
splatnosti pohl'adavok (¢o je v konkurenénom prostredi t'azké, pretoze pre odberatela je
vyhodnejSia dlhSia doba splatnosti pohl'adavok) alebo zniZzenim vyroby (€o nie je cielom
klienta) d’alej minimalizaciou Cerpania poskytnutého Gveru v ramci limitu, resp. zvySenim
bonity svojich odberatel'ov, ¢o méze mat’ vplyv na uroven parametrov o, p a L. Okrem toho
klient musi zvazit’ aj celkovu efektivnost’ takto vynalozenych nakladov. V podniku teda ide
0 zostladenie planu vyroby a finanéného planu tak, aby ziskovost bola ¢o najvyssia.

Na ilustraciu finan¢nych tokov pri faktoringu uved’'me nasledujtiici modelovy priklad:

Pre zadané parametre uvazujeme podnik, ktory pocas 24 mesiacov zacal aj ukoncil
faktoringovii spolupracu. Podnik ako klient faktora postupuje vSetky novovytvorené
pohladavky na faktora (st vlastne mesacné trzby podniku). Prvé 3 — 4 mesiace v priklade st
nabehové, Standardna spolupraca je po 18 mesiac, od ktorého klient uz pohladavky
nepostupuje na faktora aukoncuje spolupracu. Dobehnu inkasa otvorenych pohladavok,
ktorymi sa splati poskytnuty a ¢erpany uver. Tu eSte pripomenieme, ze poskytnuty uver vo
vyske o % z postipenej pohl'adavky sa z inkasa tejto pohl'adavky splati tiez iba vo vyske
x % a zostatok sa vrati klientovi ako doplatok na cenu postiipenej pohl'adavky, ktora je
dohodnuté na 100% nominalnej hodnoty pohl'adavky.
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Udaje o tokoch pohladavok, ich inkasa a erpania Gveru spolu s poplatkami a urokom st
uvedené v Tabulke I a znazornené su v Grafe 1.

0,7 L 250
p 0,005 r 0,12
postlipené
pohladavky | mesacné | otvorené | faktoringovy
mesiac | mesacne inkaso pohladavky | poplatok uver urok

1 100 100 0,5 71,20 0,70
2 120 220 0,6 156,14 1,54
3 130 80 270 0,65 191,54 1,89
4 110 90 290 0,55 205,58 2,03
5 140 120 310 0,7 219,87 2,17
6 100 130 280 0,5 198,46 1,96
7 100 100 280 0,5 198,46 1,96
8 120 70 330 0,6 233,91 2,31
9 110 80 360 0,55 253,05 2,50
10 130 100 390 0,65 253,15 2,50
11 120 90 420 0,6 253,10 2,50
12 130 100 450 0,65 253,15 2,50
Spolu 1 1410 960 7,05 207,30 24,56
13 100 100 450 0,5 253,00 2,50
14 90 100 440 045| 252,95 2,50
15 70 90 420 0,35 252,85 2,50
16 40 80 380 02| 252,70 2,50
17 20 80 320 0,1| 226,34 2,24
18 0 70 250 0 176,75 1,75
19 0 60 190 0 134,33 1,33
20 0 60 130 0 91,91 0,91
21 0 50 80 0 56,56 0,56
22 0 40 40 0 28,28 0,28
23 0 20 20 0 14,14 0,14
24 0 21 0 0 0,00 0,00
Spolu 2 320 771 1,6 144,98 17,21

Tabulka 1: llustrdcia financnych tokov pri faktoringu

Z uvedenych ilustrativnych udajov mozno odvodit, Ze celkové naklady na ziskanie
faktoringového uveru pri zadanych parametroch faktoringu st v kazdom roku odlisné
a Vv porovnani sbankovym uverom su ndklady vySSie hlavne z dovodu faktoringového
poplatku. V Tabulke 2 je uvedeny prepocet celkovych nakladov na aver.
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1.rok | 2.rok
naklady spolu 31,61 18,81
priemerna vyska uveru 207,30 144,98
% nakladov na uver 15,25% 12,97%

Tabulka 2: Vypocet nakladov na faktoringovy uver

Finanéné toky pri faktoringu

oo D D e
- -N‘
[
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postipené pohladdvky mesatne e o o @ mesacné inkaso

=== otvorené pohladavky a— |ver

Uverovy limit

Graf 1: Financné toky faktoringu

3 MODELOVANIE CIELCOV FAKTORA PRI FAKTORINGU S
REGRESOM

Podmienky faktora pre poskytovanie uveru na zéklade odktiipenych pohl'adavok od vyrobného
podniku musia byt také, aby mu zabezpecili zadant vynosovost’ vloZzeného kapitalu.

Pri faktoringu s regresom, kedy faktor neprebera riziko z neplatenia odkupenych pohladavok,
vynosy faktora su hlavne z faktoringového poplatku, ktory sa nevracia ani v pripade
uplatnenia regresu. Je to &isty prijem za poskytnuté sluzby spravy pohladavok. Urokové
prijmy zéavisia od vysky poskytnutého tveru klientom. Kapital na tento G¢el musi mat’ faktor
k dispozicii, pricom jeho navratnost’ je spojena s rizikovostou klienta. Faktor ma teda naklady
na kapital plus rezervu na riziko a néklady na spravu podkupenych pohl'adavok.

Trzby faktora za rok T st dané nakladmi kazdého klienta a ich vySka zavisi od parametrov
faktoringu p, o, r a L:

12 12 t-1
TR 5 s
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Po odpocitani nadkladov faktora na kapital a spravu pohl'addvok sa Cisty vynos porovnava
S pozadovanym vynosom.

Cisty vynos faktora zavisi od tych istych parametrov ako naklady na faktoringovy tver
klienta. Preto je potrebné hladat’ také nastavenia parametrov faktoringu, aby vzdjomna
spolupraca faktora a klienta bola efektivna pre oboch ucastnikov vztahu, ak priestor pre
spolo¢né nastavenie tychto parametrov nie je prazdny.

V praxi sa faktoringovy poplatok v priemere pohybuje na urovni 0,5% az 1,5 %, priemerné
percento financovania 70% az 90% pre typ faktoringu s regresom, kedy riziko z nezaplatenia
pohladavok zostava na klientovi. Uverovy limit a trokova sadzba sa spravidla uréuju podla
podmienok financujicej banky.
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VIACROZMERNE MODELY VOLATILITY: PRIPADOVA STUDIA
PRE VYMENNE KURZY EUR/USD, GBP/USD A JPY/USD"

MULTIVARIATE VOLATILITY MODELS: EMPIRICAL RESULTS
FOR EXCHANGE RATES EUR/USD, GBP/USD AND JPY/USD

Michaela Chocholata

Abstrakt

Prispevok sa zaobera viacrozmernymi modelmi volatility triedy ARCH s dérazom na modely
VECH a BEKK. Po tvode do problematiky a prehl'ade sucasné¢ho stavu problematiky su
stcastou prispevku metodologické vychodiska vztahujuce sa k uvedenej dvojici modelov.
V empirickej casti prispevku st prezentované vysledky odhadu trojrozmerného modelu
BEKK(1,1) pre vymenné kurzy EUR/USD, GBP/USD a JPY/USD v softvéri EViews vratane
grafického zndzornenia podmienenych korelacii indikujucich previazanost medzi vynosmi
analyzovanych vymennych kurzov.

Krucové slova: volatilita, model BEKK, vymenny kurz

Abstract

This paper deals with multivariate ARCH-class models with concentration on models VECH
and BEKK. The introduction to the problem is followed by the survey of present state of
problem and methodological aspects dealing with the mentioned couple of models. In the
empirical part of the paper can be found the estimation results of the trivariate BEKK(1,1)
model for exchange rates EUR/USD, GBP/USD and JPY/USD received from the software
EViews. The graphical illustration of conditional correlations indicating the linkages between
analysed exchange rates returns is also included in the paper.

Keywords: volatility, model BEKK, exchange rate

1 UVOD

Jednym =z pristupov skiimajlicim interakcie medzi vymennymi kurzami je pristup
vychédzajuci z analyzy volatility. Modelovanie volatility vynosov pomocou jednorozmernych
modelov triedy ARCH nie je dostato¢né pokial' chceme posudit’ interakciu viacerych
vymennych kurzov. Znamend to, Ze popri vlastnostiach ako napr. zhlukovanie volatility ¢i
tlsté konce zohl'adnenych aj pri jednorozmernom modelovani, je potrebné brat’ do tivahy tiez
viacrozmernu analyzu pohybu kovariancii v ¢ase, resp. v Case sa meniacich korelacii (Rachev
et al. (2007)). Zovseobecnenie jednorozmernych modelov triedy ARCH na ich viacrozmernu
verziu MGARCH (Multivariate GARCH) zohrava preto vyznamnu tlohu. V sucasnosti
existuje pomerne zna¢né mnozstvo druhov viacrozmernych modelov MGARCH, pri¢om
prehl'ad niektorych z nich spolu s odvolavkami na ich autorov mozno najst’ napr. v Bauwens,
Laurent a Rombouts (2006). Medzi najznamejsie patria modely VECH (Vectorized GARCH),
BEKK, CCC (Constant Conditional Correlation) a DCC (Dynamic Conditional Correlation).

" Tento prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ilohy VEGA 1/0285/14 , Regionilne modelovanie
ekonomického rastu krajin EU s dérazom na modely priestorovej ekonometrie®.
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Aplikdcia modelov MGARCH je vel'mi Sirokd — Zz mnohych oblasti mozno spomenut’ oblast’
vyberu portfolia, alokaciu aktiv, vypocet value-at-risk a analyzu prenosu volatility. Medzi
pomerne casté aplikdcie modelov MGARCH patri analyza volatility vynosov burzovych
indexov, resp. overovanie vplyvu rdznych kriz na ich vyvoj a postdenie prenosu ,,nakazy*.
Ztejto oblasti je znamych mnozstvo aplikacii tychto modelov na burzové vynosy
stredoeurdpskych krajin s cielom preskumat’ integraciu stredoeurdpskych trhov navzajom ¢i
s vyspelymi eurdpskymi trhmi (prehlad niektorych spolu s odvolavkami na autorov pozri
napr. v Chocholaté (2013)).

Problematike spolo¢ného pohybu volatilit a prenosu volatility medzi vymennymi kurzami je
v§ak v literatire venovana znaéne mensia pozornost. Studie analyzujice prenos volatility
medzi vymennymi kurzami sa za¢inaji objavovat’ v 90. rokoch 20. storocia. Bollerslev (1990)
aplikoval vysSie spominany CCC model na piticu vymennych kurzov eurdpskych mien
(nemeckd marka (DEM), francuzsky frank (FRF), talianska lira (ITL), Svajéiarsky frank
(CHF) a britska libra (GBP)) vo¢i americkému dolaru (USD), pricom odhalil spoloény pohyb
volatilit tychto piatich vymennych kurzov. Kearney a Patton (2000) pri analyze prenosu
volatility medzi vymennymi kurzami DEM/USD, FRF/USD, ITL/USD, GBP/USD,
ECU/USD v obdobi april 1979 — marec 1997 pouzili model BEKK. Na zaklade vysledkov
analyzy potvrdili existenciu prenosu volatility pre denné i mesaéné hodnoty vymennych
kurzov. Preukazali tiez dominantné postavenie DEM v procese prenosu volatility.
Antonakakis (2008) analyzoval spolocné pohyby a prenos volatility medzi vymennymi
kurzami EUR/USD, GBP/USD, JPY/USD a CHF/USD v obdobi 1990 — 2007, pricom na
analyzu pouzil modely BEKK a DCC. Na zéklade vysledkov mozno tvrdit’, Ze bol preukdzany
spolo¢ny pohyb volatility a prenos volatility medzi tymito Styrmi vymennymi kurzami, ktory
vSak po zavedeni EUR zoslabol.

Predmetom prispevku je predstavenie vybranych viacrozmernych modelov volatility
MGARCH, ato modelov VECH a BEKK. Sucastou prispevku je tiez pripadova $tudia
tykajica sa aplikacie modelu BEKK(1,1) na denné hodnoty vynosov vymennych kurzov
EUR/USD, GBP/USD aJPY/USD v obdobi 4.1.2010 — 31.12.2013 s vyuzitim softvéru
EViews.

2 METODOLOGICKE VYCHODISKA

Uvazujme N casovych radov vynosov vymennych kurzov a symbolom r, oznatme N x1
rozmerny vektor vynosov vymennych kurzov v tvare

r, = E(r]Q.,)+e, 1)
kde vektor podmienenej strednej hodnoty E(rt|Qt_1) zvycCajne byva Specifikovany pomocou
modelu VARMA (Vector Autoregressive Moving Average), mozné st vSak aj iné

Specifikacie (viac pozri Xekalaki a Degiannakis (2010)). N x1 rozmerny vektor nahodnych
zloziek &, moZzno zapisat’ v tvare

& = Hilzzt (2)

kde H, je pozitivne definitnd podmienend varian¢no-kovarianéna matica rozmeru NxN a

z, rozmeru N x1 oznaluje nahodny vektor, pri¢om plati E(z,)=0 a E(ZtZtT)= I
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Existuje viacero moznych Specifikacii matice H,, ktoré zodpovedaji r6znym variantom
modelov  MGARCH. V suvislosti so Specifikaciou modelov MGARCH si vSak treba
uvedomit, Ze so zvySujicim sa rozmerom vektora €, narastd aj pocet parametrov v modeli, ¢o

moze byt znadne problematické z hladiska ich odhadu. Dal§im aspektom, ktory treba pri
Specifikacii modelov MGARCH brat’ do tvahy, je zabezpecenie pozitivnej definitnosti matice

H, . NiZ8ie sa budeme venovat’ Specifikdciam modelov VECH a BEKK.

2.1 Model VECH (p,q)

VSeobecna formuldcia matice H, bola navrhnutd trojicou autorov Bollerslev, Engle
a Wooldridge (1988) a vychadza zpriameho zovSeobecnenia jednorozmerného modelu
GARCH. Vo vSeobecnom VECH modeli je kazdy prvok matice H, linearnou funkciou

oneskorenych Stvorcovych chyb, stucinov chyb a oneskorenych hodnot prvkov matice H,, t. .

vech(H,)=c+ iAi vech(.c;t_i.t;tT_i )+ Zp:Bj vech(Ht_j) ©)
j=1

i=1

Symbol vech(-) oznacuje operator, ktory transformuje dolnotrojuholnikovu Cast’ symetricke;j
varianéno-kovarianénej matice rozmeru N x N na stipcovy vektor rozptylov a kovariancii
rozmeru N(N +1)/2x1, ¢ je vektor rozmeru N(N +1)/2x1 a A; a B; st matice parametrov
rozmeru N(N +1)/ 2 N(N +1)/ 2 . Vyhodou tejto vSeobecnej VECH reprezentacie je vysoka
flexibilnost’ modelu, na druhej strane ma vSak aj isté nevyhody. Negarantuje totiz pozitivnu
definitnost  matice H, adalSou nevyhodou je velky pocet parametrov
N(N+1)/2+(p+q)\N*+2N°+N2)/4, odhad ktorjch je znatne vipottovo ndroény.
Bollerslev, Engle a Wooldridge (1988) prezentovali tieZ zjednoduSenti verziu modelu (3),
ktora vychadza z toho, ze matice A; a B; su diagonalne. Pre takyto model sa v literature
zvykne pouzivat’ oznacenie diag-VECH(p,q).

Alternativnou reprezentaciou modelu MGARCH je model BEKK definovany v publikacii
Engle a Kroner (1995).

2.2 BEKK(p,q)

Model BEKK mozno chapat’ ako ohrani¢ent verziu VECH modelu, ktord zabezpecuje
pozitivnu definitnost’” podmienenej variancno-kovarian¢nej matice. Matematicka formulacia
modelu BEKK(p,q) ma tvar

q K p K
T T T T
H,=CC +22Aki g igiAy +ZZBkj H._jBy 4)
i=1 k=1 j=1k=1
kde C, A, a B, predstavuju matice parametrov rozmeru N x N , priCom matica C je
dolnotrojuholnikova. Takato parametrizacia garantuje pozitivnu definitnost matice H,, ak

matica CC' je pozitivne definitna (Xekalaki a Degiannakis (2010)). Sumaéné ohranicenie po
hodnotu K poukazuje na vSeobecnost’ procesu (Bauwens, Laurent a Rombouts (2006)). Pre
hodnoty K >1 vznika vSak problém identifikacie, pretoze existuji viaceré parametrizacie,
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ktoré poskytuju rovnaku reprezentaciu modelu (viac pozri napr. Silvennoinen a Terdsvita
(2008), Engle a Kroner (1995)). Odhad parametrov modelu (4) je pomerne vypoctovo
naro¢ny, ked’ze vyzaduje vypocet mnohych inverzii matic atiez pocet odhadovanych
parametrov. N(N +1)/2+N?K(p+q) je pomerne vysoky. Ak uvazujeme, 7¢ K=p=q=1,
potom pocet odhadovanych parametrov bude N(5N +1)/ 2. Scielom redukovat’ ich pocet,
¢im samozrejme pride aj ku strate vSeobecnosti modelu, je mozné uvazovat s diagonalnou
verziou modelu BEKK (diag-BEKK).

Vzhl'adom na nutnost’ odhadu vysokého poctu parametrov su v jednotlivych aplikéaciach
modely VECH(p,q) a BEKK(p,q) vel'mi zriedka pouzivané pri skimani interakcii medzi viac
ako tromi, resp. Styrmi ¢asovymi radmi.

3 EMPIRICKE VYSLEDKY ANALYZY

Prispevok je venovany odhadu trojrozmerného modelu volatility BEKK(1,1) pre vymenné
kurzy EUR/USD, GBP/USD a JPY/USD. Predmetom analyzy su denné hodnoty uvedenych
vymennych kurzov v obdobi 4.1.2010 — 31.12.2013, &o predstavovalo 1002 tdajov. Udaje
boli ziskané z internetovej stranky http://fx.sauder.ubc.ca/data.html a na analyzu bol vyuzity
ekonometricky softvér EViews.

Priebeh vyvoja jednotlivych vymennych kurzov aich vynosov (ide o prvé diferencie
logaritmov, preto v d’alSom texte budi analyzované Casové rady oznaCované predponou
,»DL) je suCast’ou obrazka €. 1. Volatilita ¢asovych radov vynosov bola v ¢ase premenlivda, na
obrazku ¢€.1 je zretel'ne pozorovatelné zhlukovanie volatility.

Obrazok ¢. 1 Priebeh vyvoja analyzovanych vymennych kurzov a ich vynosov
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Zdroj: Viastné spracovanie v softvéri EViews s vyuZitim dat z http://fx.sauder.ubc.ca/data.html.
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Rovnice podmienenej strednej hodnoty pre jednotlivé ¢asové rady vynosov boli odhadované
nasledujucim spdsobom (Brooks (2008), EViews 6 User’s Guide II):

DLEURUSD, = log(EURUSD, / EURUSD, ,) =¢, + &,
DLGBPUSD, = log(GBPUSD, /GBPUSD, ,) =¢, + &, ,
DLJIPYUSD, = log(JPYUSD, / JPYUSD, ,) =, + &,

oy T ;v , , .
priom o € =(&,,,y) sa predpoklada, Ze ma normalne rozdelenie s nulovou strednou

hodnotou a varian¢no-kovarianénou maticou H,. Podmieneny rozptyl a podmienené

kovariancie boli odhadnuté v softvéri EViews s vyuzitim modelu BEKK(1,1). Specifikacia
tohto modelu z EViews je nasledovna (Cislom 1 je oznaceny ¢asovy rad DLEURUSD, ¢islom
2 Casovy rad DLGBPUSD a ¢islom 3 casovy rad DLIPYUSD):

Variance-Covariance Representation:

GARCH = M + AT*RESID(-1)*RESID(-1)*Al + BI*GARCH(-1)*B1

Variance and Covariance Equations:

GARCH1 = M(1,1) + A1(1,1)"2*RESID1(-1)"2 + B1(1,1)"2*GARCH1(-1)
GARCH2 = M(2,2) + A1(2,2)"2*RESID2(-1)"2 + B1(2,2)"2*GARCH2(-1)
GARCH3 = M(3,3) + A1(3,3)"2*RESID3(-1)"2 + B1(3,3)"2*GARCH3(-1)

Covi2 = M@12) + Al(11)*AL(2,2)*RESID1(-1)*RESID2(-1)*RESID1(-1)*RESID2(-1)  +
B1(1,1)*B1(2,2)*COV1_2(-1)*COV1_2(-1)

COV1_3=M(1,3) + AL(1,1)*A1(3,3)*RESID1(-1)*RESID3(-1) + B1(1,1)*B1(3,3)*COV1_3(-1)

COV2_3 = M(2,3)*RESID2(-1)*RESID3(-1) + A1(2,2)*A1(3,3)*RESID2(-1)*RESID3(-1)*COV2_3(-1) +
B1(2,2)*B1(3,3)*COV2_3(-1)

Odhady parametrov tohto modelu spolu s ostatnymi Statistikami ziskanymi z EViews su
v tabulke €.1. S vynimkou jedného parametra boli vSetky ostatné odhadnuté parametre

Statisticky vyznamné na hladine vyznamnosti 10%.

Tabul'ka ¢.1 Odhad parametrov modelu BEKK

Covariance specification: BEKK | |
GARCH = M + A1*RESID(-1)*RESID(-1)*Al1 + B1*GARCH(-1)*B1
M is an indefinite matrix
Al is diagonal matrix
B1 is diagonal matrix

[Tranformed Variance Coefficients

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
M(1,1) 6.19E-07 2.30E-07 2.685065 0.0073
M(1,2) 2.34E-07 9.13E-08 2.558950 0.0105
M(1,3) 1.16E-07 6.17E-08 1.875927 0.0607
M(2,2) 1.66E-07 9.91E-08 1.677082 0.0935
M(2,3) 6.48E-08 4.21E-08 1.540229 0.1235
M(3,3) 1.30E-06 3.16E-07 4.092861 0.0000
AL1(1,1) 0.178788 0.017918 9.978260 0.0000
AL1(2,2) 0.143935 0.017710 8.127119 0.0000
AL1(3,3) 0.183680 0.017278 10.63062 0.0000
B1(1,1) 0.975746 0.005228 186.6354 0.0000
B1(2,2) 0.986028 0.003605 273.5330 0.0000
B1(3,3) 0.965462 0.006200 155.7144 0.0000

Zdroj: Viastné spracovanie v Softvéri EViews s vyuZitim dat z http://fx.sauder.ubc.ca/data.html.
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Softvér EViews taktiez umoziuje odhad podmienenych korelécii, ktorych graficky priebeh je
znazorneny na obrazku ¢.2, priCom je zrejmé, ze su v ¢ase premenlivé. Kym hodnoty
podmienenych korelacii pre dvojicu DLEURUSD a DLGBPUSD st pomerne vysoké — pocas
celého analyzovaného obdobia priemerna hodnota dosahovala 0,6414, priemerné hodnoty
podmienenych korelacii pre dvojice DLEURUSD a DLJPYUSD, resp. DLGBPUSD
a DLJPYUSD boli zna¢ne nizsie — pohybovali sa na rovni 0,1324, resp. 0,1116.

Obrazok ¢.2 Priebeh hodnot podmienenych korelécii
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Zdroj: Viastné spracovanie v softvéri EViews s vyuZitim dat z http://fx.sauder.ubc.ca/data.html.

Okrem odhadu parametrov modelu BEKK je v softvéri EViews s vyuzitim kontextovej
ponuky menu mozné odhadnut’ tiez parametre modelov diag-VECH a CCC. VysSie verzie
EViews umoziuju takymto spdsobom tiez odhad parametrov modelu DCC, v nizsich verziach
je odhad modelu DCC mozny po napisani programu na odhad jeho parametrov.

4 ZAVER

Cielom prispevku bolo poukazat’ na mozZnosti vyuzitia viacrozmernych modelov triedy
ARCH pri analyze previazanosti skumanych casovych radov. Po tvodnom prehl'ade
sticasného stavu analyzovanej problematiky boli teoreticky z metodologického hladiska
popisané modely VECH a BEKK. Odhad modelu BEKK(1,1) bol vyuzity pri analyze trojice
dennych hodnét vynosov vymennych kurzov EUR/USD, GBP/USD aJPY/USD pocas
Stvorro¢ného obdobia.
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SROVNANI VYUKY PROJEKTOVEHO RiZENi NA VS S OHLEDEM
NA CERTIFIKACI IPMA

COMPARISON OF THE PROJECT MANAGEMENT TUITION
AT UNIVERSITIES WITH RESPECT TO THE IPMA CERTIFICATION

Lucie Janiczkova, Martina Kuncova

Abstrakt

Metodologie fizeni projektti vychazi obvykle z ptedem definovanych standardi, mezi které
patii pfedeviim IMPA a PMI. Vyuka projektového fizeni na VS ne vzdy kopiruje tyto
standardy, ale je zaméfena ijinym smérem, piedevS§im na obecnou problematiku projekti
a techniky fizeni projekti. Byva také napojena na vyuku opera¢niho vyzkumu ¢i informacéni
management. V této praci jsme se zaméfili na posouzeni pokryti pozadavku na certifikaci
IPMA stupné ,,D* ve vyuce projektového fizeni na vybranych vysokych skolach.

KPucové slova: rizeni projekti, certifikace, IPMA, vyuka na VS

Abstract

Project management methodology is usually based on the pre-defined standards as IPMA or
PMI. The tuition of project management at the universities does not copy always these
standards but it is aimed at different things especially the projects itself and the project
management techniques. It is also connected with the tuition of operational research or
information management. In this paper we try to analyze the coverage o the rquirements of
IPMA-level D certification in the tuition of the project management at the selected
universities.

Keywords: project management, certification, IPMA, tuition at universities

1 RIZENI PROJEKTU

Problematika fizeni projektd je pomérné Siroka a ackoli jsou malé ¢i velké projekty soucasti
lidského Zivota odpraddvna a kazdy vétSi vyZaduje dobrou organizaci a fizeni, o metodach
a nastrojich pro fizeni projektl se vice zacalo mluvit a psat aZ od minulého stoleti. Projekt
muzeme definovat napt. jako ,,casove, nakladové a zdrojové omezeny proces realizovany za
ucelem vytvoreni definovanych vystupii (rozsah naplnéni projektovych cili) co do kvality,
standardii a pozadavkii. ”(Dolezal a ko. 2012). Zjednodusen¢ feceno, jde o jednorazovou akci
slozenou z dil¢ich Cinnosti, které bude realizovat urCeny pocet osob s vyuzitim dalSich
omezenych zdroju. Cil akce je pfesné dany a obvykle existuje jak ¢asové omezeni projektu, tj.
doba, kdy musi zacit/skonCit, tak nakladové omezeni (kolik penéz lze max.vycCerpat). U
nékterych projektd se tato omezeni stanovuji na zaklad€ predchozich analyz a vypoctu.
Obecné se miize se jednak o projekty investiéni a neinvestiéni — K prvnimu typu patii napft.
projekty technologické a stavebni (vystavba dalnice, stavba domu, rekonstrukce bytu), ¢i
projety tvorby nového informacniho systému a jeho implementace v organizaci, k druhému
pak napft. projekty zamétené na vzdelavani ¢i rozsifeni sluzeb.
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Rizeni projekti z odborného pohledu zahrnuje soubor ovéfenych nastroji, technik a postupt,
které vedou K realizaci vSech ¢innosti a splnéni cile projektu s pfiméfenym usilim, v daném
Case a s dostupnymi zdroji. Rosenau (2007) definuje 5 kroka dalezitych pro fizeni projekti:
definovani projektovych cila

planovani (¢asového planu, rozpoctu projektu)

vedeni (manazerské fizeni lidskych zdroji)

sledovani, monitorovani (priibézna kontrola stavu, odchylky od planit)

ukonceni (ovétfeni naplnéni cile)

Pro kazdy projekt byvaji zéasadni prvni 3 kroky, pfiCemz druhy znich lze podpofit
matematickymi metodami a technikami pro vypocet délky projektu (CPM, PERT, MPM),
¢asovou a nakladovou analyzu (CPM/COST) ¢i naplanovani a analyzu zdroji. Tyto metody a
techniky byvaji zahrnovany pod oblast opera¢niho vyzkumu (Fiala 2008), piipadné
managementu (véetné informacniho) ¢i logistiky.

2 STANDARDY PROJEKTOVEHO RiZENI

Standardy projektového fizeni vznikly postupem c¢asu ze zkuSenosti manazeri projektu,
ajedna se tedy z vetsi Casti o doporucené postupy, nez o postupy presné matematicky
popsané. Mezi hlavni svétové standardy patii [IPMA, PMI, PRINCE2®, a do jisté miry i ISO
21500 (Janiczkova 2014).

2.1 Standard IPMA

Organizace International Project Management Association (IPMA) vytvati standard
kompetencni. Standard se nezaméfuje na presnost podoby definovanych procest a konkrétni
aplikace téchto procest, nybrz na schopnosti a dovednosti, neboli kompetence, projektovych,
programovych a portfolio manazeri a ¢leny tymit. IPMA je nejstarSi mezi organizacemi
daného charakteru. Zakladni filozofie je podobna ostatnim standardim. Problematika
projektového ftizeni je ve verzi 3.2 rozdélena do tfi zékladnich kompetencnich oblasti. Do
prvni patii kompetence technické, do kterych patii metody, techniky a nastroje. Behavioralni
kompetence jsou v podstat¢ mékké dovednosti (etika, asertivita, vyjednavani atd.) a do
kontextovych kompetenci zahrnuje integracni a systémové dovednosti a znalosti. Tyto oblasti
jsou dale ¢lenény na tzv. elementy kompetenci. IPMA je v Ceské republice zastoupena
prostfednictvim Spole¢nosti pro projektové Fizeni, 0.s. — SPR. V Ceské republice byl tedy
vydan Narodni standard kompetenci projektového ftizeni, ktery je nékdy zkracené nazyvan
CzCB — Czech Competence Baseline. Nyni je tento standard aktualizovan na verzi 3.2 (Pita$
a kol. 2012).

2.2 Standard PMI

Standard PMI vytvaii a udrZzuje Project Management Institute, profesni sdruzeni firem a
projektovych manazerd. PMBoK® vznikl v sedmdesatych letech 20. stoleti na zakladé
standardi US Army, které byly v oblasti projektt ptevzaty i do primyslovych standardi USA
(PMBok 2008). Zakladnim pfistupem je v tomto piipadé procesni pojeti problematiky
projektového fizeni. Je definovano pét hlavnich rodin procesti, devét oblasti znalosti,
jednotlivé procesy a jejich vzdjemné vazby. Veskeré procesni kroky maji definovany své
vstupy, vystupy a nastroje transformace (ukony, metody, techniky). V Ceské republice se s
timto standardem miizeme setkat predevsSim prostiednictvim IT a dalSich firem, které jsou
vlastnény americkou matefskou spolecnosti a pfinasSeji si tento standard v kmenovych
smérnicich.
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2.3 PRINCE2®

PRINCE2® je britsky standard, ktery udrzuje a spravuje APM Group Ltd. (Dolezal 2009).
Metodologii vlastni OGC — Office of Government Commerce. Opét jde o procesni pojeti,
které vzniklo na zdkladé zadani britského ministerstva primyslu a obchodu. V urcité dobé
potfebovala statni sprava mnoho IT projekti, které vSak mély tendenci nedodrzovat svij
harmonogram a rozpocet. OGC proto vyvinula metodiku, ze které se stal standard, manaZzer
projektu musel byt certifikovan. V Ceské republice se s timto standardem muiZeme setkat
predevsim u dcefinych firem britskych spole¢nosti.

2.4 1SO 21500

Mezinarodni organizace pro normalizaci (ISO) schvalila v srpnu 2012 novy mezinarodni
standard projektového fizeni ISO 21 500 - Guidance on project management (ISO 2012).
Nejedna se ani o samotnou normu jako takovou, ale o tzv. Smérnici jakosti v managementu
projektu. Zatimco piedchazejici norma 10 006 se zabyvala hlavné otdzkou fizeni kvality, nova
smérnice poskytuje konkrétnéjsi postupy a doporuceni. Co se tyce obsahu a procesniho pojeti,
je tato smérnice velmi podobna standardu PMBoK®. ISO 21 500 Ize pouzit na jakykoli typ
organizace a pro kazdy typ projektu bez ohledu na slozitost a délku trvani projektu. Tato
norma neni ur¢ena pro certifikaci.

3 CERTIFIKACE IPMA

Mezinarodni asociace pro projektové tizeni IPMA byla zalozena v roce 1965 jako prvni
organizace sdruzujici projektové manaZery. Pobogkou pro tuto spole¢nost v Ceské republice
je Spoleénost pro projektové fizeni, 0.5., (SPR), kterd byla ustanovena k realizaci
certifikaéniho procesu dle IPMA®. Certifika¢ni organ je odborn& nezavislou slozkou na SPR
a ma na starosti zabezpelit, Ze certifikace spliuji pozadavky certifikaéniho schématu
popsaného v IPMA® Certification Regulations Guidelines. Certifikace probihi iV ¢eském
jazyce a je mezinarodn¢ uznavana.

Tabulka 1: Kompetence projektového manazera IPMA — D
(Pitas a kol. 2012, Janiczkova 2014)

Technické kompetence

Behavioralni kompetence

Kontextové kompetence

Uspésnost fizeni projektu

Vudcovstvi

Orientace na projekt

Zainteresované strany

Zainteresovanost a motivace

Orientace na program

Pozadavky a cile projektu

Sebekontrola

Orientace na portfolio

Rizika a piilezitosti Asertivita Implementace projektu, programu
a portfolia

Kvalita Uvolnéni Trvala organizace

Organizace projektu Otevienost Byznys

Tymova prace Kreativita Systémy, produkty a technologie

Reseni problému

Orientace na vysledky

Personalni management

Struktury v projektu

Vykonnost

Zdravi, bezpeénost, ochrana
zivota a Zivotniho prostiedi

Rozsah a vystupy (dodavky) Diskuse Finance
Cas a faze projektu Vyjednavani Pravo
Zdroje Konflikty a krize

Naklady a financovani Spolehlivost

Obstaravani a smluvni vztahy

Porozuméni hodnotam

Zmény

Etika

Kontrola, fizeni a podavani
Zprav
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Informace a dokumentace
Komunikace

Zahéjeni

Ukoncéen

Certifikacni systém IPMA rozeznava Ctyfi certifikacni stupné dle naro¢nosti:

e A — Certifikovany feditel projekti (IPMA Level A®, Certified Projects Director) —
cileno na schopnost fidit urcity program nebo portfolio a na pouziti adekvatnich metod
a nastroju. Neni vSak zaméfena na fizeni jednotlivého projektu.

e B — Certifikovany projektovy senior manazer (IPMA Level B®, Certified Senior
Project Manager) — zaméfeno na schopnost fidit komplexni projekt.

e C — Certifikovany projektovy manazer (IPMA Level C®, Certified Project Manager) —
zde je nutné prokdzat urcity stupen znalosti a demonstrovat ziskané zkuSenosti
Z proj.tizeni

e D - Certifikovany projektovy praktikant (IPMA Level D®, Certified Project
Management Associate) - urCena piedev$im ¢lenim projektovych tymu ataké jako
doklad teoretickych znalosti v fizeni projekti.

Posledni uvedeny stupeni vyzaduje vyhradné teoretické znalosti, které I1ze ziskat napt. studiem
na vysoké skole. Dle Narodniho standardu kompetenci projektového fizeni (Pitas a kol. 2012)
jsou vymezeny 3 oblasti kompetenci: technické, behaviordlni a kontextové. Procentudlni
pomér zafazeni otdzek do pisemného testu pro certifikaci je tento: 70 % technické
kompetence, 15 % behavoralni kompetence, 15 % kontextové kompetence. Zatazeni elementd
kompetenci do téchto tii oblasti zobrazuje Tabulka 1.

4 VYUKA PROJEKTOVEHO RiZENI NA VS A IPMA

S rostoucim zdjmem o projektové manazery a ¢leny projektovych tymil se na vysokych
Skolach rozviji i1 priprava projektového fizeni, ato pfedev§im na Skolach technického
a ekonomického zaméieni. Jak jiz bylo zminéno vySe, ¢ast metod (zejména z oblasti
technickych kompetenci) spad4 pod oblast opera¢niho vyzkumu a byva tak vyucovana jako
zéklad v pfedmétech Operacni vyzkum, Matematické modely, Kvantitativni management,
Informacni management apod. Specializované predméty vénované piimo projektovému fizeni
se pak 1i8i podle toho, pro jaky studijni obory jsou urcené — a podle toho jsou vice zaméiené
na technické znalosti ¢i manaZerské znalosti nebo piimo na propojeni znalosti smérem
k mozné certifikaci stupné D. Na zéaklad¢ sylabt pfedmét z vybranychz ceskych vefejnych
vysokych $kol jsme se pokusili urcit, nakolik je dany pfedmét vhodny pro néslednou
certifikaci IPMA stupné D, tj. urcit, kolik procent pozadovanych kompetenci by student po
splnéni predméetu mohl mit.

Aby bylo mozné procentualné vyjadiit prekryv pozadované latky pro certifikaci a pozadavky
na studenty vysokych Skol, aaby byly zachovany poméry uvedenych kompetenci, bylo
zatazeni jednotlivych element do vyuky obodovano (viz Tabulka 2).

Tabulka 2: Bodovani zafazeni jednotlivych elementti do vyuky (Janiczkova 2014)

Zavazeni oblasti L D 2]
Oblasti . . | Polet elementi oblasti Body
, | kompetenci do testii z 7
kompetenci v % kompetenci kompetenci | celkem
celkem
Technické 70 20 77
Behavioralni 15 15 22 2200
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| Kontextové | 15 | 11 | 30 | |

Na zaklad¢ informaci dostupnych ze sylabti pfedmétti uvedenych na webovych strankach
Skoly a osobnich konzultaci s pfednasejicimi byl kazdému z vybranych pfedméti pfifazen
urcity pocet elementl ze tii vySe zminénych kompetenci (vice viz Janiczkova 2014). Zarazeni
predméttl bylo ovlivnéno také osobnimi zkugenostmi s vyukou projektového fizeni (VSE,
VSPJ), neobsahuje tedy vycet viech pfedmétil ze viech vysokych §kol, ale pouze ukazku pro
srovnani, jaka je situace na vybranych Skolach a jak se 1i$i obsahy pfedméti zamétenych na
fizeni projektii. Tabulka 3 ukazuje seznam vSech posuzovanych predmétii, pocet kompetenci,
kterym je vénovana ¢ast vyuky, celkovy pocet ptidélenych bodl a nasledné procentni skore
vzhledem Kk certifikaci IMPA stupné D, tj. hruby odhad toho, kolik % z vySe uvedenych
kompetenci lze ziskat po absolvovani daného ptredmétu. Jelikoz nebylo mozné vSechny
predméty osobné absolvovat, jde pouze o odhad vytvofeny na zdklad¢ ziskanych informaci.

Tabulka 3: Srovnani vyuky na vybranych VS a certifikace IPMA (Janiczkova 2014, sylaby
uvedenych ptfedmétd, vlastni zpracovani)

pocet kompetenci %
Skola predmét technické | behavioralni | kontextové | body | IPMA-D
Rizeni projekti 10 1 2| 852 38,73
Kompetence projektového
VSE | manaZera 4 7 0| 462 21,00
Metody a standardy
proj.managementu 20 15 11| 2200 100,00
CVUT | Projektové Fizeni 20 4 0| 1628 74,00
VUT |Rizeni projekti 17 4 3| 1487 67,59
UPOL | Projektovy management 13 1 1| 1053 47,86
VSB-
TU Projektové tizeni A 12 1 4| 1066 48,45
Projektové fizeni | 8 2 1| 690 31,36
V&pJ Projek_tové tizeni 11 13 4 4| 1209 54,95
Techniky
proj.managementu 10 2 1| 844 38,36

Z tabulky je patrné, ze ve ve vétSin¢ predmétd je diraz ve vyuce kladen na technické
kompetence, coz je v souladu s procentnim nastavenim certifikace IMPA stupné D, kde je
také vysoké procento testovych otdzek zaméfeno pravé na tyto kompetence. Nejméne jsou
naopak zastoupeny kompetence kontextové, coz je zplsobeno predevsim zafazenim predméti
spiSe do bakalarského stupné studia, kdy studenti nemaji témét Zadné realné zkuSenosti ani
rozhled v dané oblasti. Piesto jsme nalezli na VSE jeden pfedmét, ktery je zaméfen piimo na
certifikaci IPMA stupné D, takZe zahrnuje vSe, co certifikace vyZaduje. Kazdopadné lze
konstatovat, Ze vystudovanim predmétu zaméfeného na projektové fizreni 1ze ziskat vice nez
tretinu poznatkd nutnych pro splnéni certifikace IPMA stupné D. Student vysoké Skoly tak
muze ziskat dostatecnou vyhodu pro ptipadny z4jem certifikat ziskat.

5 ZAVER

Rizeni projektll je problematika velmi obsahla zahrnujici jak technické znalosti, tak
manazerské dovednosti a zkuSenosti, vcéetné¢ schopnosti vedeni lidi, tymové prace
a komunikace. Cilem tohto ¢lanku bylo nastinéni problematiky standardizace v oblasti
projektového fizeni se zaméfenim na standard IPMA a certifikaci dle IPMA anasledné
posouzeni, zda lze na zéklad¢ studia jednosemestralniho predmétu na vysoké Skole ziskat

v
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jak technicky zamétené, tak ekonomicky zamétené Ceské veiejné vysoké Skoly, a na nich pak
pfedmét(y) spojené s ftizenim projektl. Posouzeni obsahi predméti a srovnani
s kompetencemi dle IPMA nebylo jednoduché a mnohdy je zalozeno pouze na analyze sylabu
daného predmétu. Nicméné vysledna analyza ukazala, ze studenti, ktefi absolvuji néktery
Z predméth zaméfenych na projektové fizeni, mohou ziskat pomérné znacné znalosti
z pozadovanych kompetenci. Na VSE Praha existuje i pfedmét zaméfeny piimo na ziskani
vSech kompetenci dle IMPA stupné D, tj. umoziuje studentim pokusit se poté certifikat
ziskat.
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ANALYZA VZTAHU MEZI VYVOJEM INDEXU S&P 500 A
MAKROEKONOMICKYMI UKAZATELLI

ANALYSIS OF RELATIONS BETWEEN THE S&P 500 INDEX AND
MACROECONOMIC INDICATORS

Maria Kobzareva

Abstrakt

Tato prace je zaméfena na zkoumani vlivi dulezitych makroekonomickych ukazateld jako
hruby domaéci produkt, mira inflace, mira nezaméstnanosti, svétova cena ropy na vyvoj cen
akcii na trhu Spojenych statd, pifedstavenych pomoci indexu S&P 500. Vzhledem
K nestacionarit¢ casovych fad makroekonomickych vele¢in ekonometrickd analyza byla
provedena pomoci vektorového autoregresniho modelu (VAR), kde maximalni délka
zpozdéni byla zjisténa pomoci predbézného kroku ve formé regresniho modelu. Po provedeni
diagnostiky modelu byla zkoumana Grangerova kauzalita mezi proménnymi modelu.
Vypocty byly provedeny v ekonometrickém softwaru EViews 8.

Kli¢ova slova: Burzovni index, Grangerova kauzalita, portfolio, VAR model

Abstract

This paper presents a research which is focused on examination of influence of important
macroeconomic indicators, such as Gross Domestic Product, inflation rate, unemployment
rate, price of oil on the prices of shares at Untied States market, presented by S&P 500 index.
Due to non-stationary character of time series of macroeconomic indicators the econometric
analysis was performed by VAR model, where the maximum length of delay was obtained
during preliminary step where the linear regression models were constructed. After diagnoses
control Granger causality between the model variables had been tasted. Computations were
performed in EViews 8 econometric software.

Keywords: Stock index, Granger causality, portfolio, VAR model

1 UVOD

Tento Clanek se zabyvé charakterem vyvoje akciového trhu Spojenych stati v poslednich
dvaceti letech a nastinuje makroekonomické souvislosti vyvoje cen akcii. Mezi nejdilezitéjsi
ekonomické faktory ovlivilujici ceny akcii patii hruby domaci produkt, mira inflace a mira
nezaméstnanosti, svétova cena ropy, dale lze vymezit fadu dalSich faktoru, které ale v této
préaci nebudou zkoumany.

Ekonometrickd analyza se zaméfuje na odhaleni vztahi mezi vyvojem zakladnich
makroekonomickych veli¢in a vyvojem indexu S&P 500, ktery se povazuje za jeden ze
zékladnich akciovych indexi, na ktery se orientuji investofi po celém svéte. Predpokladem je
skuteCnost, ze akcie jsou volatilni a citlivé reaguji na politicka rozhodnuti a spekulace trhu.
Schopnost akciového trhu pfedpovidat vyvoj ekonomiky je omezena, piesto by
makroekonomické veli¢iny mohly dobfe slouzit jako jedny z ptedstihovych ukazateld.
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Z indexu jsem vybrala index S&P 500, ktery se sklada z 500 akcii, které byly vybrané mimo
jiné podle hodnotové vahy na trhu, likvidity a odvétvového Clenéni. Tento index je vedoucim
ukazatelem cCisté hodnoty akciového trhu Spojenych stati a slouzi k odrazeni rizikove-
vynosovych charakteristik trhu.

2 VSTUPNI DATA

Pro ucely této praci byla pouzita Ctvrtletni data za obdobi prvni Ctvrtleti roku 1991 az prvni
¢tvrtleti roku 2014. Nize jsou uvedené zdroje, ze kterych byla ¢erpana data.

HDP Spojenych stata v milionech EUR — data byla obdrzena ze stranek Eurostatu v sekci
Annual national accounts.

Mira nezam¢stnanosti Spojenych statii v procentech byla ziskana ze stranek Bureau of Labor
statistics http://data.bls.gov/.

Mira inflace Spojenych statti v procentech byla obdrzena ze stranek http://rateinflation.com/.

Svétova cena ropy v USD za barel byla ziskana ze stranek U.S. energy information
administration http://www.eia.gov/.

Hodnoty indexu S&P500 v bodech jsem Cerpala ze stranek finance.yahoo.com.

Kvili vykyviim hodnot jednotlivych Casovych fad, potfebujeme udélat predbézny krok ve
form¢ logaritmizace, abychom zmirnili jejich prubéh. Pti logaritmické transformaci se vykyvy
V hodnotéch jednotlivych pozorovanych veli¢in zmenSily, avSak nebyly uplné odstranény.

3 METODIKA POSTUPU A KONSTRUKCE MODELU

V této kapitole nastinim postup, ktery byl aplikovan Vv této praci pii ekonometrické analyze.
Vypocty jsem provedla v softwaru EViews 8, vysledky jednotlivych krokl analyzy jsou
predstaveny v dalSich kapitolach.

V prvnim krokl potfebujeme informace o fadu integrace Casové fady, ktery miizeme zjistit
pomoci rozsifeného Dickey-Fullerova (ADF) testu [1,130], ktery nabizi EViews, kde se
testuje hypotéza, zda Casova fada je integrovana fadu nula. Po provedeni testl vyfadime
stacionarni veli¢iny z modelu, jelikoz dlouhodoby vztah mutze byt prokdzan pouze u
nestacionarnich veli¢in.

V dalsim kroku otestujeme sezonnost [2], [3], jelikoz pracujeme s Ctvrtletnimi ¢asovymi
fadami. U proménnych zatiZzenych sezonnosti, pouzijeme vygenerovanou sezonné ocisténou
casovou fadu.

Dale provedeme predbézny krok ve formé tvorby regresniho modelu [1, 105] pro jednotlivé
proménné pro zjisténi optimalniho poctu zpozdéni a potvrzeni ptedpokladu, ze se zkoumané
veli¢iny navzajem ovliviuji.

V dalsim kroku bude zkonstruovan VAR model [1, 237] a poté bude provedena jeho

diagnostika z hlediska autokorelace (LM test), normality a homoskedasticity (Whittv test).
Odpovidajici tvar vektorového autoregresniho modelu lze vyjadfit nasledovné [1, 238]:

Yie = B1 + BoYoro1 + B3Yieo1 Y uge, t = 1,2, .., T,
Yor = Ba+ BsYie—1 + BeYor—1 + Uz, t = 1,2, .., T,

kde Y;; a Y,; jsou zkoumané veli¢iny, 5, jsou parametry modelu a u,; jsou nahodné slozky
modelu.

(1)
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Dale bude provedeno testovani Grangerové kauzality [1, 244], ve které ovéiime hypotézu, zda
zmény jedné proménné predchdzi zméndm jiné proménné a zavérem bude zjisténi, zda je
vhodné hodnoty jednotlivych proménnych piedpovidat pomoci modelu VAR anebo, pokud se
Grangerova kauzalita neprokaze, je lepsi pouzit jednoduchy linedrni regresni model Box
Jenkingse.

V dalsi casti zkonstruovany VAR model bude pouzit pro simulacni prognoézovani vyvoje
sledovanych veli¢in v obdobi druhé ¢tvrtleti roku 2014 az ¢tvrté Ctvrtleti roku 2016 [3].

3.1 Ovéreni stacionarity zkoumanych ¢asovych rad

V prvnim kroku potfebujeme informace o stacionarité¢ ¢asovych fad, jelikoz pro odvozeni
vztahll pomoci ekonometrické analyzy je stacionarita ¢asovych fad dilezitou podminkou.

Za timto uUcelem aplikujeme na jednotlivé logaritmované Casové tfady test jednotkového
kotene. Ewiews nabizi rozSifeny Dickey-Fulleriv (ADF) test, ktery postupné budeme
aplikovat na logaritmované Casové tady. Rozsifeny Dickey-Fulleriv test testuje nulovou
hypotézu, zda ¢asova fada je stacionarni, neboli integrovana fadu nula.

Testovana hypotéza byla na péti procentni hladiné vyznamnosti zamitnuta u vSech ¢asovych
fad krom¢ inflace a timto byla prokazana pritomnost jednotkového kotene.

3.2 Sezonnost

K testovani sezonnosti pouzijeme census X-13 test [3], sezonnost je pritomna na
jednoprocentni hladiné vyznamnosti u ¢asové fady Cena Ropy. U ostatnich ¢asovych fad se
sezonnost neprokazala. V dalSich vypoctech budu pouzivat sezonné ocisténou ¢asovou fadu
loil_d11, ktera byla testem X-13 automaticky vygenerovéna.

3.3 Konstrukce linearnich regresnich modeli

Pro ovéfeni existence vztahti mezi Casovymi fady a zji§téni optimalni délky zpozdéni
provedeme ptedbézny krok ve formé konstrukce linearniho regresniho modelii pro zkoumané
veliiny.

Z linearni regrese, kde index S&P 500 vystupuje jako endogenni proménna S; a ostatni
veli¢iny jsou exogenni, vyplynula rovnice v nasledujicim taru:

St=0,946 Si.1 + 0,026 Yy + 0,166 P, — 0,166 Py,

kde Si; jsou logaritmované hodnoty indexu S&P 500 v ¢ase t-1, Yi, jsou logaritmované
hodnoty hrubého domaciho produktu v ¢ase t-2 a Pt a P2 jsou logaritmované sezonn¢ o€isténé
hodnoty ceny ropy v Case t a v Case t-2.

Predlozeny model byl po aplikaci testu autokorelace, normality a homoskedasticity prohlasen
za vhodny. Jako optimalni se ukazala délka zpozdéni t = 2.

Pfedpovéd’ ceny ropy pomoci linearniho regresniho modelu je predstavena pomoci nasledujici
rovnice, kde cena ropy zavisi sama na sob&é v minulém obdobi a na hrubém domacim
produktu a indexu S&P 500 ve sledovaném a minulém obdobi.

P, =0,957 Py + 0,599 S; — 0,512 Si.y— 0,771 Y + 0,742 Yoy,

kde Pi1 jsou logaritmované sezonné ocisténé hodnoty ceny ropy V Case t-1, Si Sii jsou
logaritmované hodnoty indexu S&P 500 v ¢ase t a v Case t-1, a Y a Y1 jsou logaritmované
hodnoty hrubého doméaciho produktu v ¢ase t a t-1.

Rovnice pro piedpovéd hrubého doméciho produktu Y Ize uréit ve tvaru:
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Y:=1,582 + 0,874 Yy + 0,097 Sy.1— 0,056 P;+ 0,059 Py,

kde Yi; jsou logaritmované hodnoty hrubého doméaciho produktu v ¢ase t-1, Si; jsou
logaritmované hodnoty indexu S&P 500 v case t-1, a Py a P, jsou logaritmované sezénné
ocisténé hodnoty ceny ropy Vv Case t a v ¢ase t-2.

Pro nezaméstnanost nebyl touto metodou vytvoien zadny uspokojivy model, coz naznacuje,
ze zkoumané veli¢iny nepfispivaji ke zlepSeni pfedpoveédi miry nezaméstnanosti a bylo by
lepsi miru nezaméstnanosti Z modelu vyradit.

3.4 VAR model kone¢né rozdélenych zpozZdéni

Optimalni délka zpozdéni byla stanovend na dvé obdobi. V prvnim kroku jsem se pokusila
vytvofit VAR model se vSemi ¢tyfmi proménnymi — index S&P 500, HDP, cena ropy, mira
nezaméstnanosti. Jako vstupni endogenni proménné pouzijeme logaritmy zkoumanych
makroekonomickych veli¢in a indexu. Pfi testovani se ale model ukazal jako nekvalitni,
jelikoz se tam ukazala heteroskedsticita, autokorelace a nenormalita.

Jednou z moznosti zlepSeni vlastnosti odhadovaného modelu je vynechani jedné
z endogennich proménnych. Tento ¢lanek se zamétuje na analyzu vztahu indexu S&P 500,
takze tuto proménnou VvV modelu nechame. Pokud budeme uvazovat logicky, ktera
z proménnych HDP, mira nezaméstnanosti anebo svétova cena ropy ma mensi vliv na vyvoj
indexu S&P 500, jako prvni pfichazi douvahy odstranit z modelii proménnou mira
nezaméstnanosti, jelikoz z pfedchoziho vyzkumu lze piedpokladat, ze tato veli¢ina do modelu
nepatii.

V dal$im kroku proto udélam VAR model se tfemi endogennimi proménnymi a konstantou,
délku zpozdéni stanovim na dvé obdobi. V tomto ptipad¢ délka zpozdéni byla odhadnuta
spravné a konstanta patii do modelu (statistickd vyznamnost parametri byla ovéfena pomoci
Studentova t-rozd¢leni na pétiprocentni hladin€ vyznamnosti).

VAR model Ize podle (1) zkonstruovat ve tvaru:
Yi=1,552 + 1,002 Y1 — 0,064 Pyy+ 0,071 Py, + 0,142 Sy,
P =1,072 Py

St=0,994 S; + 0,147 Pry — 0,160 Py,

kde a Sii jsou logaritmované hodnoty indexu S&P 500 v ¢ase t-1, Y1 jsou logaritmované
hodnoty hrubého domaciho produktu v €ase t-1, a Pﬂ'l a Pi.2 jsou logaritmované sezdnné
o¢isténé hodnoty ceny ropy V Case t-1 a v ¢ase t-2, S, Y4, Ptjsou odhady.

V dalsim kroku byla provedena diagnosticka kontrola modelu, kde na rezidua modelu byly
aplikované testy autokorelace, normality a heteroskedasticity a model byl povaZovan za
piijatelny.

V dalsim kroku potiebujeme zjistit, jak ¢asové fady spolu souvisi v ¢ase t, K tomu pouzijeme
matice korela¢nich koeficienti, kterd je predstavena v tabulce ¢. 1. Cisla mimo diagonélu
predstavuji silu zavislosti zkoumanych velicin v Case t.

LHDP LOIL_D11 | LS&P 500

LHDP 1.000000 -0.199179 -0.024927
LOIL_D11 | -0.199179 1.000000 0.326985
LS&P 500 -0.024927 0.326985 1.000000

Tabulka ¢. 1 Korelacni matice
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V tabulce ¢. 1 mimo diagonalu vidime silu zavislosti mezi dvojici proménnych v Case t.
Z tabulky je patrné, ze zavislosti v tomto modelu nejsou silné, naptiklad sila zavislosti mezi
indexem S&P 500 a cenou ropy Vv Case t je 32,6 procenta.

3.5 Testovani Grangerovy kauzality

Pokud spolu dvé Casové tady souvisi v Grangerové kauzalnim smyslu, potom informace
Zjedné casové tfady zahrnutd do modelu druhé casové tady statisticky vyznamné zlepsi
predpovédi prvni Casové fady.

Za nulovou hypotézu pii testovani Grangerovy kauzality se povazuje tvrzeni, Ze jedna
proménna nepodmiinuje jinou v pojeti Grangerovy kauzality, neboli Ze jeji zmény
nepiedchazeji zméné druhé proménné. Vysledky testovani Grangerovy kauzality lze zhrnout
nasledovné: zvysledkli plyne, Ze cena ropy a hodnota indexu S&P 500 kauzalné
v Grangerové smyslu plisobi na vyvoj HDP a pfidanim téchto velecin do modelu dostaneme
kvalitn€j§i odhad. Obdobné pro hodnotu indexu S&P 500 plati, ze cena ropy kauzalné
vV Grangerové smyslu pisobi na vyvoj S&P 500 a pfiddnim této veleCiny do modelu
dostaneme kvalitnéj$i odhad. Zpozdéné hodnoty téchto velicin ptispivaji ke zvétSeni piesnosti
predpovédi S&P 500, coz je v souladu s predlozenym VAR modelem.

3.6 Simulaéni predpovédi

V tomto kroku se pokusim udé¢lat simulaéni stochastické pfedpoveédi zkoumanych veli¢in na
zakladé¢ VAR modelu, vytvofené¢ho v predchozim kroku.

Rozsifim skalu pozorovani do ¢tvrtého Ctvrtleti roku 2016 vcetné a pokusim se odhadnout
logaritmované hodnoty sledovanych veli¢in pro obdobi druhé ctvrtleti roku 2014 az ctvrté
¢tvrtleti roku 2016 pomoci simulaénich stochastickych ptedpovédi [3].

HDP Cena Ropy S&P 500
2013Q1 | 14.95663 4.482283 7.322959
2013Q2 | 14.97516 4.572766 7.397384
2013Q3 | 14.97648 4.688919 7.399979
201304 | 14.95947 4.597766 7.499174
2014Q1 | 14.95667 4.564309 7.527084
2014Q2 | 14.98772 4.534258 7.501771
2014Q3 | 15.01365 4.517289 7.472830
2014Q4 | 15.03193 4.507912 7.449680
2015Q1 | 15.04276 4.516475 7.435841
2015Q2 | 15.04694 4.521584 7.425162
2015Q3 | 15.04851 4.530076 7.418739
201504 | 15.04932 4.541162 7.414008
2016Q1 | 15.05044 4.554270 7.411413
2016Q2 | 15.05068 4.565116 7.410320
2016Q3 | 15.05151 4.578033 7.411576
201604 | 15.05238 4.599318 7.416202
Tabulka ¢. 2 Simulacni predpovédi sledovanych velicin

Hodnoty ptedpovédi jednotlivych veli¢in jsou vidét v tabulce ¢. 2, pro lepsi pfehled jsem
Vv tabulce nechala pozorovéni i za rok 2013.

4 ZAVER
V této praci jsem zkoumala souvislosti mezi vyvojem zéakladnich makroekonomickych

veli¢in, a to hrubého domaciho produktu Spojenych statii, miry inflace, miry nezaméstnanosti
a svétové ceny ropy a vyvojem hodnot indexu S&P 500. Index S&P 500 je spravovan komisi
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pro index S&P spolecnosti Standard and Poor’s a je pozorné sledovan investory na celém
svete jako ukazatel americkych akcii velkych spolecnosti. Hlavnimi sektory indexu S&P 500
jsou informac¢ni a technologicky sektor, financnictvi, energeticky sektor, zdravotnictvi a
primysl, z nichz kazdy predstavuje 11% az 18% indexu. Mensi sektory zahrnuji podniky
vetejnych sluzeb a zpracovatelské podniky, z nichz kazdy predstavuje méné nez 4% indexu.

Analyza byla provedena v ekonometrickém softwaru EViews 8 a probihala v nékolika
krocich, cilem bylo ovéfit hypotézu o existenci kratkodobych vztaht mezi sledovanymi
veli¢iny. Vzhledem ktomu, ze kexistenci vztahu mezi Casovymi fadami potiebujeme
zamitnout hypotézu o stacionarité ¢asovych fad makroekonomickych vele¢in, v prvni fadé byl
na vstupni data aplikovan test jednotkového kofene. Po zjisténi fadu integrace jednotlivych
¢asovych fad pomoci rozsifeného Dickey-Fulleriva (ADF) testu byla z analyzy vytfazena
proménnd mira inflace, jelikoz se tato veli¢ina ukdzala ve zkoumaném obdobi jako
stacionarni. Vzhledem K nestacionarité¢ casovych fad makroekonomickych veleéin byla
ekonometricka analyza provedena pomoci vektorového autoregresniho modelu (VAR), kde
maximalni délka zpozdéni byla zjisténa pomoci piredbézného kroku ve formée linearni regrese.
Po provedeni diagnostiky modelu byl vychozi model povazovan za nekvalitni vzhledem
k tomu, ze se vyskytovala heteroskedasticita, a tak na zakladé uvazovani autorky byla
z modelu vyfazena mira nezaméstnanosti. Modifikovany model se prokazal jako uspokojivy a
v dal$im kroku byla zkoumana Grangerova kauzalita mezi proménnymi modelu, kde bylo
zjisténo, ze cena ropy a hodnota indexu S&P 500 kauzaln¢ v Grangerové smyslu piisobi na
vyvoj HDP a ptfidanim téchto velein do modelu dostaneme kvalitnéj$i odhad. Obdobné pro
hodnotu indexu S&P 500 plati, ze cena ropy kauzaln¢ v Grangerové smyslu ptisobi na vyvoj
S&P 500 a pridanim této velec¢iny do modelu zkvalitnime odhad. U ceny ropy nebyla zjiSténa
kauzalita ani sjednou proménnou. Na zakladé toho jsem udélala zavér, ze model je
uspokojivy a lze podle né&j ptedpovidat vyvoj jednotlivych veli¢in v kratkém obdobi, takze
v dal$im kroku byly nasimulované stochastické predpovédi do konce roku 2016.

Na zavér bych zminila, ze predlozena analyza prokazala existenci kratkodobych vztahti mezi
hodnotou indexu S&P 500 a hrubym domacim produktem a cenou ropy, existence
dlouhodobych vztaht ale ovéfena nebyla. Je ziejmé, Ze hodnota indexu S&P 500 nemize byt
zéavisla pouze na makroekonomickych veli¢inach a pti dalsim vyzkumu je tieba brat v potaz
dalsi faktory.
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ANALYZA CISTYCH PRIJMOV KRAJIN V4 V POROVNANI
S KRAJINAMI EU

ANALYSIS OF NET INCOME V4 COUNTRIES COMPARED TO THE
EU COUNTRIES
Brian Kinig'

Abstrakt

Clanok sa zaobera disparitou Zivotnej Grovne vyjadrenej prostrednictvom &istého roéného
prijmu obyvatel'a. Prijmové nerovnosti st porovnavané v ramci krajin V4 a krajin Eurdpskej
unie. Prispevok tiez poukazuje na nevhodnost pouzitia priemernych hodndt, ktoré
nevyjadruju reprezentativnu hodnotu prijmu jednotlivca, nakol’ko kvoli extrémnym hodnotadm
maju tendenciu nadhodnocovat’ realitu. V ramci porovnania jednotlivych krajin je zohl'adnena
odli$na cenova hladina, ktora je vyjadrena prostrednictvom parity kupne;j sily.

KUlucové slova: parita kupnej sily, prijmovd nerovnost, Lorenzova Krivka, cisté prijmy,
medidan

Abstract

The article deals with the disparity of living standards expressed as net annual income per
capita. Income inequalities are compared within the V4 countries and the European Union.
The contribution also emphasizes the inappropriateness of average values, which do not
represent the representative value of the income of the individual, due to the extreme values
tend to overestimate the reality. Within-country comparison is reflected different price level,
which is expressed through purchasing power parity.

Keywords: purchasing power parity, income disparity, Lorenz curve, net income, median

1 UVOD

Zivotna troveti takmer kazdého z nas zavisi od uréitych ukazovatel'ov. Jednym z klai¢ovych
indikatorov vplyvajucich na blahobyt jednotlivca (resp. domacnosti) je jeho prijem, ktory
determinuje mnohé aspekty Zivota, predovsetkym nasu spotrebu a jej Struktaru. Ciel'om tohto
prispevku je porovnat’ Cisty prijem krajin vySehradskej $tvorky (V4) s krajinami eurdpskej
unie (EU) resp. eurozony (EZ) a poukazat’ na disparity Zivotnej Grovne medzi nimi. K tomu,
aby sme zohl'adnili aj rozdiely v cenovych hladinach v jednotlivych krajinach pouzijeme aj
udaje prepocitané na zaklade parity kupnej sily (PKS). Parita kiipnej sily reprezentuje akysi
teoreticky vymenny kurz medzi dvoma krajinami, ktory zohladiiuje aj cenovli hladinu
porovnavanych krajin. Takto prepocitany prijem nam poukaze na kipyschopnost’ obyvatel'ov
V porovnani s inymi $tatmi.

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ilohy VEGA ¢. 1/0285/14 "Regionalne modelovanie
ekonomického rastu krajin EU s dérazom na metody priestorovej ekonometrie™
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2 KOMPARACIA KRAJIN V4 S PRIEMEROM EU A EZ

Slovensko z pohladu ¢istého ro¢ného prijmu zaznamenava od roku 2005 rastice tendencie,
okrem roku 2012 kedy doslo k miernemu poklesu. V roku 2005 bola SR v ramci krajin V4
V podstate na poslednej prieCke spolu s Pol'skom a poc¢as nasledujucich rokov predbehla
Mad’arsko a dostala sa na druht priecku.

Obrazok ¢.1 — Rozdelenie priemerného ¢istého ro¢ného prijmu podl'a jednotlivych krajin, euro
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Zdroj: Vlastné vypracovanie na zaklade udajov z Eurostatu

Napriek tomu, ze vramci krajin V4 si SR v oblasti priemerného ¢istého ro¢ného prijmu
nevedie az tak zle, v porovnani s priemerom EU resp. EZ nedosahuje ani polovicu priemeru
krajin tychto zoskupeni. V ramci krajin EU bol priemerny roény ¢isty prijem v roku 2013 na
urovni zhruba 17 700 eur a v krajinach EZ 19 900 eur, avSak v SR iba necelych 7 300 eur, ¢o
predstavuje priblizne 41% priemeru krajin EU a 36,5% priemeru krajin EZ. Treba si
uvedomit, Ze priemerny prijem jednotlivca by bol reprezentativnym ukazovatelom v pripade,
ze prijmy obyvatel'stva by boli rovnomerne rozdelené. K zisteniu rozdelenia prijmov sluzi
Lorenzova krivka.

Obrazok ¢.2 — Lorenzova krivka za rok 2012, vymeriavacie zaklady zamestnancov v SR
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Zdroj: Vlastné prepocty na zaklade idajov zo Socialnej poistovne SR.
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Usetka pod 45 stupiovym uhlom reprezentuje dokonale rovnomerné rozdelenie prijmov
a Lorenzova krivka vyjadruje skutocné rozdelenie prijmov. Na nerovnomernost’ prijmov
poukazuje vzdialenost’ medzi Lorenzovou krivkou a use¢kou pod 45 stuptiovym uhlom. Cim
je tato vzdialenost’ védc¢Sia, tym je rozdelenie prijmov v danej krajine nerovnomernejsie. Na
obrazku ¢.2 horizontalna os vyjadruje kumulativne percento pracujlicej populacie a vertikalna
os kumulativne percento prijmov, ktoré pracujuca sila vytvorila. Z grafu je zrejmé, ze dolnych
50% zamestnancov vytvara priblizne 28% celkovych vytvorenych prijmov a 50% celkovych
prijmov je vytvorenych dolnymi 75% pracujucej populacie. Na zdklade tejto skuto¢nosti
mozno povedat’, ze rozdelenie prijmov v SR bolo v roku 2012 nerovnomerné (k podobnym
zaverom vedu vysledky aj z ostatnych rokov). Z uvedeného vyplyva, Ze median mzda bude
vyrazne niz$ia ako priemerna mzda. Preto sme za Ucelom analyzy a komparécie rozhodli
porovnat’ medidn ro¢ného ¢istého prijmu.

Obrazok ¢.3 — Porovnanie priemeru a medianu ¢istého roéného prijmu podl'a jednotlivych krajin, euro, rok 2013
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Zdroj: Vlastné vypracovanie na zaklade udajov z Eurostatu

Z obrazku ¢.3 mozno konStatovat, Ze najnizSie relativne nerovnosti medzi priemernou
amedian vyskou Cistého ro¢ného prijmu su v SR av Rakusku. Uvedené ilustruje aj
nasledujuce tabul’ka.

Tabul’ka ¢.1 — podiel medianu a priemeru ¢istého ro¢ného prijmu v rokoch 2005, 2009, 2013

Country/year 2005 2009 2013
European Union (27 countries) 0,87 0,87 0,87
Euro area (18 countries) 0,88 0,87 0,87
Czech Republic 0,87 0,88 0,88
E;gr)]any (until 1990 former territory of the 0.90 0.88 0.87
Hungary 0,88 0,91 0,88
Austria 0,90 0,90 0,91
Poland 0,83 0,85 0,86
Slovakia 0,91 0,90 0,93

Zdroj: vlastné prepoéty na zaklade udajov z Eurostatu
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2.1 Komparacia krajin V4 s krajinami EU a EZ pri zohPadneni PKS

Treba si uvedomit’, ze kapyschopnost’ obyvatel'stva danej krajiny nie je determinovand iba
samotnou vySkou prijmu, ale aj vySkou cenovej hladiny v jednotlivych krajinadch. Napriek
vac§ina z nich ma vysSie ceny ako tovarov, tak isluzieb. Tento fakt Ciastocne znizuje
disparity v kupyschopnosti obyvatel'stva jednotlivych krajin a tym aj v Zivotnej Grovni.

Obrazok ¢.4 — Rozdelenie priemerného €istého roéného prijmu podla jednotlivych krajin, euro, zohl'adnenie
PKS
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Zdroj: Vlastné vypracovanie na zaklade udajov z Eurostatu

Obrazok ¢.4 ndm déava trochu iny pohlad na kupyschopnost obyvatelstva. V pripade
porovnania iba vySky prijmu bola situacia v SR v roku 2013 vyrazne lepSia ako v Pol'sku.
Avsak pri zohl'adneni cenovej hladiny v jednotlivych krajinach prostrednictvom PKS vidime,
ze ktuipyschopnost’ obyvatel’stva je veI'mi podobna. Uvedeny fakt je v dosledku nizsej cenove;j
hladiny v Pol'sku ako v SR. Rovnako aj disparity medzi krajinami V4 a vyspelejSimi
zapadnymi Statmi  (Nemecko a Rakusko) nadobidaji menSi stupeil nerovnosti
v kupyschopnosti prijmu, ako tomu bolo v pripade bez zohl'adnenia PKS. Na tato skuto¢nost’
poukazuje aj nasledujuci graf.

Obrazok ¢.5 — Podiel mediana cistych roénych prijmov krajin V4 a Rakuska vyjadreného v PKS na mediane
Cistého prijmu Nemecka v PKS
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Zdroj: Vlastné vypracovanie na zaklade udajov z Eurostatu

Z obrazku ¢€.5 je zrejmé, Ze Zivotna Uroven vyjadrend vyskou Cistého prijmu zohl'adniujiceho
PKS v SR pocas uplynulych rokov 2005 — 2013 zaznamenala rychlejsi rastici trend
Vv porovnani s Nemeckom. To znamena, Ze rast medianu Cistych prijmov v SR bol ¢iasto¢ne
rychlejsi ako v pripade Nemecka. Mierne rastici trend zaznamenalo aj Pol'sko. Relativne
podobna troven rastu mediana &istych prijmov ako v Nemecku bola zaznamenana
v Madarsku, Cesku a v Raktsku.

Tabulka ¢.2 — Podiel medianu ¢istych roénych prijmov krajin V4 a Rakuska vyjadreného v PKS na mediane
¢istého prijmu Nemecka v PKS v rokoch 2005, 2009, 2013

2005 - 2009 - 2013 -
Country/year 2005 PKS 2009 PKS 2013 PKS
Séﬁihbnc 0.26 0.49 0.39 0.56 0.39 0.55
Hungary 0.21 0.36 0.25 0.38 0.23 0.39
Austria 1.08 1.10 1.10 1.08 1.13 1.08
Poland 0.15 0.30 0.27 0.41 0.26 0.47
Slovakia 0.17 0.25 0.31 0.44 0.34 0.49

Zdroj: vlastné prepoéty na zaklade udajov z Eurostatu

Z tabul’ky ¢.2 vidiet, ze v krajindich V4 median Cistého prijmu vyjadreny v PKS medzi rokmi
2005 a2009 rastol rychlejsie ako v Nemecku. Pravdepodobne to bolo v dosledku
rychlejSieho rastu miezd ako inflacie v porovnani s Nemeckom. Tiez je mozno sledovat, ze
napr. v roku 2013 podiel medianu ¢istého prijmu v SR na mediane Nemecka bol zhruba na
urovni jednej tretiny (34%), avSak pri zohladneni cenovej hladiny v oboch krajinach

a vyjadreni pomocou PKS bola kiipyschopnost’ obyvatelov Nemecka zhruba dvojnasobna
(49%).

3 ZAVER

Cielom prispevku bolo poukazat’ na prijmové rozdiely krajin V4 a s krajinami EU resp. EZ.
Z vysledkov mozno konStatovat, ze vyspelé¢ zépadné krajiny dosahuji vyrazne vysSiu
prijmovu Uroven v porovnani s krajinami V4. Nakol'ko v8ak cenova hladina v krajinach V4 je
do zna¢nej miery nizSia rozdiel v kupyschopnosti obyvatel'ov krajin V4 a vyspelych krajin
EU sa znizuje. Prikladom méze byt porovnanie prijmu obyvatelov SR a Nemecka, kde za rok
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2013 bol median ¢istého ro¢ného prijmu priblizne tri krat vys$si ako v SR, avSak pri
zohl'adneni cenovych hladin bol tento rozdiel ,,iba* dvojnasobny.
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ANALYZA VZTAHU AMERICKEHO A SINGAPURSKEHO DOLARU

THE ANALYSIS OF THE RELATIONSHIP OF US DOLLAR AND
SINGAPORE DOLLAR

Elena Kuchina, Michaela Ticha

Abstrakt:

Pfedmétem clanku je zkoumani vztahu ménovych kurzii amerického dolaru vic¢i euru
a singapurského dolaru vuci euru. Nejprve byla testovana stacionarita. Z vysledki vyplynulo,
ze oba procesy jsou I(1), byla testovana kointegrace, kterd je zjevna z grafu kiivek.
Kointegrace byla prokazana a byl sestrojen vektorovy model korekce chyby. Na zavér bylo
dokézano, ze americky dolar kauzaln€ ptisobi v Grangeoveé smyslu na singapursky dolar.

Klicova slova: kointegrace, singapursky dolar, americky dolar, Grangeova kauzalita

Abstract:

This paper deals with the analysis of the relationship between the exchange rate of US dollar
and the exchange rate of Singapore dollar. Firstly, the stacionarity was tested and proved.
Both exchange rates are 1(1) and the cointegration was tested and proved. Subsequently, the
vector error correction model was constructed. Finally, the Granger causality was confirmed.

Keywords: cointegration, Singapore dollar, US dollar, Granger causality

1 UVOD

Clanek se zabyva asovymi fadami ménovych kurzii. Jedna se o kvartalni data z let 1999Q2
az 2012Q4 a kurz singapurského dolaru vii¢i euru vs. kurz amerického dolaru vici euru. Data
jsou testovany pomoci software Eviews 5. Zajimame se o to, jestli je mezi ménovymi kurzy
n¢jaky vztah, at’ uz kratkodoby ¢i dlouhodoby. Podivejme se nejprve na graf.
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Obrazek 1: graf ménovych kurzi viici EUR v letech 1999Q2-2012Q4

2 TYP DAT

Na obrazku vidime, Ze fady ptesné kopiruji veskeré body zvratu a vSe naznacuje tomu, ze by
mezi fadami mohl byt néjaky vztah. Nejprve jsme pomoci ADF testu jednotkového kotenu
zjistovali, zda jsou fady stacionarni. Vysledky lze nalézt v Priloze 1.

Pro singapursky dolar ziskame testovou statistiku -1,21, ktera odpovida p-hodnoté 0,66,
vysledky viz Priloha 1. Nelze tedy zamitnout jednotkovy kotfen na 5% hladiné vyznamnosti.
Predpokladame, Ze tada kurzu singapurského dolaru neni stacionarni, dale jsme fadu
zdiferencovali a znovu otestovali. Vysledky lze nalézt v Priloze 2.

Nyni dostaneme testovou statistiku -5,45 odpovidajici p-hodnoté 0,00 a Ize tedy bez
pochybnosti zamitnout hypotézu o jednotkovém kotené na 5% hladin¢ vyznamnosti. Pokud
pfejdeme k prvnim diferencim, je jiz fada stacionarni, jednd se tedy o integrovany proces
fadu 1: 1(1).

Dale provedeme ADF test pro americky dolar. Vystup lze nalézt v Priloze 3. Ziskdme
testovou statistiku -1,63 odpovidajici p-hodnoté 0,46 a nelze tedy zamitnout jednotkovy kofen
na 5% hladin¢ vyznamnosti. Pfedpoklddame nestacionaritu.

Radu amerického dolaru opét diferencujeme a zopakujeme ADF test. Vysledky lze nalézt
V Priloze 4. Nyni jiz dostaneme testovou statistiku -5,67, ktera odpovida p-hodnoté 0,00 a lze
zamitnout jednotkovy kofen na uvazované hlading vyznamnosti. Rada kurzi amerického
dolaru je takeé I1(1).
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3 MODEL

Dale nas zajimd, zda existuje mezi fadami néjaky kointegra¢ni vektor, resp. chceme nalézt
linearni kombinaci danych ménovych kurzu tak, aby vysledkem byl stacionarni proces.

Zjistime, zda je mezi fadami kointegrace. Nejprve udélame orientacné statickou regresi
Y= Xe+ Uy,

kde jako Y; pouzijeme americky dolar a X; singapursky dolar. Potfebujeme, aby u; - 1(0).
Podivame se tedy na korelogram rezidui, ktery Ize nalézt v Priloze 5, a snadno pozname fadu
AR(1). Vybérova autokorelacni funkce exponencialné klesa a vybérova parcialni
autokorelacni funkce je vyznamna jen u prvniho zpozdéni. Jedna se tedy o stacionarni proces.
Tim jsme prokézali kointegraci mezi procesy.

Zkonstruujeme jest¢ Johansentv test kointegrace. Jeho vysledky lze nalézt v Priloze 6. Z testu
rovnéZ vidime, ze na hladin¢ vyznamnosti 5% zamitame, ze mezi danymi kurzy neni Zadny
kointegracni vektor, ale nezamitame, ze je maximalné¢ jeden (coz v tomto piipadé dvou
proménnych mtize byt nejvyse jeden). Nas zavér je tedy spravny, kurzy jsou kointegrovany.

Miuizeme tedy ud¢lat piisluSny vektorovy model korekce chyby. Vysledky lze nalézt
V Priloze 1.

Zkontrolujeme nejprve ptredpoklady modelu. Ud€lame test heteroskedasticity. Vysledky lze
nalézt v Priloze 8. Rezidua modelu jsou homoskedasticka (nezamitame homoskedasticitu).

Dale provedeme Portmanteau test autokorelace, jehoz vysledky lze nalézt v Priloze 9.
Rezidua modelu jsou nekorelovana (nezamitame nekorelovanost).

Nakonec udélame Cholesky test normality, jeho vysledky lze nalézt v Priloze 10. Rezidua
modelu maji normalni rozd€leni (nezamitdme normalitu).

Sestrojeny model spliuje ptedpoklady.

4 VYSLEDKY

Vytvoftili jsme vektorovy model korekce chyby. Oznafime opét americky dolar jako Y: a
singapursky dolar jako X;, dale prvni diferenci jako D_X;, resp. D_Y: ZapiSeme vysledny
model korekce chyby:

DY _ —0,599
[D—Xt] - [ ] + [_0’561] ( - OP008 *T + Yt—l - 0;4'40 Xt—l) +
[0,853 —0,472] [D_Yt_l] N [ult]

D Xi 4 Uzt

Oznacené hodnoty jsou nevyznamné, vSechny zbylé neoznacené hodnoty jsou v modelu
vyznamné, coz jsme zjistili na zaklad¢ spoctené kritické hodnoty t-rozdéleni.
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Kointegracni vektor byl apriorn¢ zkonstruovan tak, aby jeho prvni slozka byla

[— 0 ,1440]
jednotkova.

Prokazali jsme tedy dlouhodoby vztah mezi kurzem singapurského dolaru a amerického
dolaru analezli jsme kointegra¢ni vektor. Zkonstruovali jsme model korekce chyby. Je
zjevné, ze singapursky dolar je navazan na americky dolar.

Na zavér jeste¢ budeme zkoumat, zda na sebe ménové kurzy vzajemné kauzalné pusobi.
Provedeme test Grangerovy kauzality, jehoz vysledky mlizeme najit v Priloze 11. Testova
statistika pro hypotézu, ze americky dolar kauzalné neptisobi na singapursky dolar, je 5,75,
coz odpovidd p-hodnoté 0,02. Lze tedy zamitnout nulovou hypotézu na 5% hladiné
vyznamnosti.

Testova statistika pro hypotézu, zZe singapursky dolar kauzalné neptisobi na americky dolar, je
0,86, coz odpovida p-hodnoté 0,35. Nulovou hypotézu tedy nelze zamitnout na 5% hladiné
vyznamnosti.

Mezi ménovymi kurzy je jednosmérna kauzalita, a to, Ze americky dolar kauzalné pusobi
v Grangeové¢ smyslu na singapursky dolar. To tedy znamend, Ze americky dolar zlepsi
predpovéd’ singapurského dolaru a ptisobi tedy jako jakasi predzvést pohybu kurzu.

Po definovani kauzalni zavislosti v Grangeroveé pojeti Ize ptejit k ,,Impulse-response* analyze
a prozkoumat, jakou reakci v jedné ¢asové fadé€ vyvolava impuls v jiné Casové fadé.

V ramci ,Impulse-Response analyzy byla zkoumana reakce singapurského dolaru na
jednotkovy exogenni Sok v ptipadé amerického dolaru. Intervaly spolehlivosti pro VEC
model byly konstruovany pomoci JmulTi' software umoziiujici vyuZiti bootstrappingu pro
konstrukci intervald spolehlivosti, kde bylo pouzito 10 000 replikaci.

Z obrazku 1 je patrné, Ze proménna X; reaguje na Sok v proménné Y; na tplném zacatku pomérné
siln€, pak reakce klesa, po Sestém obdobi se blizi nule.

VECM Orthogenal Impulse Responses
Yto—> Xt

Obrazek 2: Impulse-Response" analyza

! http://Amww.jmulti.de/ Time series analysis with Java
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5 ZAVER

Prozkoumali jsme vz4jemné vztahy mezi americkym a singapurskym dolarem. Prokazali jsme
mezi kurzy dlouhodoby vztah a zkonstruovali jsme pfislusny model. Zavérem jsme prokézali,
ze americky dolar pasobi kauzaln¢ v Grangeové smyslu na singapursky dolar, coz ndm muze
pomoci pii predpovédich ménového kurzu singapurského dolaru. Prace byla ukoncena
konstrukci ,, Impulse-Response* funkce.
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PRILOHY

Priloha ¢. 1

Null Hypothesis: SINGAPORE_DOLLAR has a unit root

Exogenous: Constant

Lag Length: 1 (Automatic based on SIC, MAXLAG=10)

t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic -1.218428 0.6600
Test critical values: 1% level -3.560019
5% level -2.917650
10% level -2.596689
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(SINGAPORE_DOLLAR)
Method: Least Squares
Date: 11/12/13 Time: 18:38
Sample (adjusted): 1999Q4 2012Q4
Included observations: 53 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
SINGAPORE_DOLLAR(-1) -0.050155 0.041164 -1.218428 0.2288
D(SINGAPORE_DOLLAR(-1)) 0.329440 0.136855 2.407220 0.0198
C 0.092021 0.077682 1.184586 0.2418
R-squared 0.111358 Mean dependent var -0.003517
Adjusted R-squared 0.075812 S.D. dependent var 0.059516
S.E. of regression 0.057215  Akaike info criterion -2.829060
Sum squared resid 0.163678  Schwarz criterion -2.717534
Log likelihood 77.97009  F-statistic 3.132813
Durbin-Watson stat 2.019816  Prob(F-statistic) 0.052260
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Priloha 2

Null Hypothesis: SINGAPORE has a unit root

Exogenous: Constant

Lag Length: O (Automatic based on SIC, MAXLAG=10)

t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic -5.449722 0.0000
Test critical values: 1% level -3.557472
5% level -2.916566
10% level -2.596116
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(SINGAPORE)
Method: Least Squares
Date: 11/12/13 Time: 18:43
Sample (adjusted): 1999Q3 20120Q4
Included observations: 54 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
SINGAPORE(-1) -0.705496 0.129455 -5.449722 0.0000
C -0.002241 0.007794 -0.287502 0.7749
R-squared 0.363521 Mean dependent var 0.002346
Adjusted R-squared 0.351281 S.D. dependent var 0.070692
S.E. of regression 0.056938  Akaike info criterion -2.857388
Sum squared resid 0.168578  Schwarz criterion -2.783722
Log likelihood 79.14948  F-statistic 29.69948
Durbin-Watson stat 1.992928  Prob(F-statistic) 0.000001
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Priloha 3

Null Hypothesis: US_DOLLAR has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 5 (Automatic based on SIC, MAXLAG=10)

t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic -1.631802 0.4590
Test critical values: 1% level -3.571310
5% level -2.922449
10% level -2.599224
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(US_DOLLAR)
Method: Least Squares
Date: 11/12/13 Time: 18:44
Sample (adjusted): 2000Q4 2012Q4
Included observations: 49 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

US_DOLLAR(-1)  -0.063268  0.038772  -1.631802  0.1102
D(US_DOLLAR(-1)) 0.445782  0.144878  3.076944  0.0037
D(US_DOLLAR(-2)) -0.377291  0.152372  -2.476118  0.0174
D(US_DOLLAR(-3))  0.189035  0.160657  1.176634  0.2460
D(US_DOLLAR(-4)) -0.344648  0.150621  -2.288177  0.0272
D(US_DOLLAR(-5))  0.273297  0.146821  1.861429  0.0697

C 0.084287 0.047778 1.764124 0.0850
R-squared 0.331539 Mean dependent var 0.007990
Adjusted R-squared 0.236044  S.D. dependent var 0.056105
S.E. of regression 0.049038  Akaike info criterion -3.060859
Sum squared resid 0.101001  Schwarz criterion -2.790599
Log likelihood 81.99104  F-statistic 3.471810
Durbin-Watson stat 2.161546  Prob(F-statistic) 0.007075
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Priloha 4

Null Hypothesis: US has a unit root

Exogenous: Constant

Lag Length: 1 (Automatic based on SIC, MAXLAG=10)

t-Statistic Prob.*
Augmented Dickey-Fuller test statistic -5.668385 0.0000
Test critical values: 1% level -3.560019
5% level -2.917650
10% level -2.596689
*MacKinnon (1996) one-sided p-values.
Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(US)
Method: Least Squares
Date: 11/12/13 Time: 18:46
Sample (adjusted): 1999Q4 2012Q4
Included observations: 53 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
US(-1) -0.890141 0.157036 -5.668385 0.0000
D(US(-1)) 0.305418 0.134504 2.270703 0.0275
C 0.004087 0.007034 0.581088 0.5638
R-squared 0.401770 Mean dependent var 0.001034
Adjusted R-squared 0.377841 S.D. dependent var 0.064739
S.E. of regression 0.051064  Akaike info criterion -3.056533
Sum squared resid 0.130377  Schwarz criterion -2.945007
Log likelihood 83.99812  F-statistic 16.78996
Durbin-Watson stat 1.973089  Prob(F-statistic) 0.000003
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Priloha 5

Date: 11/12/13 Time: 17:33

Sample: 19990Q2 201204
Included observations: 55

Autocorrelation

Partial Correlation

AC

PAC

Q-Stat

Prob
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0.840
0.696
0.567
0.434
0.325
0.247
0.216
0.184
0.144
0.107
0.084
0.059
0.037
0.021
0.004
-0.012
-0.027
-0.039
-0.049
-0.057
-0.051
-0.039
-0.029
-0.019

0.840
-0.033
-0.033
-0.090
-0.008

0.024

0.108
-0.027
-0.053
-0.036

0.033
-0.007

0.001
-0.015
-0.026
-0.017
-0.000
-0.009
-0.009
-0.012

0.032

0.016

0.003
-0.003

40.978
69.638
88.994
100.56
107.20
111.09
114.13
116.38
117.80
118.60
119.10
119.35
119.46
119.49
119.49
119.50
119.56
119.69
119.90
120.19
120.42
120.57
120.65
120.69

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
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Priloha 6

Date: 11/12/13 Time: 19:33

Sample (adjusted): 1999Q4 20120Q4

Included observations: 53 after adjustments

Trend assumption: Linear deterministic trend (restricted)
Series: SINGAPORE_DOLLAR US_DOLLAR

Lags interval (in first differences): 1 to 1

Unrestricted Cointegration Rank Test (Trace)

Hypothesized Trace 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**
None * 0.327394 26.38318 25.87211 0.0432
At most 1 0.096248 5.363609 12.51798 0.5450

Trace test indicates 1 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level
* denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level
*MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values

Unrestricted Cointegration Rank Test (Maximum Eigenvalue)

Hypothesized Max-Eigen 0.05
No. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**
None * 0.327394 21.01957 19.38704 0.0288
At most 1 0.096248 5.363609 12.51798 0.5450

Max-eigenvalue test indicates 1 cointegrating eqn(s) at the 0.05 level
* denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level
*MacKinnon-Haug-Michelis (1999) p-values

Unrestricted Cointegrating Coefficients (normalized by b*S11*b=l):

SINGAPORE._ @TREND(99Q
DOLLAR US_DOLLAR 3)
8.855633 -20.13074 0.170574

-3.229293 2.721230 -0.080931

Unrestricted Adjustment Coefficients (alpha):

D(SINGAPORE

_DOLLAR) 0.027856 0.008773
D(US_DOLLAR
) 0.029779 0.000150
1 Cointegrating Equation(s): Log likelihood 206.5888

Normalized cointegrating coefficients (standard error in parentheses)
SINGAPORE_ US_DOLLAR @TREND(99Q
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DOLLAR 3)

1.000000 -2.273213 0.019262
(0.22859) (0.00283)

Adjustment coefficients (standard error in parentheses)
D(SINGAPORE

_DOLLAR) 0.246685
(0.06190)

D(US_DOLLAR
) 0.263709
(0.05400)

109



Priloha 7

Vector Error Correction Estimates

Date: 11/14/13 Time: 19:34

Sample (adjusted): 1999Q4 2012Q4
Included observations: 53 after adjustments
Standard errors in () & t-statistics in []

Cointegrating Eq: CointEql
US_DOLLAR(-1) 1.000000
SINGAPORE_DOLLAR(-

1) -0.439906
(0.05588)

[-7.87231]

@TREND(99Q2) -0.008473
(0.00073)

[-11.6746]

C -0.151522

D(US_DOLLA D(SINGAPOR
Error Correction: R) E_DOLLAR)
CointEql -0.599466 -0.560767

(0.12276) (0.14070)
[-4.88343]  [-3.98544]

D(US_DOLLAR(-1)) 0.853693 0.556490
(0.24658) (0.28263)
[ 3.46217] [ 1.96896]

D(SINGAPORE_DOLLAR
1)) -0.472404  -0.175580

(0.22534) (0.25828)
[-2.09645]  [-0.67979]

C -0.000665  -0.006376
(0.00639) (0.00732)
[-0.10411]  [-0.87062]

R-squared 0.394372 0.311188
Adj. R-squared 0.357293 0.269016
Sum sq. resids 0.096567 0.126872
S.E. equation 0.044393 0.050884
F-statistic 10.63591 7.378994
Log likelihood 91.95310 84.72034
Akaike AIC -3.318985 -3.046050
Schwarz SC -3.170283 -2.897349
Mean dependent 0.004681 -0.003517
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S.D. dependent 0.055375 0.059516
Determinant resid covariance (dof adj.) 1.65E-06
Determinant resid covariance 1.41E-06
Log likelihood 206.5888
Akaike information criterion -7.380710
Schwarz criterion -6.971781
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Priloha 8

VEC Residual Heteroskedasticity Tests: No Cross Terms (only levels and squares)
Date: 11/12/13 Time: 19:45

Sample: 19990Q2 201204
Included observations: 53

Joint test:
Chi-sq df Prob.
18.29779 18 0.4362

Individual components:

Dependent R-squared F(6,46) Prob. Chi-sq(6) Prob.
resl*resl 0.086174 0.722968 0.6332 4.567221 0.6004
res2*res2 0.128094 1.126326 0.3622 6.788958 0.3408
res2*resl 0.087744 0.737406 0.6222 4.650427 0.5894

112



Priloha 9

VEC Residual Portmanteau Tests for Autocorrelations

HO: no residual autocorrelations up to lag h
Date: 11/12/13 Time: 19:45

Sample: 1999Q2 2012Q4
Included observations: 53

Lags Q-Stat Prob. Adj Q-Stat Prob. df
1 0.486269 NA* 0.495621 NA* NA*
2 3.187057 0.5270 3.302322 0.5086 4
3 5.854724 0.6635 6.130049 0.6327 8
4 8.207495 0.7687 8.674882 0.7304 12
5 10.65930 0.8300 11.38208 0.7853 16
6 15.74979 0.7320 17.12242 0.6450 20
7 18.11742 0.7973 19.85034 0.7053 24
8 22.00711 0.7810 24.43153 0.6586 28
9 23.79353 0.8518 26.58336 0.7372 32

10 28.77930 0.7983 32.72861 0.6250 36
11 30.91458 0.8482 35.42314 0.6763 40
12 38.70350 0.6975 45.49173 0.4097 44

*The test is valid only for lags larger than the VAR lag order.

df is degrees of freedom for (approximate) chi-square distribution
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Priloha 10

VEC Residual Normality Tests

Orthogonalization: Cholesky (Lutkeponhl)
HO: residuals are multivariate normal

Date: 11/12/13 Time: 19:45
Sample: 19990Q2 201204
Included observations: 53

Component Skewness Chi-sq df Prob.
1 -0.186586 0.307526 1 0.5792
2 -0.086289 0.065771 1 0.7976
Joint 0.373298 2 0.8297
Component Kurtosis Chi-sq df Prob.
1 2.621271 0.316754 1 0.5736
2 2.792147 0.095406 1 0.7574
Joint 0.412160 2 0.8138
Component  Jarque-Bera df Prob.
1 0.624280 2 0.7319
2 0.161178 2 0.9226
Joint 0.785458 4 0.9404
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Priloha 11

Pairwise Granger Causality Tests
Date: 11/14/13 Time: 19:16
Sample: 19990Q2 201204

Lags: 1
Null Hypothesis: Obs F-Statistic Probability
US_DOLLAR does not Granger Cause

SINGAPORE_DOLLAR 54 5.75069 0.02018
SINGAPORE_DOLLAR does not Granger Cause

US DOLLAR 0.86845 0.35578
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TEORETICKY VYVOJ DSGE MODELOVANIA

THEORETICAL EVOLUTION OF DSGE MODELING!

Patrik Kupkovi¢, Martin Benkovi¢

Abstrakt

Systematické Stadium obchodnych cyklov zaznamenalo obrovsku popularitu v poslednych
tridsiatich az Styridsiatich rokoch. Zaciatkom sedemdesiatych rokov minulého storocia sa
metody pouzivané na S$tadium obchodnych cyklov rapidne zmenili. V novej klasickej
revolucii, ako nazyvaju ekonémovia obdobie kedy Robert E. Lucas prisiel so svojou pracou,
sa do popredia v §tudii obchodnych cyklov dostali nastroje tedrie konkurencnej rovnovahy.
Zaciatkom osemdesiatych rokov minulého storoCia nastal d’al$i dolezity zlom v chapani
obchodnych cyklov. Bol to néastup redlnych hospodarskych cyklov (RBC), ktoré prezentovali
Kydland a Prescott. V obdobi dalSich tridsiatych rokov, makro ekonomovia presli od
modelov raciondlnych ocakdvani a RBC modelov az ku komplexnym dynamickym
stochastickym modelom vS§eobecnej rovnovahy (DSGE).

KUPucové slova: obchodné cykly, makroekonomické skoly, DSGE modelovanie

Abstract

Systematic study of business cycles experienced huge popularity in last thirty to forty years.
At the beginning of seventies of last century methods used for study of business cycles has
changed. In the new classical revolution as economists call the period when Robert E. Lucas
published his study to the forefront in the study of business cycles given the tools of
competitive equilibrium theory. At the beginning of eighties have been the turning point in
the business cycles. It was the beginning of real business cycles (RBC) which presented
Kydland and Prescott. In the period of thirties macroeconomist move from rational
expectations models and RBC models to the general complex dynamic stochastic general
equilibrium models.

Keywords: business cycle, macroeconomical schools, DSGE modelling

1 VYVOJOVE ETAPY DSGE MODELOVANIA

Obchodné cykly sktimaja pri¢iny anasledky opakujacich sa expanzii a kontrakcii
v agregovanej ekonomickej aktivite, ktoré sa objavuji vo viacerych industrializovanych
ekonomikéch.

1.1 Dvadsiate roky 20. storocia

V dvadsiatych rokoch boli redlne tedrie vedicimi tedriami. Ekondomovia pouZivali
mikroekonomické nastroje, aby sa naucili o agregovanych pohyboch v dopyte a ponuke na
trhoch tovarov asluzieb a vyrobnych faktorov. Avsak v tridsiatych rokoch mala Velka
depresia dramaticky efekt na vyskum obchodnych cyklov. Ekondémovia zacali verit, Ze
mikroekonomicka teoéria je neadekvatny pristup k chapaniu obchodnych cyklov. Realne

! Tento prispevok bol podporovany projektom pre mladych ugitefov, vedeckych pracovnikov a doktorandov v

dennej forme Stadia 1-14-103-00. Analyza previazanosti fiSkalnych politik krajin Europskej unie.
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faktory boli tym padom menej preferované a vicsia vaha sa prikladala monetarnym vplyvom
a psychologii domacnosti a firiem. Riadenie ekonomiky vladou bolo nie len ziaduce, ale aj
nevyhnutné.

1.2 Vzostup a pad keynesianskeho pristupu

Vzostup keynesianskeho pristupu do pozicie ortodoxnej tedrie v makroekondmii znamenal
takmer polstoro¢né odmlcanie sa rovnovaznych tedrii v modelovani obchodnych cyklov.
Nasledné zlyhanie makroekonometrickych modelov keynesovského typu v sedemdesiatych
rokov je spité s revoluciou, v podobe teorie racionalnych ocakavani, ktoru zacal vo svojej
praci Lucas (1976). Prave tato teoria si logicky vyzadovala analyzu vSeobecnej rovnovahy.
Kydland a Prescott (1982) a Long a Plosser (1983) ako prvi ilustrovali pozoruhodne tento
pristup. Zostavili model obchodného cyklu s vyc¢istenymi trhmi, so Ziadnymi monetarnymi
faktormi a zZiadnym racionalnym postavenim pre vladu. Ako Rebelo (2005) pise vo svojej
praci Kydland a Prescott prisli hned s tromi revoluénymi myslienkami. Prva je myslienka, ze
na obchodné cykly sa moézeme pozerat' cez dynamické modely vSeobecnej rovnovahy. Tieto
modely zahfniaju agentov, ktori funguju na konkuren¢nych trhoch a formuji racionédlne
ocakéavania o budticnosti. Druha myslienka je, ze je mozné spojit’ dokopy teériu obchodnych
cyklov a tedriu rastu. Obchodné cykly vo vyspelych ekonomikach musia byt konzistentné
s vlastnostami dlhodobého rastu (Tab. ¢.1). Tretia idea je, Ze mozeme ist’ d’alej ako je len
kvalitativne porovnanie modelov s makroekonomickymi faktami. Dany model moézeme
kalibrovat’ s vyuzitim informécii z mikroekonomickych stadii a dlhodobych vlastnosti
ekonomiky. Tieto kalibrované modely mézeme pouzit na generovanie modelovych dat
a porovnat’ ich s aktudlnymi datami.

Tab. ¢.1
Zmeny vo vystupe na osobu Ekonomicky rast Obchodny cyklus
Vzhl'adom na zmeny 13 0
v kapitaly
Vzhl'adom na zmeny v praci 0 2/3
Vzhl'adom na zmeny 2/3 13

v produktivite

Zdroj: Cooley(1995).

1.3 Osemdesiate roky 20. storocia

Koncom osemdesiatych rokov nastala kontroverzna situacia v oblasti RBC modelov ako
poznamenali King a Rebelo (2000). Jednoduché rovnovazne modely, v ktorych hlavnym
zdrojom fluktuacii su zmeny v celkovej produktivite faktorov generuju c¢asové rady
S podobnymi vlastnostami ako v skutocnych ekonomikach, ¢o sa tyka variability, korelacie
s vystupom a perzistencie. Napriek tomu, v literatire v tomto obdobi chybal dostatok
uspokojivého materialu, ktory by vysvetlil zakladny RBC model a jeho fungovanie.

1.4 Deviatdesiate roky 20. Storocia

Celé devitdesiate roky sa niesli presne v opatnom duchu. Pocas tejto dekady vzniklo
mnozstvo teoreticky 1 empiricky zameranych ¢lankov. RBC metodologia sa stala zékladnym
kamenom makroekonémie. V tom istom case mali ekondmovia obavy tykajuce sa
mechanizmu, na ktorom Standardné RBC modely funguja. Idea, ze obchodny cyklus je
sposobeny len velkymi a cyklickymi zmenami v produktivite bola spochybnena. Problémom
bolo, ze typicky odhadovany Solowov rezidual predpoklada niekedy aj 40% pokles. To sa
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zda pre vacsinu ekondémov nepravdepodobné. TerajSie Stidie opravuji Solowov rezidual
0 chyby v merani vstupov. Ide predovsetkym o zmeny vo vyuziti pracovného nasadenia v
praci a zmeny vo vyuziti kapacit. Tieto nové merania produkuji technologické Soky s viac
uveritelnymi vlastnostami. Rast produktivity moze byt tym padom aj negativny. Vysledkom
bolo, Ze st tieto Soky slabSie a menej volatilné. Avsak, spolu so zabudovanim spominanych
elementov produkuju prijatelné vysledky, tykajice sa ekonomickej aktivity. Je to mierny
odklon od tradi¢énych RBC modelov, ktoré vyzaduji vel’ké a volatilné Soky v produktivite.

1.5 Moderny pristup k DSGE modelovaniu

Prirodzeny vyvoj a prechod od RBC modelov k DSGE modelom zhrnul vo svojej praci
Villaverde (2009). Nova generacia vyskumnikov v oblasti obchodnych cyklov bola ddverne
oboznamena s nastrojmi zavedenymi Kydlandom a Prescottom ako napr. s rekurzivnymi
metddami a prirodzene zacali ocefiovat’ vysoku flexibilitu tychto nastrojov. Ak je znama
hodnotova funkcia v modeli s vyc¢istenymi trhmi a s plne flexibilnymi cenami, zavedenie
cenovych alebo mzdovych nepruznosti, pripadne inych trhovych nedokonalosti je iba d’alsi
jednoduchy krok d’alej. Rigidity sme nespomenuli ndhodne ako priklad modifikacie, ktora
mdzeme zahrnit’ do modelu. Vel'a makroekonémov si mysli, ze prave rigidity su zdkladnym
stavebnym kamefiom modernych DSGE modelov. Dalsim délezitym prvkom v DSGE
modeloch st peniaze. Od ¢ias Humeho ekonomovia veria, ze identifikovali monetarny
transmisny mechanizmus spdsobujuci ekonomické fluktuacie z kratkodobého hladiska za
ucasti cenovej alebo mzdovej nepruznosti. Praca Friedmana a Schwartzovej (1971) ako aj
dvadsat’pat’ rokov aplikacie VAR? modelov potvrdzuje, Ze ti o vidia peniaze ako zdroj
ekonomickych fluktuacii maju silné empirické zaklady. Predchadzajuce argumenty
potvrdzujlice potrebu penazi viedli ekondémov k zapracovaniu penazi aj do DSGE modelov.
Vyskumnici v tejto oblasti zistili, Ze na zapracovanie petiazi do DSGE modelu potrebujeme tri
zlozky. Za prvé potrebujeme monopolistickii konkurenciu. Bez trhovej sily, Ziadna firma
nema zaujem prisposobovat’ ceny, lebo pri danej urovni cien preda vSetko. Ak by ceny
zvysila, tak nepreda ni¢ a naopak, ak znizi ceny, tak sa pripravi o Cast’ trzieb. Monopolisticka
konkurencia mdze byt zapracovana r6znymi sposobmi, ale najpopularnejsi sposob je pouzit
Dixit-Stiglitz (1977). Toto prostredie sa ukazalo byt ve'mi jednoduché na pracu a prekvapivo
flexibilné. Za druhé, potrebujeme nejakym spdsobom zabezpecit’ existenciu penazi. Peniaze
vo funkcii uzitoénosti® alebo CIA* obmedzenie s zname spdsoby ako tento ciel’ dosiahnut’.
A po tretie, potrebujeme monetarnu autoritu, ktord bude spdsobovat’ nomindlne Soky
v ekonomike. Monetarne pravidla ako proces rastu penazi resp. Taylorovo pravidlo st bezné
sposoby modelovania monetarnej autority. Existuji eSte dve d’alSie extra oblasti, v ktorych sa
zvySuje vypovednd hodnota modelu. Na spomalenie resp. zosilnenie reakcie ekonomiky na
Sok, makroekondémovia vkladajit do modelov formovanie navykov v spotrebe, naklady
prispdsobovania investicii alebo zmeny vo vyuziti kapitalu. Nakoniec sa do modelu pridavaju
rozne typy Sokov: v investiciach, v preferenciach, v monetarnej alebo fiSkalnej politike atd’.
Technologické Soky su napriek tomu stale zivé a stale sa vracaju do centra zaujmu. Dokonca
aj dne$né moderné DSGE modely stale vyzaduji déleziti rolu pre technologické Soky.
Stochasticky neoklasicky rastovy model Kydlanda a Prescotta ukézal pozoruhodnt schopnost’
absorbovat’ vsetky tieto mechanizmy. Po prechodnej faze v devitdesiatych rokoch, v novom
tisicro¢i, sa model rozSireny o nominalne a redlne rigidity stal zdkladom aplikovanej prace.
DSGE modely boli dostato¢ne flexibilné pri replikovani dat a dostato€ne bohaté na to, aby sa

2 Vektorovo autoregresné modely.
¥ MIU — Money in utility function.
* CIA — Cash in advance.
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stali laboratoriami, v ktorych sa moze skumat’ hospodarska politika. Metody DSGE vyskumu
st dnes bezne aplikované v monetidrnej ekondmii, medzinirodnej ekonomii, verejnych
financiach, ekonoémii trhu prace a aktiv. Preto DSGE modely zacali pouzivat aj tvorcovia
hospodarskych politik v centralnych bankach a stali sa ich beznym kvantitativnym nastrojom.
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EKONOMETRICKA METODOL(')GI,A OD VSEOBECNEHO MODELU
KU KONKRETNEMU *!

GENERAL TO SPECIFIC ECONOMETRIC METHODOLOGY

Martin Lukacik

Abstrakt

Na tvorbu ekonometrického modelu ponuka sticasna ekonometria stratégie, ktoré sa odliSuju
vo vychodiskach a spdsobe konstrukcie modelu. Vznikli ako reakcia na kritiku klasického
pristupu, ktory bol az do sedemdesiatych rokov dvadsiateho storo¢ia konsenzom, Co sa tyka
teoretickych vychodisk a empirickej Specifikacie. Predmetom nasho zaujmu je pristup
londynskej ekonomickej skoly znamy ako postup od vSeobecného modelu ku konkrétnemu.

Krucové slova: chyby Specifikacie, neskreslenost, Konzistentnost, metodoldogia od
vSeobecného ku konkrétnemu modelu, program EViews

Abstract

The actual econometric modelling offers several modelling strategies, which differ in
theoretical foundations and the way of construction models. All of them were arisen as the
reaction for critics of the classical approach, which was consensus both the theoretical
foundation and the empirical specification of econometric modelling up to the 1970s. The
classical approach was then substituted by a number of prominent methods of empirical
research as the London School of Economics approach known as general to specific approach.

Keywords: specification errors, unbiasedness, consistency, general to specific methodology,
EViews software

1 TEORETICKE ODOVODNENIE PRISTUPU

Na podporu pristupu od vSeobecnej Specifikacie ku konkrétnej, ktorej zastancom je najma
Hendry (1995) si pripometime dva typy chyb $pecifikacie a ich rozdiely.

Najprv vsak odvod’me vztah medzi rezidualmi a hodnotami zavislej premenne;j:
e=y-y=y-Xp=y-X(X'X) X'y= (1 ~X(X'X) X )y =M,y (1)
a nasledne ziskame vztah medzi rezidudlmi a ndhodnymi zlozkami:
e =(I ~X(XTX) X )(X|3+u) =Xp+u-X(X'X) X'Xp-X(X'X) X'u=
=Xp+u-Xp-X(X'X) X'u=u-X(X'X) X'u=M,u.

Z oboch pripadov je zrejmé, Ze rezidual je linearnou kombinaciou nahodnych zloziek a rovnako
je aj linearnou kombinéciou pozorovani vysvetl'ovanej premennej

! Prispevok vznikol v ramci projektu VEGA 1/0595/11 "Analyza hospodarskych cyklov v ekonomikéch eurozény
(so zretel'om na Specifika slovenskej ekonomiky) s vyuzitim ekonometrickych a optimalizaénych metod"
2 HENDRY, D. F.: Dynamic Econometrics. Oxford University Press, 1995.
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Vratme sa k chybam Specifikacie a predpokladajme najskor model:
y =X,B, +u ajeho odhad y = X B, +e (2)
a nasledne model:
y =X, +X,B,+u ajehoodhad y = X,B, + X, B, +e (3)

kde X; je matica srozmermi n*(k;+1) a X, je matica s rozmermi n*(kp+1). Analyzujme
postupne dve situdcie:

1. Model (2) zodpoveda skuto¢nosti, ale odhadneme model (3),

2. Model (3) zodpoveda skutocnosti, ale odhadneme model (2).

Skor ako to urobime odvodime si vyrazy, ktoré sa nam zidu pri odvodzovani oboch pripadov.
Zapisme model (3) s oddelenymi maticami:

B
y=(X, xz)( "+ (4)
B,
ktorého estimator MNS mozZeme zapisat’ takto:
B, _ T - T
C=( %) (X X)) (% %)y (5)
B,
. . . -1
Na odvodenie vyrazov pre jednotlivé subvektory, (3) vynasobme M, =1-X, (XlTXI) X/
Mxly = MXlxlﬁl + Mxlxzﬁz + N[xle (6)

Zohladnenim vlastnosti matice M, , kde M, X, =0 a M, e=e dostaneme:
My =My X B, +e (7)
Vynéasobme tento vyraz maticou X} , pri¢om z vlastnosti MNS vieme, ze X}e=0:
XaMyy = XMy X o, + Xe =X, M, X f, ®)
Z tohto vyrazu vyjadrime ﬁz a nasledne analogicky vzt'ah plati aj pre |§1

ﬁz = (XzMxlxz )71 X;Mxly )
ﬁl = (XIMXZXl )_l XIszy

Uvazujme pripad, ked model (3) zodpoveda skuto¢nosti, ale odhadneme model (2), ¢o sa
moze stat’ v pripade metodologie od konkrétnej Specifikdcie ku vSeobecnejSej (pridavanie

premennych do modelu). Pre estimator ﬁl plati vzt'ah:

A -1 -1 -1 -1
B, :(XIXl) X7y :(XIXI) X; (X1B1+X2B2 +u):l31+(XIX1) X7 X,8, +(XIX1) Xiu
Ak pre tento vztah zapiSeme o¢akavant hodnotu, dostaneme:

E(ﬁl) B, + (XT ) XIX2E(52)+(XIX1) () B, + (XT )lXIX2E(Bz)¢B1

0
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ze estimator je skresleny a nekonzistentny, lebo skreslenie sa neredukuje s rastom vyberu.
Rezidualy su autokorelované, lebo premenna X, je sti¢astou nahodnej zlozky. Waldov test ani
F test nemo6zu byt’ pouzité (vyuziva sa odhad modelu bez ohrani¢eni), naproti tomu LM test sa
da pouzit' (vyuziva sa odhad modelu s ohrani¢eniami), ale neposkytne ziadnu informaciu
0 jednotlivych premennych v Specifikacii. Nedaju sa konstatovat’ zavery na zéklade odhadu.

Uvazujme druhy pripad, ked’ model (2) zodpoveda skutocnosti, ale odhadneme model (3), ¢o
sa moze stat’ v pripade metodologie vSeobecnej Specifikacie ku konkrétnej (vyluCovanie
premennych do modelu — vhodné pre dynamické modely).

Pre estimator ﬁl plati vzt'ah:

o T 1T T 1T T 1T

B, = (Xlszxl) XM, y= (XlMXZXl) X, M,, (Xlﬁl +u) =P, + (XIMXZX:L) X; My, u
Ak pre tento vztah zapiSeme oCakavanu hodnotu, dostaneme:

E (ﬁl) =B, + (XIMX2X1 )_1 XIsz E (“) =B, (10)

Pre estimator ﬁz plati vztah:
A T 1T T 1T
B, =(XoM X, ) X;M, y =(X;M, X, ) X]M, (X,B, +u)=

-1 -1 -1
=(XIMy X, ) X5 My X, B, +(XGM, X, ) XOM, u=(X]M, X, ) X]M, u
0
Ak pre tento vzt'ah zapiSeme ocakdvant hodnotu, dostaneme:
A -1
E(B,)=(XIMX,) X;M, E(u)=P, (12)
0

Ze oba estimatory su neskreslené a konzistentné. Rezidudly nie s autokorelované. Waldov
test aj F test mozu byt pouzité na najdenie spravneho modelu. MéZeme ocakavat, ze
premenné nepatriace do modelu a aj ich Statistiky su blizke 0.

Ak je v modeli viac premennych ako zodpoveda skuto¢nosti, odhady st len menej efektivne:
var(B,)=o*(XIM, X, )" 202 (X]X,) (12)

2 MODEL A UDAJE — PRAKTICKA APLIKACIA METODOLOGIE

Na skimanie si zvolime priklad, ktory na webe uvadza Perman (Lab Exercise 1)3, v ktorom sa
analyzuje spotreba vo Velkej Britanii. Ekonomicka teoria predpoklada dlhodoby vztah:

C, = a, Y/ we" (13)

kde C su realne spotrebitel'ské vydavky, Y predstavuje realny personalny disponibilny prijem
a W je realna hodnota spotrebitel'ského majetku. Po zlogaritmovani dostaneme model:

Inc,=Ing, + B Iny, + 5, Inw, +u, (14)

v ktorom st parametre elasticitami. Rovnica je staticka a predstavuje zly vychodiskovy bod,
lebo neobsahuje ziadnu informdciu o spravani spotrebitelov mimo rovnovahy. A nerovnovéaha

® http://personal.strath.ac.uk/r.perman/outline.htm (online), 07.10.2014
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je bezna vo vicSine ekonomickych procesov. Preto sa odportica zacat autoregresnym
modelom s rozlozenym oneskorenim radu p,q oznacovanym ARDL(p,q):

p G g
Inc, =4+ yInc  + .6 Iny + D A Inw, +u, (15)
i=1 i=0 i=0

kde postupnymi restrikciami mézeme vytvorit' Siroka S$kalu modelov, napriklad aj model
s korekénym ¢lenom ECM (popis modelu je v Lukacikova a spol, 2013 a spdsob jeho odhadu
je analyzovany v Lukacikova, 2013), kde z ARDL(1,1) modelu:

Yo =B+ 7Y+ OoX + 0% + U, (16)
mame postupnymi Upravami:

Yi = YatYa= ﬂo + 50)(1 - 50)(171 + 50)(171 + 51)(171 +71Y U
AY, + Yy =By A + X+ O X 7Y U,
AY, = B, + 6%, +(5o +51)Xt—1+(7/1_1) Yia U (17)

Postup metodologie od vSeobecného ku konkrétnemu: ndjdeme zaCiatoény ARDL model
spifajuci $tatistické kritéria a nasledne redukujeme pocet premennych (oneskorenia). Vhodné
je model previest na format ECM, lebo ma teoretick¢é opodstatnenie a mézeme v flom
vyuzivat’ t a F Statistiky na redukciu.

Ako model (14) uvazujeme model S0 skutonymi premennymi Spojeného kralovstva v tvare:
Ince, =B, + g Iny, + 5, Innw, +u, (18)

kde CE predstavuje redlne spotrebitel'ské vydavky, Y predstavuje redlny persondlny
disponibilny prijem a NW predstavuje Cisty realny majetok, NW = GFW + HW — DB (redlny
hruby finan¢ny majetok + realny majetok pouzivaného bytového fondu — celkovy dlh),
pricom celkovy dlh DB = GFW — NFW (redlny hruby finanény majetok —realny Ccisty
finanény majetok). Vsetky realne premenné ziskame deflovanim deflatorom PC.

3 POSTUP YV PROGRAME EVIEWS
Perman odportca pri kazdom modeli testovanie nasledovnych Statistickych predpokladov:

¢1 maju rezidualy normélne rozdelenie, Statistika Jarqua a Bera,

¢i v rezidudloch nie je pritomné autokorelacia, Godfrey-Breusch pre oneskorenia 1 az 5,
¢i v rezidudloch nie je pritomna heteroskedasticita, ¢asové rady — White resp. ARCH,
testuje sa funkény tvar rovnice, RESET test,

¢i su parametre stabilné, Chow Forecast test a Chow Breakpoint test.

Hoover s Perezom (1999)* odporacaju vo svojom &lanku tieto testy:

¢1 maju rezidudly normélne rozdelenie, $tatistika Jarqua a Bera,

¢i v rezidualoch nie je pritomna autokorelacia do druhého radu, Godfrey-Breusch,

¢i v rezidualoch nie je pritomna heteroskedasticita, ARCH do druhého radu (Engle),

¢i st parametre stabilné v ramci ich vyberu, Chow Breakpoint test (1. polovica oproti 2.),
¢i sl parametre stabilné mimo vyberu, Chow Forecast test (pre poslednych 10 % tudajov).

*HOOVER, K. D., PEREZ, S. J.: Data Mining Reconsidered: Encompassing and the General-to-Specific
Approach to Specification Search. Econometrics Journal, vol. 2, 1999, pp.167-191.

124



Predstavitelia londynskej ekonomickej $koly vytvorili ekonometricky softvér PcGive, na
ktory nadviazal OxMetrics s programovacim jazykom Ox, do ktorého rodiny produktov teraz
patri aj povodny program PcGive. Jeho sucastou je aj procedira Autometrics sliziaca na
automatizovany vyber dynamického jednorovnicového modelu.

Postup redukcie analyzovaného problému predstavime v programe EViews.

" vytvorime si vSetky rady potrebné na odhad modelu

series CE=100*VCE/PC

series Y=100*VPDI/PC

series GFW=100*VGFW/PC

series NFW=100*VNFW/PC

series HW=100*VHW/PC

series DB=GFW-NFW

series NW=GFW+HW-DB

series LCE=log(CE)

series LY=log(Y)

series LNFW=log(NFW)

series LNW=log(NW)

series DLCE=d(LCE)

series DLY=d(LY)

series DLNFW=d(LNFW)

series DLNW=d(LNW)

series DDLCE=d(DLCE)

series DDLY=d(DLY)

series DDLNW=d(DLNW)

series DDLNFW=d(DLNFW)

smpl 1970Q1 1990Q4

' Startovaci model je ARDL(4,4)

equation rov0.ls LCE C LCE(-1 to -4) LY(0 to -4) LNW(O to -4)

' vytvorime umelé premenné pre obdobia, kde su najvacsie hodnoty rezidualov

series UM79g2=@isperiod("1979g2")

series UM79q3=@isperiod("1979qg3")

series UM8B0qg4=@isperiod("1980qg4")

series UM88ql=@isperiod("1988q1")

equation rovl.ls LCE C LCE(-1 to -4) LY(0 to -4) LNW(O to -4) UM79g2 UM79q3 UM80g4 UM88q1l
" ak su rezidualy rovnako velké, mdézeme ich spojit - ukazka spojenia s opacnymi znamienkami
series UM79g23=@isperiod("1979q92")-@isperiod("1979q3")

equation rovl.ls LCE C LCE(-1 to -4) LY(0 to -4) LNW(O to -4) UM79g23 UM80g4 UM88q1

' prejdeme na tvar ECM - rovnice pre diferencované premenné a oneskorené urovne
equation rov2.ls DLCE ¢ DLCE(-1 to -3) DLY(0 to -3) DLNW(O to -3) LCE(-1) LY(-1) LNW(-1)
UM79¢23 UM80g4 UM88q1l

equation rov3.ls DLCE ¢ DLCE(-1 to -2) DLY(0 to -2) DLNW(O to -2) LCE(-1) LY(-1) LNW(-1)
UM79¢23 UM80g4 UM88q1l

' spojime vSetky umelé premenné do jednej

series dum=UM79g23-UM80q4+UM88q1

' postupnou redukciou spresnujeme vysledny model

equation rov4.ls DLCE ¢ DLCE(-1 to -2) DLY(O to -2) DLNW(O to -2) LCE(-1) LY(-1) LNW(-1) DUM
equation rov5.ls DLCE ¢ DLY(0 to -2) DLNW(O to -2) LCE(-1) LY(-1) LNW(-1) DUM

equation rov6.ls DLCE ¢ DLY(0 to -2) DLNW(-1) LCE(-1) LY(-1) LNW(-1) DUM

equation rov7.ls DLCE ¢ DLY DDLY(-1) DLNW(-1) LCE(-1) LY(-1) LNW(-1) DUM

Po vytvoreni Startovacieho modelu ARDL(4,4) doplnené¢ho o umelé premenné rieSiace
vykyvy v najexponovanejSich obdobiach (rezidudl je v absolutnej hodnote > 0,02), pricom sa
drzime pravidla, Ze by ich nemalo byt viac ako 5 %, postupne testami eliminujeme premenné
pri nevyznamnych parametroch. St to parametre pri oneskorenych premennych 0 4 obdobia a
nasledne o 3 obdobia. Pri 2 obdobiach ich nemdzeme vylucit’ naraz, preto sa zameriame na
oneskorenia podla premennych. Tak vyradime oneskorené premenné pre DLCE, premennu
DLNW a jej druhé oneskorenie. Rovnaké velkosti parametrov spajame pod jednu premennd.
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Stihrn testovacich postupov Permana alebo Pereza a Hoovera v jednej tabul’ke EViews:

table(8,20) result

result(1,1)="Rovnica"

result(1,2)="JB-stat"

result(1,3)="Chisq(2)"

result(1,4)="GB-lag2"

result(1,5)="Chisq(2)"

result(1,6)="GB-lagl"

result(1,7)="Chisq(1)"

result(1,8)="White"

result(1,9)="Chisq(k)"

result(1,10)="ARCH-lag2"

result(1,11)="Chisq(2)"

result(1,12)="ARCH-lag1"

result(1,13)="Chisq(1)"

result(1,14)="CHOW-break"

result(1,15)="Fcrit"

result(1,16)="CHOW-forec"

result(1,17)="Fcrit"

result(1,18)="RESET"

result(1,19)="Fcrit"

result(1,20)="SC"

forli=0to 7

rov!i.makeregs reggroup

%name = reggroup.@seriesname(1)

reggroup.drop {%name}

reggroup.drop um??g*

result(li+2,1)=rov!i. @name

result(li+2,2)=rov!i. @regobs/6*(@skew(resid)*@skew(resid) + (@kurt(resid)-3)"2/4)
result(li+2,3)=@qchisq(0.95,2)

freeze(auto2zrov!i) rovli.auto(2)
result(li+2,4)=@val(auto2zrov!i(4,2))
result(!i+2,5)=@qchisq(0.95,2)

freeze(autolzrov!i) rovli.auto(1)
result(!i+2,6)=@val(auto2zrov!i(4,2))
result(!i+2,7)=@qchisq(0.95,1)

freeze(hetero!i) rov!i.white
result(!i+2,8)=@val(hetero!i(4,2))
result(!i+2,9)=@qchisq(0.95,rov!i.@ncoef-1)
freeze(arch2zrov!i) rovli.archtest(2)
result(!i+2,10)=@val(arch2zrov!i(4,2))
result(!i+2,11)=@qchisq(0.95,2)

freeze(archlzrov!i) rovli.archtest(1)
result(!i+2,12)=@val(archlzrov!i(4,2))
result(!i+2,13)=@qchisq(0.95,1)
freeze(chowbreak!i) rovli.chow 1980Q1 @ reggroup
result(li+2,14)=@val(chowbreak!i(6,2))
result(li+2,15)=@qfdist(0.95,rov!i.@ncoef,rov!i. @regobs-(2*rov!i. @ncoef))
freeze(chowforec!i) rovli.chow(f) 1989Q1

if 1i=0 then result(li+2,16)=@val(chowforec!i(7,2)) else result(!i+2,16)=@val(chowforec!i(8,2))
endif

result(li+2,17)=@qfdist(0.95,8,rov!i. @regobs-8-rov!i.@ncoef)
freeze(resettest!i) rov'i.reset(1)
result(li+2,18)=@val(resettest!i(8,2))
result(li+2,19)=@qfdist(0.95,1,rov!i. @regobs-rov!i. @ncoef-1)
result(li+2,20)=rov!i.@sc

close reggroup

next

show result
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Pocas celého postupu je pritomna autoregresne podmienena heteroskedasticita, preto na zaver
by sme mali vyriesit’ aj toto nesplnenie klasického predpokladu linedrneho modelu. Po rychlej
analyze sa ako najvhodnejsi javi model GARCH(0,2).

equation rov8.arch(0,2) DLCE C DLY DDLY(-1) DLNW(-1) LCE(-1) LY(-1) LNW/(-1) DUM
freeze(rov8_JBstat) rov8.hist

freeze(rov8_arch2) rov8.arch(2)
show rov8

ZAVER

Postup od vsSeobecného modelu ku konkrétnemu navrhnuty predstavitelmi londynskej
ekonomickej skoly je v sucasnosti Siroko akceptovanym. Automatizovanie vyhl'adavania ako
ho ponukaji niektoré ekonometricky programy ul'ahcuje hl'adanie vhodnej Specifikacie
dynamickych modelov, ktoré maju rozsiahle uplatnenie pri ekonomickych analyzach
(Szomolanyi, 2007 alebo Husar a Szomolanyi, 2009). Prezentovany postup vyuZiva
Specifikaciu modelu v tvare modelu s korekénym ¢lenom, ktory ako jedna z reprezentécii
autoregresného modelu s rozloZzenym oneskorenim predstavuje dolezity nastroj vyuzivany pri
prognézach (Chajdiak a spol, 1998). Preto st automatizované procedury ¢asto preferované
prave prognostikmi.
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Priloha: Udaje pouzité pri analyze

VCE VPDI VGFW | VNFW VHW PC G WTI
1968q1 6905 7421 83549 67211|37311,33|17,93087 14283 |41,10063
1968092 6769 7570 87932 71197 |38376,21 | 18,27435 13833 |38,43824
1968093 6967 7510 91386 74152 |39471,47 | 18,46639 13844 |45,72370
196894 7110 7640 93464 76249 | 40598,00 | 18,76782 13918 | 42,86477
1969q1 7212 7893 95019 77546 |41451,47 | 19,15487 14018 | 44,12732
196992 7306 7997 94009 76188 |42322,87 | 19,20862 13468 | 45,23495
1969093 7378 8036 93765 75608 | 43212,58 | 19,40405 13561 | 50,38489
1969q4 7570 8177 90846 72717 44121,00|19,72381 13807 | 47,59433
1970091 7705 8358 92409 74057 | 45192,09 | 20,08498 13701 | 49,62952
197092 7911 8817 93592 74740 |46289,21 | 20,28930 14106 | 49,45721
1970093 8151 8965 93517 74139 |47412,96 | 20,59269 13857 | 53,51957
1970qg4 8347 9167 93568 73887 |48564,00 | 21,08041 14097 | 51,58681
197191 8518 9164 99326 79345 |50662,29 | 21,64676 14083 | 53,67464
197192 8915 9690 | 102849 82350 |52851,25 | 22,19926 14350 | 52,48953
197193 9189 9876 | 108439 87150 |55134,79 | 22,51323 14393 |57,71894
1971qg4 9388 10119 | 112457 90104 | 57517,00 | 22,75493 14589 | 53,66011
1972091 9685 10490 | 115966 92382 |63680,60 | 23,15158 14871 |57,69114
197292 10002 11265| 121554 96276 | 70504,67 | 23,40087 14701 | 56,79517
1972093 10349 11304 | 125952 99430 | 78060,02 | 23,90235 14958 | 60,73103
197294 10714 11794 | 127062 99246 | 86425,00 | 24,44333 15312 |62,58314
1973q1 11314 12262 | 122364 93031 |92342,94 | 24,90096 15537 | 64,72395
1973092 11434 12746 | 125264 94387 | 98666,10 | 25,40945 15534 | 64,63422
1973093 11724 13084 | 127155 94701 |105422,2 | 25,85112 15627 | 68,73960
1973q4 12117 13695| 120668 88219 |112641,0 | 26,89320 15732 | 68,06791
1974091 12430 13922 | 116033 82912 |113259,2 | 28,12535 15656 | 70,37369
197492 13083 14370| 111610 777171113880,7 | 29,52540 15777 |69,86461
1974493 13697 15487 | 107770 72954 1114505,6 | 30,62972 15870 |72,67534
197494 14481 16304 | 108491 73057 |115134,0 | 32,18572 16295 | 69,49583
1975091 15339 17730| 120518 84107 |118264,4 | 34,31160 16909 | 65,41688
1975092 16420 18175| 126518 88901 |121480,1 | 36,74858 16587 | 64,41511
1975093 16875 19118 | 133864 95389 |124783,1 | 38,21937 16576 | 69,80784
197594 17491 19640 | 137839 96859 | 128176,0 | 39,78844 17075 68,83571
1976491 18207 20589 | 143400| 103300|131580,7|41,18485 16975|71,47392
197692 18788 20828 | 145300| 103900 |135075,8|42,29341 17141 |73,17731
1976093 19455 22131| 146000| 103000 |138663,8|43,49819 16972 | 77,49970
197694 20431 22570| 151400| 107100 |142347,0|45,48106 16889 | 77,82756
197791 20898 22911| 164500| 117700 |146504,8|47,48143 16604 | 77,06888
197792 21576 23463 | 170000| 121400 |150784,0|49,25803 16814 | 76,34819
197793 22321 24459 | 182800 | 132400 |155188,2|50,37577 16688 | 79,41070
197794 23080 25880| 191600| 139200 |159721,0|50,88296 16749 |79,52381
1978q1 24219 26449 | 197500 | 142500 |169838,3|52,18825 16999 | 78,20299
197892 24763 27845| 203800| 146400 |180596,3|53,30650 17055 | 80,85405
1978q3 25844 29201| 210100| 151000 |192035,9 |54,52666 17104 | 82,65494
1978q4 26418 30061 | 212700| 152000 |204200,0|55,90875 17242 |85,24136
1979q1 27467 31218| 235700| 172200 |219090,6|57,52613 17201 | 83,23575
197992 29863 32435| 237600| 171100 |235067,1|59,22496 17533 | 85,19362
197993 30486 34696 | 245600| 176000 |252208,6|62,99021 17490 | 89,85133
1979q4 32173 37974 | 248700| 176000 |270600,0|65,53080 17552 190,50187
1980q1 33818 38071| 262900| 181200 |279183,1|68,03332 17706 | 94,15550
198092 34368 39673 | 280000| 195100 |288038,2|70,75099 17563 ]90,09312
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VCE VPDI VGFW | VNFW VHW PC G WTI
198093 35452 41094 | 294000| 205700|297174,2|72,11114 17744191,23600
198094 35970 42198 | 306000| 214700 |306600,0 |74,35198 17859 | 89,88014
198191 37340 43420 | 321400| 226600 |309872,1|76,33026 17785 89,30844
198192 38463 43749 | 333800| 234400)313179,3|78,41111 17792 |89,37254
198193 39287 44471 | 325300| 221900 |316521,8|80,07623 17875|91,46257
198194 40322 46080 | 347400| 237800 |319900,0 |82,32844 17634 |90,59659
198291 41146 46602 | 359800 | 248400 327126,5|84,30175 17953 |87,67952
198292 41965 48118 | 370300| 253500 |334516,2 |85,56253 17779 |85,48013
198293 43118 48173 | 394600| 271800 |342072,7 | 86,56147 17855|87,19992
198294 44421 49361 | 414900| 285900 |349800,0 |88,28755 18085 | 86,29876
198391 45389 50131 | 436100| 301600 |363988,2|88,91784 18162 | 85,03898
198392 46147 51603 | 464700| 324000 |378751,9|89,71034 18352 | 86,45690
198393 47489 52118 | 467600| 320700 |394114,4|90,93329 18210|91,78000
198394 48003 53076 | 487100| 334400 410100,091,92103 18365 | 92,90564
1984q1 48502 54075 | 515200| 357400 |422363,7|93,03691 18299 | 95,77308
198492 49709 55192 | 501800 | 336400 |434994,3|94,24579 18506 | 94,96895
198493 49943 56036 | 531500 | 359600 |448002,7|95,47505 18491 |99,01676
198494 51271 57515| 568300| 390200 |461400,0|96,61378 18496 | 101,6040
1985q1 52641 57775| 585500| 401000 |477037,2|98,05167 18638 | 98,54169
198592 53535 60256 | 588100 | 396000 |493204,0|99,43166 18357 |98,74217
198593 55165 60931 | 609600| 409700 |509918,8|100,6550 18436 | 100,5307
198504 56277 62410 | 645900 | 438500 |527200,0|101,7962 18374 |102,1856
198691 58047 63444 | 718900 | 505000 |548698,5|102,8509 18837 |98,15531
198692 60012 66060 | 730500| 506300 |571074,1|103,6620 18797 |101,2327
198693 60936 66382 | 718300| 485100 |594362,3|104,8686 18747 103,6856
198604 62280 67708 | 775000| 532100 |618600,0|106,0356 18725|104,1654
198791 63605 68494 | 859500| 607600 |647836,4|107,5372 18729|103,1012
198792 64990 70337 | 943700| 681100 |678454,4|108,0232 18995 | 105,5666
198793 67207 71877 | 986000| 711300 |710519,4|109,2299 19184 |111,2008
198794 69078 73900 | 859700| 573300 |744100,0|110,6292 19126 | 114,0408
1988q1 71787 74825 | 884500 | 586800 |803163,6|111,7777 19132|112,0073
198892 73419 78444 | 932800| 619500 |866914,9|113,7503 19193 | 115,9855
198893 75909 80146 | 947000| 616000 |935726,4|115,1340 18999 | 119,4829
198894 77681 82568 | 984000| 640900 1010000 |116,5821 19162 | 124,3052
198991 79153 83971 | 1024800 | 669500 | 1031104 |118,1617 19006 | 121,9880
198992 80958 87713 | 1052800 | 684000 | 1052649 |119,5552 19108 | 125,4792
198993 82109 88824 | 1104200 | 720800 | 1074645 |121,3481 19641 |126,7104
198994 84269 90930 | 1178800 | 782700 | 1097100 |123,5471 19427 129,1790
199091 85782 93426 | 1101500 | 699300 | 1102461 | 125,7192 19698 | 127,5526
199092 86907 93754 | 1140200 | 726200 | 1107847 |126,3257 19841 |127,4264
199093 87889 96758 | 1060100 | 634200 | 1113261 |128,5792 19984 | 131,3243
1990qg4 88843 99082 | 1160300 | 724100 1118700 130,8034 19848 | 136,6046

Zdroj: http://personal.strath.ac.uk/r.perman/nicl.xls
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SYN:[EZA EKONOMEVTRICKEHO A OP:FIMALIZACN]EZHO
PRISTUPU PRI VYUCBE KVANTITATIVNYCH METOD!

SYNTHESIS OF ECONOMETRIC AND OPTIMIZATION APPROACH
IN TEACHING QUANTIATIVE METHODS

Adriana Lukacikova

Abstrakt

Na modelovanie vztahov medzi ekonomickymi premennymi ako na makrotrovni, tak aj na
mikroirovni sa ako Standardny nastroj vyuzivaji ekonometrické metddy. Vysledkom
odhadov je ekonometricky model, ktory sluzi ako baza na dalSie analyzy. Vel'mi Castou
aplikaciou ekonometrického modelu je prognoédza, pri ktorej sa predpovedaji hodnoty
endogénnych premennych na obdobie, o ktorom nie si zname ani hodnoty exogénnych
premennych. Na vypocet (uréenie) hodnot exogénnych premennych sa vyuzivaju rdzne
vSeobecne zndme pristupy (modely trendu, exponencidlneho vyrovndvania, demografické
prognézy resp. sa urCia variantne alebo expertne). Pri vyucbe predmetov z oblasti
kvantitativnych metdd je dolezité Studentom ukdzat, ze teoretické poznatky z jednotlivych
oblasti je mozno pri rieSeni konkrétnych problémov syntetizovat. V c¢lanku je uvedena
formulécia a rieSenie redlneho problému, v ktorom sa spéja ekonometricky a optimalizacny
pristup.

KUPucové slova: ekonometricky model, optimalizacia, cielové programovanie

Abstract

For the modeling of relationships between economic variables such as macro-level as well as
at the micro level as a standard tool using econometric methods. The result is the estimated
econometric model, which is a base for further analysis. The most common application of
econometric model is forecast at which predict the values of the endogenous variables for the
period, which are not known values of exogenous variables. To determine the values of
exogenous variables are used in a variety of well-known approaches (trend models,
exponential smoothing, demographic forecasts or values are determined variations or experts).
In teaching courses in the field of quantitative methods is important to show students the
theoretical knowledge from different areas can be in solving specific problems synthesized.
The article referred to the formulation and solution of the real problem, which combines
econometric and optimization approach.

Keywords: econometric model, optimization, goal programming

1 UVOD

Optimaliza¢ny pristup vyuziva modely a metody cielového programovania. Pri formulécii
budeme vychddzat z ekonometrického modelu, ktory opisuje vztahy medzi ekonomickymi
premennymi. Tvorca modelu sa vyberom konkrétnych hodndt exogénnych premennych

! Prispevok vznikol v ramci projektu VEGA 1/0595/11 ,,Analyza hospodérskych cyklov v ekonomikach
eurozony (so zretel'om na Specifikéa slovenskej ekonomiky) s vyuzitim ekonometrickych a optimalizaénych
metod*
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usiluje o realizaciu viacerych ekonomickych cielov. Zakladnou ulohou je teda najst’ také
hodnoty exogénnych premennych, ktoré podmieiiuju splnenie vopred stanovenych cielov,
pricom tvorca naraza na konflikty medzi jednotlivymi ciel'mi. Na makrotrovni moze ist’
napriklad 0 vyber nastrojov hospodarskej politiky (Girokova miera, vladne nakupy, dane),
pomocou ktorych buda splnené vopred stanovené ciele hospodarskej politiky (medzirocné
tempo prirastku hrubého domaceho produktu, miera nezamestnanosti,... ). Obdobne je mozné
tento pristup aplikovat’ aj na urovni podniku pri optimalizacii podnikovych procesov a cielov.

2 MODEL

Jednotlivé fazy formulovania a rieSenia problému mézeme opisat’ nasledujucimi bodmi. V
prvej etape su vhodnou metodou odhadnuté parametre ekonometrického modelu, ktory bude
bazou pre Specifikaciu ohraniceni ulohy cielového programovania. Stanovime ciele pre
vybrané premenné, ktoré reprezentuju zadmery tvorcu (pri optimalizacii hospodarskej politiky
stanovujeme ciele pre makroekonomické ukazovatele reprezentujuce zamery tvorcu
hospodarskej politiky). Taktiez musime stanovit dolné a horné hranice pre hodnoty
exogénnych premennych V jednotlivych obdobiach progndzy.

Uloha cielového programovania bude obsahovat’ archimedovska kriteridlnu funkciu
minimalizujicu sucet neziaducich odchylkovych premennych, ktoré vyjadruju urovne
nesplnenia stanovenych cielov. Ohrani¢enia budi obsahovat’ 3 typy: ohranicenia vyplyvajlce
z ekonometrického modelu, cielové ohrani¢enia vyjadrujuce zdmery tvorcu a dolné a horné
hranice pre exogénne premenné modelu. Odchylkovym premennym modzeme priradit’
nezaporné¢ vahy, ktoré vyjadruju relativnu vyznamnost' jednotlivych odchylkovych
premennych.

2.1 Formulacia tlohy ciel’ového programovania

V ramci vyucby je vhodné pre lepSiu nazornost’ ukazat postup formulacie tlohy cielového
programovania na jednoduchom ilustrativnom priklade, ktory bude vychadzat" z malého
ekonometrického modelu. Predpokladajme v d’alSom postupe maly ekonometricky model,
ktory obsahuje jednu stochasticka rovnicu a jednu identitu.

Yu= ﬂo +181Yt2 +Uy
Yio = Yu t Xu + X

V modeli vystupuju dve endogénne premenné a dve exogénne premenné. Model odhadnuty
na zaklade Stvrtro¢nych udajov vhodnou metdédou bude mat’ tvar

ytl = :éo +ﬂ’\1yt2
Yio = Yu + X t X,

a bude zakladom pre formulaciu tulohy. Cielom bude medziro¢ny rast premennej yi 0 r; %
V prvom roku prognozy respektive o r, %, priCom budeme prognézovat’ hodnoty exogénnych
premennych na nasledujticich osem $tvrtrokov.

Formalny zépis Glohy linearneho cielového programovania bude
2
min"(d; +d;")=min (d; +d; +d, +d;)
i=1

za podmienok zohl'adnujucich odhadnuty tvar modelu na osem Stvrtrokov:
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Yor = Lo+ BYy2
yp2 = ypl + Xpl + Xp2

p=12,..,8

za podmienok zohl'adfiujucich stanoveny ciel pre prvy a néasledne druhy rok:
4
[1+(5,/100) ] yr, = >y, +d; —d =0
p=1
4 8
[1+(1r,/100) > Y, =D ¥y +d, —d; =0
p=1 p=5

pricom Y2 vyjadruje hodnotu premennej v roku, ktory predchadzal zaciatku optimalizacie,

za podmienok ohranicujucich hodnoty exogénnych premennych na kazdé obdobie prognézy:

Xp1 = Dy
Xp1 < Hp
Xp2 2 DDp
Xp2 = HHp

za podmienok nezépornosti premennych:
Yp1=>0; Yp2>0; di, di", dp, d2" >0
kde: p—index prognézovaného obdobia; p=1, ..., 8;
d; , d; — —negativne odchylkové premenné od ciel'ovych hodnot;

d;*, do” — pozitivne odchylkové premenné od cielovych hodnét.

2.2 Pocitacova realizacia

VysSie opisany problém, teda optimalizdcia hodndt ekonomickych premennych
(makroekonomickych ukazovatel'ov a nastrojov hospodarskej politiky), moze byt realizovany
napriklad v programovom baliku GAMS. Z hl'adiska dostupnosti softvéru je mozné takto
nadefinovani ulohu rieSit' aj v prostredi tabulkového procesora Excel prostrednictvom
vyuzitia jeho doplnku Riesitel’.

Najprv si pripravime vystupné oblasti pre hodnoty endogénnych premennych, exogénnych
premennych a odchylkovych premennych. Nulové hodnoty odchylkovych premennych po
vyrieSeni Ulohy znamenaju splnenie definovanych cielov. V d’alSich oblastiach st postupne
opisané rovnice spravania, ciele, horné a dolné hranice pre hodnoty exogénnych premennych
aucelovad funkcia. Typ extremalizacie bude zadany aZ pri samotnom vypocte v Riesitel..
Nasledne vyberieme z menu prikaz Riesitel’ a postupne zadavame nasledujuce parametre na
zéklade sformulovanej ulohy.

» Nastavit ciel’— adresa bunky s hodnotou ucelovej funkcie (C25).

» Zmenou premennych buniek— vystupna oblast pre hodnoty exogénnych premennych
(B5:16), endogénnych premennych (B11:112) a odchylkovych premennych (C17:F17).

» Obmedzenia — postupne st zadavané podmienky nezapornosti pre endogénne premenné
(B11:112), ohranic¢enia z ekonometrického modelu (B21:122), hranice hodnét exogénnych
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premennych (B29:130, B42:143), podmienky nezépornosti pre odchylkové premenné
(C17:F17) a cielové ohrani¢enia (C23:C24). Podmienky nezapornosti je mozné zadat’ aj
oznacenim policka pri Vytvorte nezapornu hodnotu premennych, ktoré su bez obmedzenia

Po spravnom zadani parametrov vyberieme prikaz Riesit’.
Vysledné okno nastavenia parametrov v Riesiteli moze vyzerat’ nasledovne:

Parametre doplnku RieSitel

Mastavit’ ciel: sCs25| B
Dot () Maximum (®) Migimum () Hodnota:

Zmenou premennych buniek:

$BS11:51512;8855:$156:5CS17:5F$17 55

Podlieha obmedzeniam:

$BE1T1:8I$12 =0

$B59:5156 > = §BS2%51530
$B59:5156 <= $BS32:51530 .
SCEITSFSIT »= 0 Ve
$BS21:51522 = 0
$C$23:5C524 = 0 Odstranit’

Pridat

Obnovit' vietko

Macitat/UloZit

D Vytvorte nezaporni hodnotu premennyich, kioré si bez obmedzenia.
Vybrat' metddu riesenia: Nelinedrny algoritmus GRG he MozZnosti

Metéda riesenia

Ak cheete v doplnku Rieditel riesit’ spoj. nelinedrne problémy, vyberte ndstroj Nelinedrny algoritmus GRG. Ak
cheete riedit’ linearne problémy, vyberte nastroj Simplex LP algoritmus. Ak chcete riesit’ nespajité problémy,
vyberte ndstroj Evolucny algoritrus.

Ak systém ndjde rieSenie, pouZzivatel' si méze vybrat’ moznost’, Ze sa toto rieSenie zapiSe do
excelovského listu. Moze sa vSak stat, Ze systém oznami, ze nenaSiel vhodné rieSenie.
V takomto pripade je na pouZivatel'ovi, aby rozhodol o tom, ¢i chce uloZit’ toto nepripustné
rieSenie, alebo ¢i sa rozhodne pre vol'bu obnovit’ pévodné hodnoty.

Ak systém nasiel pripustné rieSenie, toto sa zobrazi vo vystupnych oblastiach (zadali sme ich
Vv poli¢ku Zmenou premennych buniek). Systém zobrazi aj uroven splnenia ciel'ov a hodnotu
ucelovej funkcie.

3 ZAVER

Opisany model sliZzi na ilustraciu implementacie ekonometrického modelu do ulohy
cielového programovania, pricom na podrobnejsSie opisanie ekonomickych vzt'ahov by bolo
vhodné formulovat Ulohu cielového programovania na zdéklade rozsiahlejSieho
ekonometrického modelu simultannych rovnic. Zaroven je treba pripomenut, ze modely
ziskané postupmi klasickej ekonometrie nezohladiuju Lucasovu kritiku a neberti do uvahy
zmenu Struktiry vyvolanu zmenou politiky.

Pouzita literatara

1.  FAVERO, C. A. 2001. Applied Macroeconometrics. New York: Oxford University
Press, 2001

133



o

GREENE, W. H. 2003. Econometric Analysis. Prentice Hall New Jersey 2003

3. LUKACIK, M. 2004. Modelovanie ekonometrickych systémov vyuZivanych pre
progndzy. In: Statistika a integracia: 12. slovenska $tatisticka konferencia, zbornik.
Bratislava 2004 : Slovenska Statisticka a demograficka spolo¢nost’, s. 205-253

4. LUKACIK, M. — LUKACIKOVA, A. — SZOMOLANYI, K. 2005. Optimalizacia
v ekonometrii — princip estimatorov. In: Teoretické aspekty prierezovych ekonomik.
Kosice : Royal Unicorn, s.r.o. 2005

5. SURMANOVA, K. 2009. Uvod do ekonometrie: praktikum. Bratislava: EKONOM
2009

6. SZOMOLANYI, K. 2005. Povaha apodstata problému ¢&asovej konzistencie
ekonomickej politiky. In: Ekonomika a informatika: vedecky c¢asopis FHI EU
v Bratislave a SSHI, ro¢. 3, 2005,¢. 2, s. 121-130.

7.  SZOMOLANYI K. — LUKACIK, M. 2010. Model hospodarskych cyklov a realne

ekonomiky. In: Nové trendy v ekonometrii aoperacnim vyzkumu: zbornik

z medzinarodného vedeckého semindra Praha, s.[1-5] Bratislava: EKONOM 2010.

Kontaktné udaje

Ing. Adriana Lukacikova, PhD.

Ekonomické univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky
Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Tel: (421 2) 67 295 829

email: adriana.lukacikova@euba.sk

134



PREDIKCIA ODCHODU ZAKAZNIKOV POMOCOU METOD
ANALYZY PREZITIA

CUSTOMER BASE CHURN PREDICTION BASED ON
SURVIVAL ANALYSIS

Andrej MiSovi¢, Ivan Brezina

Abstrakt

Autori v tomto prispevku uvazuji o moznosti pouzitia metdod znamych z oblasti analyzy
prezitia, ktoré sa bezne aplikuju skor v oblasti Zivotného poistenia. Ich analogicka uvaha
smeruje ktomu, Ze vdobe, kedy maji firmy dostupné znaéné mnozstvo udajov
0 zékaznikoch méze byt zaujimavé pouzit' aj takyto pristup k identifikécii zakaznikov,
ktori mozu pravdepodobne odist. Dalej diskutujii moZnost’ vyuzitia tohto pristupu nielen
k samotnej zakaznickej baze, ale aj k tomu, za akych podmienok, resp. okolnosti zakaznici
firiem vznikli a aké to ma dopad na ich odchodovost’, teda ,,prezitie®.

KUlucové slova: analyza prezitia, odchod/odliv zdkaznikov, Cox regresia, logisticka regresia
Abstract

In this paper authors try to discuss possibilities of using survival analysis methods in
customer‘s churn prediction. These methods are more often used in life insurance area rather
than in customer base and relation management (CRM). Analogically they point out
nowadays trend when companies have much more data about customers then any time before.
Therefore it could be interesting and beneficial to use such approach to identifying churners.
They think about identifying not only demographic and behavior factors which influence
churn probability, but also time tenure of customer’s acquisition. Churn of coherent
customers could be also impacted by acquisition conditions earlier.

Keywords: survival analysis, customers churn, Cox regression, logistic regression
UVOD

Dnesny podnikatel'sky svet méa k dispozicii tol’ko dat o svojich zakaznikoch, ako nikdy
predtym. Napriek tomu celi stale tym istym vyzvam:

- ako ziskat’ novych zakaznikov,
- ako zvysit’ hodnotu uz existujucich,
- aako si svojich zdkaznikov udrzat’.

Ak dokaze najst odpovede na tieto otdzky, mozeme predpokladat, ze Vv konkurenc¢nom
prostredi dokéaze prezit’, alebo dokonca svoj trhovy podiel a ziskovost’ d’alej rozvijat’.
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Ked'Ze je praxou preukazatelné, ze ndklady na ziskanie nového zakaznika su (aj radovo)
vyssie ako tie spojené s jeho udrzanim®, zameriame sa na poslednu ,,vyzvu®, resp. posledni
fazu zivotného cyklu zékaznika, teda jeho udrzanie. V d’alSom skiimani nas vSak nebude
zaujimat’ samotny jav, ale identifikacia tychto zdkaznikov, este predtym, ako k uskutocneniu
odchodu vobec nastane.

Skibenim dostupnych zakaznickych dat a vhodnych analytickych metéd moZeme tento
problém s urcitou pravdepodobnost’ou vyriesit.

Ciel'om prispevku je rozvinat’ diskusiu k rieSeniu tohto problému aj pomocou metod analyzy
prezitia. Autori priblizia mozné rieSenie cez vyuzitie Cox regresie.

1 COXREGRESIA

Je regresna metoda patriaca do skupiny analyzy preZitia’. Analyza preZitia z pohladu
aplikacie na rieSenu problematiku skuma, s akou pravdepodobnostou nastane v ¢ase t urcita
sledovana udalost™. Predpokladame jednoznacnost’ tejto udalosti, sivisiace zlyhania budeme
sledovat’ v osobitnej analyze. Analyza prezitia ndm teda umoznuje zohl'adnit’ parameter Casu,
a teda urcit, kedy nastane sledované udalost’. Inak povedané, analyza  prezitia  ndm
umoznuje vysvetlit' vztah nezavislych premennych k ¢asu prezitia.

Nech T je ndhodna premenna, t je 'ubovolne zvoleny cas, d je binarna nahodna premenna,
ktora nadobuda hodnoty z intervalu (0,1) v zavislosti od nastania, ¢i nenastania sledovanej
udalosti,

1 ak nastane

, , .
0 ak nenastane S1cd0Vand udalost (1)

pricom d = {
Funkcia prezitia moze byt teda nasledne stanovena ako S(t) = P(T > t), pricom predstavuje
funkciu pravdepodobnosti, ked’ ndhodnd premenna T prekroc¢i sledovany ¢as t skumanej
udalosti.

Hazard funkciou h(t), resp. A(?), oznaCovanou aj ako podmienenou mierou zlyhania,
je funkcia podmienenej pravdepodobnosti P, kde sledovany ¢as zlyhania T lezi v ¢asovom
intervale (t, t + At), no aZ po nastani ¢asu t:

P(t<T<t+At|T>t)

v ()

O =200 = Jim,

Kym funkcia prezitia S(t) nam vyjadruje pravdepodobnost’ nastania udalosti a teda nadobuda
hodnoty z intervalu (0, 1), hazard funkcia je miera (podiel), ktora vyjadruje podmienenu
pravdepodobnost’ zlyhania za ur€ity maly Casovy usek, vyjadreny v meranych jednotkach
(den, mesiac, rok,..) a nadobuda hodnoty z intervalu (0, ).

Funkcia h(t) je nenulova a zhora neohranicena.

! zdroj [2], [3]

2 zdroj [1]

¥ Udalostou rozumieme jav sivisiaci s oblastou skimania, v pripade biologie/mediciny je to najmi nastanie
smrti, v pripade roznych technickych aplikacii skiimame nastanie zlyhania ur¢itého produktu, alebo jeho Casti,
Vv pripade sledovania zakaznickej bazy je sledovanym javom odchod zakaznika
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Obrazok €. 1: Porovnanie grafu funkcie prezitia a hazard funkcie na populéacii USA
v zavislosti od veku jednotlivcov v roku 2006

[¥r]
!
]
I
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]
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s e

Zdroj: princeton.edu

1.1 Vztah funkcie prezitia S(t) a miery zlyhania h(t)

Medzi funkciou prezitia a hazard funkciou, zobrazenych na obrazku ¢. 1 je jednoznacny
vzt'ah, kde vlavom grafe vidime funkciu prezitia pre populaciu USA, horizontilna os
zobrazuje vek populacie a vertikdlna pravdepodobnost’ prezitia. V grafe vpravo vidime
hazard funkciu, resp. funkciu zlyhania populacie USA, kde na horizontalnej osi je zobrazeny
vek populacie a na vertikalnej hodnoty hazard funkcie v zavislosti od veku populacie.

Vseobecne na zéklade poznania funkcie preZitia, alebo funkcie zlyhania, mo6Zeme odvodit’
jednu z funkcii pomocou druhej z funkcii a naopak.

Vo vSeobecnosti mézeme tento vzt'ah vyjadrit’ nasledovne:

S(t) =exp I— fth(T)dTl (3)
0
d d
he) = — %} (4)

V pripade, ze hazard funkcia je konsStantna, resp. rovna urcitej konStante A, plati aj
nasledovny vztah:

h(t) = Avtedy a len vtedy S(t) = e ™ (5)

Pre pouZitie Cox regresie predpokladdme, Ze riziko zlyhania je v ¢ase konStantné (alebo
proporéné — Cox regresia sa Casto oznacuje aj ako ,,Cox proportional hazard regresion®).
V pripade, ak proporcnost’ nie je zachovana, mézeme dospiet’ k nespravnym zaverom.
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Cox propor¢ny model moézeme chapat’ ako sucin hazard funkcie v Case t, hg(t) nazyvanu
aj ako ,,zakladni hazard funkciu“ a exponencialneho vyjadrenia sumy sucinu parametrov
s vektorom vysvetl'ujucich premennych vektora X, Bix;, kde vektor X predstavuje subor
vysvetl'ujucich sledovanych znakov (vek, pohlavie, etc.), a parameter k nadobuda hodnoty
z intervalu (1, n) v zavislosti od poctu vysvetl'ujucich premennych:

h(t, X) = ho(t)eZi=1 FiXi (6)

Tato konstrukcia mé doleziti vlastnost’ suvisiacu s proporcionalitou, kedy zakladna hazard
funkcia zavisi len od Casu t a nie od vysvetl'ujucich premennych X a naopak, exponencidlny
vyraz obsahuje premenné X a neobsahuje ¢as. Vektor X moézeme potom oznacit’ ako ,,casovo
nezavisly*. Ak je vektor X nulovy, zo vzt'ahu dostaneme len zakladnu hazard funkciu.

Po deleni oboch stran rovnice vyrazom ho(t) a logaritmovani dostavame nasledujici vyraz:

(A )
"\ Tyt

) = B1xy + Boxz + -+ Brxi (7

V pripade, ak vysvetlujuce premenné X zavisia od &asu, nespliaju predpoklad
proporcionality a v takomto pripade je na mieste pouzitie rozSireného Cox modelu, ktory sa
S tymto problémom vysporiada.

2 POUZITIE UVAZOVANEJ METODY PRE ODHAD ODCHODU (ODLIVU)
ZAKAZNIKOV

Postup pri pouZiti uvazovanej metody by mohol byt nasledovny™*:

- vytvorit segmenty zakaznikov na zaklade dostupnych demografickych
a prevadzkovych udajov, alebo zvolit’ zjednoduSeny pristup a pouZit’ celu zdkaznicku
bazu ako jeden segment, no v takom pripade bude vhodné vybrat’ dostato¢ne robustnu
testovaciu a trénovaciu skupinu (tak, aby boli zachované zhodné pravdepodobnostné
rozdelenia porovnate'nych znakov/premennych medzi skupinami), Vv tejto uvahe by
sme mohli ist’ eSte dalej a uvazovat o jednotlivych zakaznikoch,

- musime uvazovat stym, ze S pribudajicim vekom zakaznikov sa nam postupne
znizuje ich pocetnost’, takze v dlhodobom horizonte sa nam zvysuje rozsah intervalu
spolahlivosti distribu¢nej funkcie prezitia,

- dalej zvolime jednotny datum (resp. Casové obdobie), voci ktorému porovname
jednotlivé predpovede prezitia zakaznikov podla &asu ich vzniku, resp. dizky ich
zivotného cyklu, findlna predpoved’ sa teda bude skladat’ zo stctu ,,podmienenych*
funkecii prezitia,

- odhadneme teda jednotlivé funkcie prezitia skupiny/skupin, pri¢om zékaznikov, ktori
su v spolo¢nosti dlho zlu¢ime do jednej skupiny (predpokladame, ze ako bolo
zmienené vyssie, ich pocetnost’ v ¢ase klesd, moézeme skusit’ odhadnut’ ,,bod zlomu*
a nasledne od tohto bodu uvazovat o ré6znych zakaznikoch ako o jednej skupine),

* zdroj [4]
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- ak sa nam pre tato skupinu, resp. urCitych zastupcov odhadnut pravdepodobnost
prezitia s pozadovanou spolahlivostou, mézeme pouzit konStantu, ktora bude
vychadzat’ z hodnoty poslednej skupiny spol'ahlivo odhadnutej, taktiez skupiny, ktoré
vykazuji vel'kti odchodovost’ hned’ v prvych dnoch svojho Zivota mézu dospiet’ do
situacie, resp. Casu, kedy do budtacnosti nebudeme vediet odhadnat ich
pravdepodobnost’ prezitia,

- nasledne pre vypocitanie predikcie vyvoja bazy pouzijeme odhadnuté
pravdepodobnosti prezitia jednotlivych skupin prenasobené poctom novych
zékaznikov v jednotlivych skupinach.

ZAVER

Pridanou hodnotou vyuzitia metdd analyzy prezitia je moznost’ vidiet’ hlbsi detail problému
odlivu zékaznikov, moznost’ poukdzat’ na urcité faktory, ktoré mdzu tento jav vysvetl'ovat.
Analyza prezitia ndm umoziuje opisat’ odliv z pohladu individualneho zékaznika (napr.
vplyv socio-demografickych a prevadzkovych faktorov), ale tiez z pohladu obdobia,
kedy dani zakaznici vznikli (¢o moze suvisiet’ s roznymi akvizicnymi pristupmi firiem).
Zékaznici, ktori vykazuji podobné spravanie v suvislosti sich odchodom budeme vediet
rozdelit’ na tych, uktorych sa prejavuji, resp. opakuju urcité znaky spravania, navyse,
budeme moct’ vyslovit’ predpoklad, Ze spravanie skupiny zakaznikov, ktori vznikli v ur¢itom
Case (nazvime ich kohortou) moze byt podobnd, resp. ovplyvnena konkrétnym obdobim,
ktoré moze vplyvat’ na ich odchodovost'.

Urdite zaujimavou témou bude porovnanie tohto pristupu v praxi s inymi datamining-ovymi
metddami pouzivanymi na predikciu odlivu zdkaznikov, ako je napr. Siroko vyuzivané
pouzitie Logistickej regresie a pod. To bude d’al§im predmetom skiimania a diskusie autorov.
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EKONOMETRICKY ODHAD NIEKTORYCH PARAMETROV CGE
MODELU*

THE ECONOMETRIC ESTIMATION OF SOME CGE MODEL
PARAMETERS

Veronika Mit’kova

Abstrakt

Clanok sa zaoberd ekonometrickym odhadom parametrov produkénej funkcie v modeli
vSeobecne] ekonometrickej rovnovahy. Model je skonStruovany na datach Slovenskej
republiky so zameranim na verejny sektor. Poukazujeme na rozdiely v ziskanych hodnot
odhadov pomocou kalibracie a ekonometrického odhadu. Clanok tvori vychodisko
k d’alsiemu skimaniu ekonometrického odhadu modelov v§eobecnej ekonomickej rovnovahy.

KPucové slova: CGE model, ekonometricky odhad parametrov, Slovenska republika

Abstract

The paper deals with the econometric estimation of the production function parameters in the
computable general equilibrium model. The method used is based on the Slovak republic
dataset with focus on the public sector. The differences between the calibration and
econometric method results are shown and the sources of the differences are explained. The
work is a base for the further work on the computable general equilibrium mod-el with the
econometric estimation of parameters.

Keywords: CGE model, econometric estimation, Slovakia

1 EKONOMETRICKY ODHAD VERSUS KALIBACIA

V tomto ¢lanku sa zaoberame hodnotami parametrov modelu vSeobecnej ekonomickej
rovnovahy. Model vSeobecnej ekonomickej rovnovahy sa sklada z dvoch typov rovnic:
Identity arovnice opisujuce spravanie sa subjektov. ldentity vychadzaji z principov
narodnych Gc¢tov a zvyCajne sa s nimi nespdjaju ziadne kontroverzie. Behavioralne vztahy
v modeli nie st pozorovatel'né a sii dané parametrami modelu. Mé6zu byt bud’ kalibrované
alebo odhadnuté ekonometrickymi metodami. Niektori autori dokonca uvadzaju tretiu
moznost’ — stanovenie ich hodndt priamo uZzivatelom modelu (2).

Kalibracia vyuZziva empirické pozorovania, niektoré hodnoty st dané arbitrarne a ostatné su
nastavené tak, aby replikovali benchmarkovy rok. Tento pristup podrobili kritike okrem inych
napriklad Jorgensen, Lau, Diewert and Lawrence and McKitrick (4).

Ekonometricky odhad je zvycCajne limitovany nepozorovatelnymi datami, kratkymi ¢asovymi

radmi a vyzaduju tiez jednoduchs$ie funkcéné formy pouzité v modeli. Detailnejsi prehlad
ekonometrického odhadu a kalibracie je mozné najst’ v nasej predchadzajucej praci (6).

! Vyskum bol podporeny Ministerstvom gkolstva, vedy a $portu Slovenskej republiky prostrednictvom grantu
VEGA 1/0197/13: Ekonometricky odhad parametrov modelu vseobecnej ekonomickej rovnovahy s
dezagregéciou verejné¢ho sektora.

141



2 DATABAZA UDAJOV A MODELOVA STRUKTURA

V tejto kapitole sa kvoli jednoduchosti naslednych odhadov venujeme jednoduchému modelu
vSeobecnej ekonomickej rovnovahy s medzispotrebou, pre ktory konsStruujeme databazu
udajov.

2.1 Struktiara modelu

Model bol inSpirovany pracou Lofgrena (3) apre zaiatok nasho vyskumu v CGE
ekonometrii sme zvolili model s jednoduchou Struktarou. Diskusie k nemu je mozné najst
v niektorych predchadzajacich pracach, napr. Mitkova (5). Model pozostava z troch
rovnovaznych podmienok a siedmych rovnic opisujucich spravanie. Pre ti¢ely tohto ¢lanku sa
zaoberame len produk¢nou funkciou, ktora nadobuida nasledovny tvar

QA =ad, -HQF;‘“ aecA )

feF

kde: ad, parameter efektivnosti pre aktivitu a v produkénej funkcii,
Qg podiel pridanej hodnoty faktora f na aktivite a,
QA, uroven aktivity a,
QF¢, dopyt aktivity a po vyrobnom faktore f.

Oznadenie v modeli sme ponechali podla notacii v povodnom IFPRI “modeli, ateda pre
aktivity o € A={PS—AR— A}, pre faktory f e F ={lab,cap}, kde PS-A znamen4 aktivity
verejného sektora a R-A znamena aktivity ostatnych sektorov v narodnom hospodarstve, lab
oznacuje vyrobny faktor praca a cap oznacuje vyrobny faktor kapital.

2.2 Udajova zikladiia

Udajova zékladiia obsahuje $tvrtroéné data od roku 1995q1 po 2013g4. V tomto modeli boli
vyuzité¢ nasledovné agregaty: P.1 Output, P.2 Medzispotreba, P.3 Vydavky na konecnu
spotrebu, P.51 Tvorba hrubého fixného kapitdlu, P.52 Zmena stavu zasob, D.1 Odmeny
zamestnancov, D.2-D.3 Cisté dane z produktov a exportu, B.1g Hruby domaéci produkt, B.2g
Hruby prevadzkovy prebytok, B.3g Hruby zmieSané dochodok, B.6g Hruby disponibilny
déchodok a B.11 Saldo vyvozu a dovozu vyrobkov a sluZieb.

Na ekonometricky odhad parametrov modelu bolo vyuzitych vSetkych 76 Stvrtro¢nych
pozorovani a na kalibraciu priemerna hodnota kazdého agregatu, ktord vstupuje do matice
spolocenského uctovnictva (SAM — Social Accounting Matrix). SAM pre pouZzity model ma
Struktiru zobrazenu v Tabulke 1, zktorej ja zaroven zrejmy vypocet hodnoty hrubého
domaceho produktu pomocou troch metdd. Bolo skonStruovanych 76 matic, aby bola
zabezpecend rovnovazna podmienka pre kazdé Stvrtroéné obdobie.

aktivity komodity faktory domécnosti
aktivity P.1-P.2+ (D.2-D.3)
komodity Vydavkova metdda
P.4+P.51+P.52+ B.8g
faktory Produkéna metdda
B.1g + (D.2-D.3)
domacnosti Prijmova metoda
D.1 +B.2g + B.3g + (D.2-D.3)

TabuPka 1 Struktara matice spologenského Giétovnictva

? International Food Policy Research Institute

142




V bunke riadka aktivit a stipca komodit je hodnota urovne aktivity a: QA,, ktora je neskor
dezagregovana na verejny sektor a sektor vSetkych ostatnych aktivit. Na priese¢niku riadka
faktorov a aktivit je zachyteny dopyt aktivity a po faktore f : QFy, neskor dezagregovany na
dopyt po praci vo verejnom sektore, dopyt po kapitali vo verejnom sektore a podobne dopyt
v agregovanom sektore ostatnych sektorov narodného hospodarstva. Bunka komodit
a domacnosti uvadza spotrebu komodity ¢ domacnostou h (modelované su dva typy -
mestska a vidiecka domacnost’). V poslednej bunke domécnosti a faktorov je prijem
domacnosti h z vlastnictva vyrobného faktora f, znova dezagregovany podl'a typu domacnosti
a vyrovného faktora praca, resp. kapital.

3 ODHAD PARAMETROV MODELU POMOCOU KALIBRACIE

V procedure kalibracie vyuzivame priemerné hodnoty zo 76 Stvrtroénych pozorovani
agregatov spomenutych v Kapitole 2. V Tabulke 2 je zobrazena dezagregovana matica
spolocenského uctovnictva. Hodnota priemerného hrubého doméceho produktu je 11 580
mil.€.

priemery v A C F H
mil. € PS R PS R lab cap | mestskad | vidiecka
A PS 1740
R 9840
C PS 870 870
R 4 920 4 920
F lab 724 | 3674
cap 1016 6 166
H | mestska 2199 3591
vidiecka 2199 | 3591

Tabul’ka 2 Matica spoloc¢enského Gctovnictva obsahujiica priemerné hodnoty agregatov

Hodnoty vsetkych parametrov boli kalibrované naraz, nakolko procedura kalibracie tento
postup vyzaduje, vid’. praca Jorgensona (1). Hodnoty kalibrovanych parametrov maju ta
vlastnost’, ze replikuju benchmarkovy dataset.

ad,; =1,972
ad, =1,936
QA ps = 0,416
A apps = 0,584
Qano = 0,373
Aapo = 0,627

Produk¢nd funkcia teda nadobuda nasledovny tvar:

Qhrs =1972-QR.% - QL] @
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QA, =1.986 - QR QY ®

4 EKONOMETRICKY ODHAD

Ekonometrickym odhadom parametrov produk¢nej funkcie dostavame nasledovné hodnoty
parametrov CGE modelu

ad,s =1,613
ad; =1,395
Aapps = 0
Aeapps = 0,991
Qjano =0
QAeapo = 1,002

Takto odhadnuty ekonometricky modelu vysvetluje 98,62% celkovej variability zavislych
premennych produkénej funkcie, parametre efektivnosti st o oboch funkciach Statisticky
signifikantné, podiel pridanej hodnoty pre vyrobny faktor praca je pri oboch aktivitach nulovy
(Statisticky nevyznamna hodnota) a podiel pridanej hodnoty pre vyrobny faktor kapital je pri
oboch aktivitach Statisticky vysoko vyznamny.

Na zéklade ekonometrického odhadu dostdvame nasledovné hodnoty odhadov produkénych
funkecii pre sektor verejnej spravy a agregovany sektor vsetkych ostatnych sektorov:

QA5 =1.613-QF ;1 )

QA; =1.359 -QF 0% ©)

5 ZAVER

Hodnoty parametrov produkcénych funkcii pre sektor verejnej spravy a agregovany sektor
vSetkych ostatnych sektorov modelu vSeobecnej ekonomickej rovnovahy ziskané pomocou
procedury kalibracie a ekonometrickym odhadom, st zna¢ne odlisné. Tuto skuto€nost’
mozeme vysvetlit' nastavenim hodn6t podielu mestskej a vidieckej domécnosti na vyuzivani
oboch vyrobnych faktorov v procese kalibracie, resp. vol'bou inych hodn6t parametrov v tejto
procedure, ktoré sa netykaju priamo produkcnej funkcie, ale nepriamo ju cez kalibraciu
ovplyvituji. V tomto bode vyskumu mézeme tvrdit, Ze parametre efektivnosti produkénych
funkcii pre vyrobné faktory praca a kapitadl nadobidaji pomocou oboch metod ziskania
porovnateI'né hodnoty a ich znamienka su rovnaké.

V d’alSom vyskume sa zameriame na hladanie pri¢in nulovej hodnoty parametrov stojacich
pri vyrobnom faktore praca v produkcnej funkcii, ktoré sme ziskali ekonometrickym
odhadom, ako aj na odhady ostatnych behaviordlnych vztahov prezentovaného modelu.
Dal§im krokom bude rozsirenie modelu o sektor vlady a zvys$ok sveta.
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ANALYTICKE SYSTEMY PRE PODPORU VYBERU PORTFOLIA

ANALYTICAL SYSTEMS FOR PORTFOLIO SELECTION SUPPORT

Viadimir Mlynarovic¢

Abstrakt

Prispevok prezentuje dva analytické systémy vo forme excelovskych aplikacii pre podporu
vyberu portfolia. Prvy z nich analyzuje vykonnost’ a riziko portfolia podla tried jeho aktiv
atento rozklad konfrontuje s vynosmi arizikom zodpovedajucich tried aktiv benchamrku.
Vysledkom je analyza aktivnych vynosov a aktivneho rizika portfélia a odporucania pre
manazment portfolia. Druhy analyticky systém automatizuje aplikaciu fundamentalnej
analyzy pre podporu vyberu portfolia.

KPucové slova: manazment portfolia ,dekompozicia vynosu, dekompozicia rizika,
fundamentdlna analyza

Abstract

The paper presents in the forms of excel applications two analytical systems for portfolio
selection support. The first one analyzes the portfolio performance and risk according to its
assets classes and the decomposition is compared with the performance and risk of
benchmark assets classes. As a result we have the analysis of the active policy return and risk.
The second one provides an automatic system for fundamental analysis approach to portfolio
selection

Keywords: portfolio management, return decomposition, risk attribution, fundamental
analysis

1 UVOD

Prispevok prezentuje dva analytické systémy vo forme excelovskych aplikécii pre podporu
vyberu portfolia. Prvy z nich analyzuje vykonnost’ a riziko portfolia podla tried jeho aktiv
a tento rozklad konfrontuje s vynosmi a rizikom zodpovedajucich tried aktiv v benchamrku.
Vysledkom je analyza aktivnych vynosov a aktivneho rizika portfolia a odporacania pre
manazment portfolia. Druhy analyticky systém automatizuje aplikdciu fundamentalne;
analyzy pre podporu vyberu portfolia.

2 ANA,LYTICKY SYSTEM PRE KONTRIBUCIU RIZIKA
A VYNOSOV

Existuje niekol’ko pristupov, ktoré boli navrhnuté s cielom vysvetlit' alebo dekomponovat’
vynos, resp. dodato¢ny vynos portfolia. Analyticky systém pre dekompoziciu vynosov
arizika portfolia podla tried aktiv a individualnych aktiv aich komparaciu s analogickou
Struktirou benchmarku predstavuje excelovsku aplikaciu teoretickych  vysledkov
prezentovanych v Mlynarovi¢ (2014), Hsu et al. (2010) a Forgy (2002).
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Excelovskd aplikdcia implementuje a automatizuje metodologiu  dekompozicie
prostrednictvom VBA procedir a makier aje vyuzivana pre analyzu rizika a vynosov
niektorych slovenskych penzijnych fondov. Aplikacia ma databazovy charakter v tom zmysle,
ze spracuva denné uctovné udaje, ktoré zohladnuji vsetky finan¢né informacie tykajlce sa
manazmentu a obchodovania aktiv penzijnych fondov a denné udaje o vynosoch aktiv lebo
tried aktiv zahrnutych do skupin potencidlnych benchmarkov. Na zaklade tychto udajov sa
vytvaraju databazy jednotlivych fondov s moznostou ich aktualizacie v Case a vyuzitia
procedur pre archivéciu, napriklad v situdcii, ked’ meni analyzovany fond.

Individualne aktiva, ktoré sa nachadzaju v penzijnom fonde st kategorizované podla
nasledujucich 14 tried aktiv: Slovak Government Bonds, Sovereign Government Bonds,
Banking Bonds, Corporate Bonds, Slovak Money Market, Sovereign Money Market,
Municipal Bonds, Current Accounts, M_B(HZL), Shares, Term Deposits, Mutual Funds,
Forwards a Others. Na takto Struktirovanej databaze mozno pre Specifikované obdobie
mozno z pohl'adu vybranych aktiv realizovat’ kontribu¢né analyzy pre:

e individualne aktiva,
e portfolio vybranych tried aktiv,
e portfolio vybranych individudlnych aktiv.

Vykonnost’ a riziko vybraného portfélia je konfrontované s benchmarkom, ktory mozno
Specifikovat’ dvomi spdsobmi:

e predeterminovany bechmark podla vybranej Struktury tried aktiv

e benchmark individualne poskladany pouzivatel'om.

Tabulka 1: Aritmeticka a exponencialne kontribucia dodato¢ného vynosu

Excess Return Contributions Effects Portfolio via Benchmark
Equities Bonds CA Forwards G_Portfolio
Allocation -0.001% 0.000% 0.002% 0.000% 0.001%
- static 0.002% 0.000% 0.002% 0.000% 0.004%
Ar(iéhafn;ﬁc - dynamic -0.003% 0.000%  0.000% 0.000% -0.003%
Average) | Security Selection -0.001% 0.033% 0.001% 0.000% 0.034%
Together -0.001% 0.033% 0.003% 0.000% 0.035%
Average Excess Ret -0.001% 0.034% 0.002% 0.000% 0.035%
Allocation -0.186% -0.068% 0.478% -0.004% 0.219%
Exponential | Security Selection -0.129% 8.548% 0.217% -0.006% 8.637%
(Total) | rogether 0315%  8474%  0.696% -0.010% 8.875%
Total Excess Ret 8.875%
Portfolio via Benchmark (% Structure)

Allocation -2.129% -0.748% 5.633% 0.000% 2.756%
- static 5.241% -0.723% 5.818% 0.000% 10.337%
Ar(iltjharﬂsﬂc - dynamic 7370%  -0.026%  -0.185% 0.000% -7.581%
Average) | Security Selection -1.448% 96.089% 2.603% 0.000% 97.244%
Together -3.577% 95.340% 8.236% 0.000% 100.000%
Average Excess Ret -3.434% 98.150% 5.284% 0.000% 100.000%
Allocation -2.095% -0.768% 0.021% -0.048% 2.462%
Exponential | Security Selection -1.455% 96.319% 2.446% -0.062% 97.325%
(Total) Together -3.547% 95.485% 7.845% -0.110% 100.000%
Total Excess Ret 100.000%
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Jadrom excelovskej aplikacie je analyza vyvoja vynosov a zodpovedajucich tokov hotovosti
spojenych s individudlnym aktivom v Specifikovanom ¢asovom obdobi a nasledujuca
agregacia pre Specifikované portfélio podla redlnych vah aktiv v analyzovanom portfoliu.
Analyza vynosov individualneho aktiva je dekomponovana do nasledujucich efektov:

o efekt zmeny ceny aktiva,
o cfekt kiipy alebo predaja (Casti objemu) aktiva,
e efekt zmeny vymenného kurzu

a vsetky tieto efekty st zohladiiované v relativnej irovni a vV urovni zodpovedajucich tokov
hotovosti a taktiez ich vplyvu na ¢istd hodnotu aktiva v penzijnom fonde.

Aplikacia ponuka ako vysledok celé triedy Statistickych charakteristik pre takd Struktaru
aktiv, ktord bola Specifikovand ako subjekt analyzy vykonnosti arizika. Ako ilustraciu
uvadzame V tabulkach 1 a 2 vysledky takejto analyzy pre jeden z penzijnych fondov za rok
2012 v jednej zmoznych turovni agregacie, ato Equities, Bonds, Current Accounts
a Forwards vo forme, ako ich priamo generuje excelovska aplikacia

Tabulka 2: Kontribucia vynosov a rizika

Tracking Error

Contributions

Equities Bonds CA Forwards Total
Return -0.320% 8.724% 0.474% 0.000% 8.878%
Risk 0.327% 2.878% 0.005% 0.000% 3.211%
Return (% Structure) -3.602% 98.261% 5.341% 0.000% 100.000%
Risk (% Structure) 10.198%  89.652% 0.150% 0.000% 100.000%
Contributions Pension Fund
Equities Bonds CA Forwards Total
Return 1.180% 9.860% 0.107% 0.000% 11.147%
Risk 1.826% 2.113% 0.057% 0.000% 3.996%
Return (% Structure) 10.587% 88.451% 0.961% 0.000% 100.000%
Risk (% Structure) 45.687% 52.887% 1.425% 0.000% 100.000%
Contributions Benchmark
Equities Bonds CA Forwards Total
Return 1.446% 0.999% -0.358% 0.000% 2.087%
Risk 2.156% 0.066% 0.002% 0.000% 2.224%
Return (% Structure) 69.282% 47.874% -17.156% 0.000% 100.000%
Risk (% Structure) 96.940% 2.958% 0.102% 0.000% 100.000%

3 FUNDAMENTALNY PRISTUP K PODPORE VYBERU PORTFOLIA

Analyticky systém pre aplikaciu fundamentdlnej analyzy na podporu vyberu portfolia vyuziva
vyvoj fundamentalnych charakteristik aktiv v Case pre rozhodovanie o ich obchodovani. Tieto
spolu s pravidlami typu stop loss a take profit vytvaraji integrovany systém pre manazment
portfolia v ¢ase. Kritéria pre rozhodovania o type obchodovania s aktivom (kupa, predaj,
resp. kratky predaj) st odvodzované od nasledujicich fundamentilnych charakteristik: eps,
ebitda, book value, number of shares, net income, cash flow, cash flow per share, current
asset, current liability, total debt, working capital, roe, dividend yield, productivity a profit
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masrgin. O zaradeni jednotlivych charakteristik, resp. ich pozadovanych trovniach, rozhoduje
portfolio manazér.

Excelovska aplikdcia implementuje a automatizuje aplikaciu fundamentdlne analyzy pre
podporu vyberu portfélia VBA procedar a makier. Jej zakladnou charakteristikou je jej
databazovy charakter, pricom aplikdcia automaticky identifikuje casové obdobie pre
disponibilné udaje a poskytuje pouzivatelov na tomto obdobi moznost’ Specifikovat’ casové
obdobie pre realizaciu analyzy.

Zakladom aplikacie s Styri makra. Prvé z nich, synchronize, zosynchronizuje denné tdaje
0 cenach aktiv so Stvrtro¢nymi, resp. mesaénymi ¢asovymi radmi dajov o fundamentalnych
charakteristikach. Specifikom je, Ze sa tu zohladiuje Easova informacia otom, kedy bol
zodpovedajuci tidaj zverejneny a nie len obdobie, pre ktory plati. Jadrom aplikacie je makro
signals, ktoré pre Specifikované Casové obdobie a vybrané fundamentalne charakteristiky
dynamicky opisuje Struktiru portfolia v Case, teda generuje signdly pre kapu, predaj, resp.
kratky predaj aktiva. Portfolio je pritom generované tak, ze sa vybranym aktivam priraduju
rovnaké vahy. Zaroven makro generuje celé triedy charakteristik tykajucich sa vyvoja
vynosov arizika aktiv aich portfolia v Specifikovanom obdobi ako aj udaje o celkovom
vynose a riziku portfolia za Specifikované obdobie. Makro optimize hl'ada taki kombinaciu,
resp. taky vyber charakteristik fundamentalnej analyzy, ktoré generuju v Specifijkovaném
obdobi portfolio s maximalnym vynosom. Posledné makro, asset selection, umoznuje vylacit
zZ analyzy aktiva, ktoré su pre portfolio manazéra z nejakého dovodu nezaujimavé.
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ROVNOVAZNESTRATEGHEQﬁASTNﬁQTVDODAVATEBSKEHo
RETAZCA?

THE EQUILIBRIUM STRATEGY OF THE ELEMENTS IN THE
SUPPLY CHAIN

Juraj Pekar, Ivan Brezina, Zuzana Cickovd

Abstrakt

Prispevok prezentuje analyzu dodavatel'ského retazca Vv rdznych trhovych Struktarach,
v ramci ktorych sa realizuje vyjednavanie cenovej stratégie pre navzajom substituovatel'ny
vyrobok medzi jednotlivymi ¢lankami dodavatel'ského retazca. Dodavatel'sky retazec pritom
zjednoduSene predstavuju dodavatelia a odberatelia, medzi ktorymi pdsobi medziclanok,
ktory reprezentuju subjekty sprostredkujuce dodavku uvazovaného vyrobku od vyrobcov
k spotrebitelom. Cielom medzi¢lanku je pritom udrzanie trhového podielu v segmente
predaja uvazované¢ho vyrobku koneénym spotrebitefom. Analyza vychadza z rovnovahy
linedrnych ponukovych a dopytovych funkcii na oboch stupiioch dodavatel'ského retazca,
teda aj medzi doddvateI'mi a medzi¢lankom, ako aj medzi medziclankom a odberatel'mi.
Vysledok analyzy predstavuju rovnovazne stratégie vsetkych uvaZovanych subjektov
dvojstupnového dodavatel'ského retazca. Je zrejmé, ze stratégia tzko stvisi s trhovou
Struktarou, v ktorej je predaj a nakup vyrobku realizovany. Trhova $trukturu pritom mozno
uspeSne charakterizovat’ pomocou nastrojov na meranie koncentracie, predovSetkym
pomocou Herfindahlovho-Hirschmanovho indexu.

Klucové slova: dodavatelsky retazec, rovnovazna stratégia

Abstract

The paper presents an analysis of the supply chain in different market structures, where the
pricing strategies for substitutable product are implemented between individual subjects of the
supply chain. The supply chain is simply represented by suppliers and customers, among
which acts an intermediate element representing product moderators of supply line from
producers to consumers. The aim of the intermediate element is maintaining market share in
the product segment sales to final consumers. The analysis is based on the balance of linear
supply and demand functions at both levels of the supply chain, thus between suppliers and
intermediate element, as well as between the intermediate element and customers. The
analysis enables to represent the equilibrium strategies of all subjects considered the two-
stage supply chain. It is clear that the strategy is closely related to the market structure in
which the sale and purchase of the product is realized. The market structure can be
successfully characterized using instruments to measure the concentration, in particular by the
Herfindahl-Hirschman Index.

Keywords: supply chain, strategy equilibrium
UVvVOoD

Klasické pristupy k analyze efektivnosti jednotlivych ¢lankov dodavatel'ského retazca sa
zameriavaju na analyzu diverzifikacie celkového zisku dodavatel'ského retazca medzi jeho

! This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant no. 1/0104/12 ,Modeling
supply chain pricing policy in a competitive environment*.
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jednotlivé ¢lanky. Vychadza sa pritom z predpokladu, relevantného vplyvu aspon jedného z
¢lankov na dopyt po tovare (Fiala, 2002). Efektivnym sa vSak javi aj vyuzitie
mikroekonomickej analyzy (Fendek, Fendekova, 2008), (Pekar, Brezina, 2012), (Pekar,
Brezina, Citkova, 2013) na analyzu spravania sa jednotlivych &lankov dodéavatel'ského
retazca pri stanoveni svojej cenovej stratégie. Cenova stratégia kazdého clanku
dodavatel'ského retazca je pritom zavisla od trhovej Struktiry a na postaveni ¢lanku na
relevantnom trhu. Na charakteristiku trhovej Struktiry mozno pouzit’ aj néstroje na meranie
koncentracie relevantného trhu.

TRH A TRHOVE STRUKTURY

Pod relevantnym trhom mozno rozumiet’ taky trh vyrobkov, ktory pozostava zo vSetkych
vyrobkov a/alebo sluzieb, ktoré su povazované za vzajomne zamenitel'né alebo nahraditel'né z
hl'adiska spotrebitel’a, a to na zaklade ich vlastnosti, cien a zamysl'aného ucelu pouzitia, resp.
priestorovy a ¢asovy sibeh ponuky a dopytu takych tovarov, ktoré st na uspokojenie urcitych
potrieb uzivatelov zhodné alebo vzijomne zastupitelné (relevantny geograficky trh pritom
zahfna oblast, v ktorej st dotknuté subjekty zapojené do vzt'ahov dopytu a ponuky vyrobkov
alebo sluzieb, v ktorej s sutazné podmienky dostatocne homogénne a ktora sa od ostatnych
susednych oblasti vyrazne odliSuje prave preto, Zze konkurenéné podmienky v nej st zjavne
odlisné od podmienok v tychto oblastiach).

Struktira odvetvia zasadnym sposobom ovplyviiuje spravanie celého odvetvia predovsetkym
pri uréovani cenovej stratégie. Konkurenc¢na Struktira odvetvia sa moze menit’ v Case ana
tieto zmeny musi SVOjou cenovou stratégiou reagovat’ kazdy podnik posobiaci v tomto
odvetvi. V ramci trhovej Struktury odvetvia mozno charakterizovat’ rozne formy od dokonalej
konkurencie az po monopol. Medzi dokonalou konkurenciou a monopolom sa nachadzaju
trhové Struktary s roznym stupniom nedokonalej konkurencie (Obr. 1).

ponuka/dopyt Vel'a malych | Niekolko strednych | Jeden velky
Vel'a malych Dokonala Oligopson Monopson
konkurencia
Niekol’ko strednych | Oligopol Bilateralny oligopol | Obmedzeny monopson
Jeden vel’ky Monopol Obmedzeny Bilateralny monopol
monopol
Obr. 1

Konkuren¢na Struktara odvetvia médze nadobudat’ rozny charakter v zavislosti od poctu
a velkosti subjektov posobiacich na prisluSnom relevantnom trhu. Jednym z moznych foriem
konkuren¢ne;j Struktury odvetvia je koncentrované odvetvie.

MERANIE KONCENTRACIE ODVETVIA

V literatire je publikovanych mnoZstvo metdd, ktoré sa daju uspeSne vyuzit pri
vyhodnocovani stupiia a dosledkov koncentracie. VO svojej podstate vsetky vychadzaju z
trhového podielu. Trhovy podiel predstavuje podiel subjektu na danom relevantnom trhu. Ak
n predstavuje pocet subjektov na urcitom relevantnom trhu a g; indikuje objem i-tého subjektu
(i=1,2, .., n), potom trhovy podiel i-tého subjektu mozno vypocitat’ ako

s=—_ j—12 ..n. )

[ n

;%
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Medzi najpouzivanejSie indexy na meranie koncentracie v odvetvi patri Herfindahlov-
Hirschmanov index koncentracie (d’alej HHI), ktory je od roku 1982 v USA? sugastou
smernic o horizontalnych faziach. HHI predstavuje konvexnu funkciu trhovych podielov
vSetkych subjektov na relevantnom trhu. HHI mozno definovat’ ako sumu S§tvorcov trhovych

podielov s, (i=12,...,n) vSetkych subjektov:
HHI =) (s)* )
i=1

Ak uvazujeme s pripadom, ked’ na relevantnom trhu posobi monopol (monopson) — subjekt,
ktory ovlada celi ponuku (dopyt) odvetvia (s, =1), tak hodnota indexu HHI = (1)* =1.

Federalna obchodna komisia v USA od 14. juna 1982 pouziva Herfindahlov—Hirschmanov
index ako zakladni metodu na urenie urovne koncentracie:
e pre nekoncentrované odvetvie hodnota HHI mensia ako 0,1,

e pre stredne koncentrované odvetvie hodnota HHI v intervale <0,1; 0,18> ,

e pre koncentrované odvetvie hodnota HHI vyssia ako 0,18.
Od roku 2010 pouziva Federalna obchodna komisia nové hodnoty HHI na meranie
koncentrécie odvetvia®:

e pre nekoncentrované odvetvie hodnota HHI mensia ako 0,15,

e pre stredne koncentrované odvetvie hodnota HHI v intervale <0,15; 0, 25>,

e pre koncentrované odvetvie hodnota HHI vyssia ako 0,25.

Na zéklade stupiia koncentracie mozno analyzovat’ dodavatel'sky retazec, priCom v dalSej
Casti rozoberieme rozne pripady uvedenej situacie. Hlavnym zameranim merania koncentracie
je analyza relevantného trhu, pricom slizi ako nastroj na rozhodovanie protimonopolnych
institucii. V naSich uvahach su pouzit¢ hodnoty stupna koncentracie na stanovenie trhovej
Struktry, priCom mozno empiricky overit' hranice, v ktorych méze byt relevantny trh
charakterizovany podla rozdelenia uvedeného v prvej casti. V pripade analyzy
dodavatel'ského retazca st uvedené hodnoty stupiia koncentracie pouzitelné pre d’alSie
analyzy, pricom v prvom rade budeme predpokladat’ jednostupnovy dodavatel'sky retazec
medzi vyrobcom a spotrebitelom a nasledne rozoberieme dvojstupiiovy dodavatel'sky
retazec, pre ktory budeme predpokladat’ existenciu medzi¢lanku (sprostredkovatel’a).
V poslednej casti predpokladame, Ze na vSetkych stupiioch existuje viac relevantnych
subjektov.

JEDNOSTUPNOVY DODAVATELSKY RETAZEC

Jednu z uvedenych situacii na relevantnom trhu reprezentuje skutocnost’, Ze na relevantnom
trhu s jednym homogénnym produktom pdsobi len jeden dodavatel — vyrobca (P) a jeden
agregovany spotrebitel’ (C), medzi ktorymi existuje priamy dodéavatel'sky vztah. UvaZzujeme
teda taky dodavatel'sky retazec, ktory ma len jeden stupen medzi vyrobcom a dodévatel'om
a neobsahuje ziadne medziclanky.

Dodavatel’ — vyrobca (P) produkujuci jeden druh produktu je reprezentovany linearnou
ponukovou funkciou:

Sp(p)=0p+dpp’
Cp — minimalna uroven ponuky vyrobcu (P),
dp — Koeficient narastu ponuky vyrobcu (P) pri jednotkovej zmene ceny produktu,

2 Dostupné na: http://www.usdoj.gov/atr/public/guidelines/horiz_book/15.html
¥ Dostupné na: http://www.justice.gov/atr/public/guidelines/fhmg-2010.html
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p — jednotkova cena produktu.
Agregovaného spotrebitel'a (C) reprezentuje agregovana linearna dopytova funkcia:

dc(p):ac_bcp’
a. — uroven saturované¢ho dopytu spotrebitela (C),

b, — koeficient poklesu dopytu spotrebitel'a (C) pri jednotkovej zmene ceny produktu.
Obr. 2 reprezentuje zodpovedajuci graficky model: jeden vyrobca (P) a jeden spotrebitel’ (C):

Agregovany
spotrebitel’ C

Vyrobca P

Sp(P) dc(p)

Obr. 2
Na baze z mikroekonomickej analyzy mozno na zaklade uvedenych predpokladov urcit
rovnovaznu cenovu stratégiu na relevantnom trhu pri cene urcenej na zaklade rovnovahy
ponukovej funkcie sy(p) a dopytovej funkcie dc(p):
c,+d,p=a —-bp

-C,+a, ) ©)
d, +b,
Rovnovazna cena (p) rastie pri stipajucej Urovni saturovaného dopytu (a;) a poklese
parametrov minimdalnej trovne ponuky dodavatela (C,), koeficientu nérastu ponuky (d)

aurovne koeficientu poklesu dopytu spotrebitela (bc). Pri opaénych zmenach hodndt
uvedenych koeficientov nastane pokles rovnovaznej ceny.

DVOJSTUPNOVY DODAVATELSKY RETAZEC

Uvazujeme d’alej, ze v dodavatel'skom retazci existuje aj medziclanok, pre ktory mozno
zjednodusene predpokladat’, ze zaciatok dodavatel'ského retazca reprezentuje vyrobca (P),
koniec retazca agregovany spotrebitel’ (C) s agregovanym dopytom po produkte, prechod
ktorého medzi nimi sprostredkiva medziclanok v dodavatel'skom ret'azci, ktory tvoria napr.
dva subjekty (medzisklady) (Sy) a (S,). Dalej budeme uvazovat’ s cielom ziskat’, resp. udrzat
trhovy podiel v segmente predaja produktu prechadzajiceho dodavatel'skym retazcom.
Realizovana analyza uvazuje na jednotlivych stupiioch dodavatel'ského retazca s ponukovymi
(na prvom stupni medzi vyrobcom a medziskladmi), resp. dopytovymi funkciami (na druhom
stupni medzi medziskladmi a agregovanym spotrebitel'om). Cielom je cenova rovnovaha
na jednotlivych stupnoch dodavatel'ského retazca. Vyhodnotenim rovnovéaznych cenovych
stratégii mozno analyzovat’ prispdsobenie stratégii jednotlivych subjektov dodavatel'ského
retazca. Uvazovany pripad reprezentuje graficky model na Obr. 3 s linearnymi ponukovymi
a dopytovymi funkciami.

di(py)| Subjekts, [P

\dc(pc)

Sp(Pp) Agregovany

Vyrobca P spotrebitel’ C
Subjekt S,

Obr. 3
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Ponuku vyrobcu (P) v zavislosti od predajnej ceny pri zavedenom oznaeni reprezentuje
linearna ponukova funkcia:

sp(pp)ch +dppp
Pp — jednotkova cena produktu na prvom stupni dodavatel'ského retazca.
Ak na druhom stupni dodavatel'ského ret'azca posobia subjekty S; a S, (zodpovedajuca trhova
Struktara duopol), linearne dopytové funkcie po uvazovanom produkte v zavislosti od jeho
ceny na prvom stupni su:
e pre prvy subjekt (S;): d1< pp) =a,—bp,
a; — uroven saturovaného dopytu subjektu Sy,
b; — koeficient poklesu dopytu prvého subjektu S; pri jednotkovej zmene ceny produktu.
e pre druhy subjekt (S;): d, ( pp) =a,-b,p,
a, — uroven saturovaného dopytu druhého subjektu S,
b, — koeficient poklesu dopytu druhého subjektu S, pri jednotkovej zmene ceny produktu.
Na druhom stupni dodavatel'ského retazca medziclanky (subjekty S; a Sp) realizuju
dodavatel'sky vztah s ponukou pre agregovaného spotrebitela reprezentovany linearnymi
ponukovymi funkciami:
e pre prvy subjekt (S1): S, ( pc) =c,+d,p,
€1 — minimalna troven ponuky prvého subjektu Sy,
d; — koeficient narastu ponuky prvého subjektu S; pri jednotkovej zmene ceny produktu,
pc — jednotkova cena produktu na druhom stupni dodavatel'ského ret'azca.
e  pre druhy subjekt (S): S, (P, )=C, +C, P,
C, — minimalna uroven ponuky druhého subjektu S,
d; — koeficient narastu ponuky druhého subjektu S, pri jednotkovej zmene ceny produktu.
Na druhom stupni dodavatel'ského retazca je produkt dodavany agregovanému spotrebitel'ovi
s agregovanym dopytom reprezentovanym agregovanou linearnou dopytovou funkciou:

dC ( pc) = a‘c _bc pc
Cenovt rovnovéahu na jednotlivych stupiioch dodévatel'ského ret'azca mozno potom stanovit’:

e rovnovaznu cenovl stratégiu medzi vyrobcom (P) amedzilankami S; a S, za
predpokladu rovnakej nakupnej ceny p. pre oba medzic¢lanky mozno vypocitat’

(ai_blpp)+(a2 ~b, pp)ch +d,p,
8+3-C, (4)
b+b,+d, °
Rovnovazna cena pp pre prvy stupeit dodavatel'ského ret'azca rastie pri stupajicej Grovni
saturovaného dopytu oboch medzi¢lankov (a;, a;) apoklese parametrov minimalne;j
urovne ponuky dodéavatela Cp, koeficientu narastu ponuky d, aurovne koeficientu
poklesu dopytu oboch medzi¢lankov (b1, b,). Pri opaénych zmenach hodnét koeficientov
nastava pokles rovnovaznej ceny pre prvy stupeil dodavatel'ského retazca.
e rovnovaznu cenovu stratégiu medzi medzi¢lankami S; a S; a koneénym spotrebitel'om
(C) za predpokladu rovnakej nakupnej ceny p. pre oba medzi¢lanky mozno vypocitat’:
(c,+d,p,)+(c,+d,p,)=a,—b,p,
e ()
d,+d,+b, °°
Rovnovazna cena p. pre druhy stupent dodavatel'ského ret'azca rastie pri stipajucej urovni

saturovan¢ho dopytu agregovaného spotrebitela a. a poklese parametrov minimalne;j
urovne ponuky oboch meduic¢lankov (Cc; a C;), koeficientu narastu ponuky oboch
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subjektov (di, d2) a urovne koeficientu poklesu dopytu agregovaného spotrebitel’a be. Pri
opacnych zmenach hodndt koeficientov nastava pokles rovnovaznej ceny nha druhom
stupni dodavatel'ského retazca.

DVOJSTUPNOVY DODAVATELSKY RETAZEC S VIACERYMI
SUBJEKTAMI

Predpokladajme, Ze v uvazovanom dvojstupiovom dodavatel'skom retazci s viacerymi
vyrobcami s ponukou jedného produktu a na konci s viacerymi spotrebitel'mi s dopytom po
uvazovanom produkte vystupuje medzi¢lanok predstavujuci m subjektov dodavajicich
uvazovany produkt od n vyrobcov ku k spotrebitel'om (Obr. 4).

Vztahy medzi prvkami dodavatel'ského retazca reprezentuju linearne ponukové a dopytové
funkcie. Cielom analyzy je ziskanie, resp. udrzanie trhového podielu v segmente predaja
produktu prechadzajucim prvkom dodavatel'ského retazca (na rozdiel od klasickych pristupov
maximalizujucich zisk jednotlivych subjektov).

Vyrobca Py Subjekt Sy Spotrebitel’ Cy

Vyrobea P, Subjekt S, Spotrebitel’ C,

Vyrobca P, Subjekt S, Spotrebitel’ Cy
Obr. 4

Z ciela analyzy je zrejmy aj spOsob jej realizacie na baze ponukovych, resp. dopytovych
funkcii na jednotlivych urovniach dodavatel'ského retazca. Uréuje sa pritom rovnovazny stav
V jednotlivych ¢lankoch dodavatel'ského retazca, teda medzi vyrobcami (Pi, P, ..., Py),
sprostredkovatel'mi (S1, Sy, ..., Sm) @ medzi sprostredkovatel'mi a odberatel'mi (Ci, Co, ..., Cy).
Vyhodnotenie vypocitanych rovnovaznych stratégii vedie k analyze, ktory subjekt
dvojstupiiového dodavatel'ského retazca prisposobi svoju stratégiu na udrzanie podielu
v ramci dodavatel'ského retazca a sposob, akym to ma dosiahnut. Vztahy medzi i-tym
dodavatel'om, j-tym medzi¢lankom a I-tym spotrebitelom je na Obr. 5.

Spi(pp) Svj(pc)
Vyrobca P —— | Subjekt §; Spotrebitel’ C,
dyj(Pp) da(pc)

Obr. 5

Ponuku i-t¢ho vyrobcu v zavislosti od predajnej ceny na prvom stupni p, reprezentuje
linearna ponukova funkcia

Soi(Pp)=Coi +d5P, (6)
Cpi — minimalna uroven ponuky i-tého vyrobcu,
dpi — koeficient narastu ponuky i-t¢ho vyrobcu pri jednotkovej zmene ceny produktu,
pPp — cena jednotky produktu na prvom stupni dodavatel'ského retazca.
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Funkciu agregovanej ponuky vyrobcov reprezentuje:

Sp ( pp):ispi ( pp):i(cpi +d, pp)zicpi + ppidpi ()

i=1
Pre j-ty medzi¢lanok m sprostredkovatel'skych subjektov predstavuju dopytové funkcie po
danom vyrobku v zavislosti od jeho ceny na prvom stupni pp:

dy(p,)=a;-b,p, (8)
ayj — uroven saturovaného dopytu j-teho subjektu,
by — koeficient poklesu dopytu j-teho subjektu pri jednotkovej zmene ceny produktu.
Funkciu agregovaného dopytu sprostredkovatel’'ov reprezentuje:

A,(p,) =20, (p,) =2 (2, ~0yp,) =22, - P, 2, ®

Pretoze m sprostredkovatel'skych subjektov na druhom stupni dodavatel'ského retazca v
zavislosti od ceny vyrobku p. realizuje vztah s poslednou spotrebitel'skou troviiou
reprezentovanou ponukovymi funkciami pre kazdého kone¢ného, pre j-ty subjekt plati:

s, (P.)=¢,; +d,; P, (10)
C,j — Groven minimalnej ponuky j-teho subjektu,
dy; — koeficient narastu ponuky j-teho subjektu pri jednotkovej zmene ceny vyrobku.
Funkciu agregovanej ponuky sprostredkovatel'ov reprezentuje:

S (pc):ZSVj(pc) Z(C +dv1 pc):ZCVj+chdvj (11)

j=1 =1 =1 =1

Linearna dopytova funkcia pre I-tého spotrebitel'a na druhom stupni dodavatel'ského retazca:
dcl ( pc) =4y _bcl P. (12)

ac — uroven dopytu I-tého spotrebitel’a,

be — koeficient poklesu dopytu I-tého spotrebitel’a pri jednotkovej zmene ceny produktu.

Funkciu agregovaného dopytu spotrebitel’ov na druhom stupni reprezentuje:

zdcl pc Z ol Ipc Zacl pcz (13)

1=1

ROVNOYAHU NA JE’DNOTLVIVYCH UROVNIACH
DODAVATELSKEHO RETAZCA

Na zéklade predchadzajtcich ivah moZno vo vSeobecnosti ur€it’ rovnovahu na jednotlivych
urovniach dodavatel'ského retazca.

1. urovern

Rovnovédzna stratégia medzi vyrobcami a sprostredkovatel'skymi medzi¢lankami za
predpokladu rovnakej nakupnej ceny pre vSetky sprostredkovatel'ské medziclanky:

Sp(pp):dV(pp)
Zn:Cpi+ppZn:dpi:Zm:an_ppZm:bvj (14)
i-1 i-1 =t =i

n m

—;cpi +jz_l:aw.

pp= n m

dei +vaj

i=1 j=1
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Na prvom stupni dvojstupniového dodavatel'ského retazca pri stapajucej Grovni saturovaného

dopytu m sprostredkovatel'skych medzi¢lankov Zavj a poklese parametrov minimalnej
j=1

n
urovne ponuky n vyrobcov chi rovnovazna cena p, rastie. Zvysenie koeficientu narastu
i=1

n
ponuky n vyrobcov dei a zvySenie koeficientu poklesu dopytu m sprostredkovatel'skych
i=1

m
medzi¢lankov vaj spOsobi pokles rovnovaznej ceny na prvom stupni dodavatel’ského
j=1
retazca. Pokles rovnovadznej ceny pre prvy stupen dodavatel'ského retazca nastane pri
opacnych zmenach hodnét uvedenych koeficientov.

Ak rovnovazna cena na prvom stupni dodavatel'ského retazca je p; , potom je ponuka i-tého

vyrobcu pri rovnovaznej cene:

Spi(p:)chi +dpi p: (15)
Pri rovnovaznej cene p; na prvom stupni dodavatel'ského retazca je uroven dopytu pre j-ty
sprostredkovatel'sky medzi¢lanok po danom produkte:

dvj ( p: ) = avj _bvj p: (16)

2. urovern
Rovnovazna stratégia medzi  sprostredkovatel'skymi  medzi¢lankami  a koneénymi
spotrebitel'mi za predpokladu rovnakej nakupnej ceny pre vsetkych spotrebitel'ov:

SV(pC):dC(pC)

m m k k
chj + pczdvj = zacl - pczbcl (17)
=i =1 I=1 =1
m K
DITEDIF
j=1

j= 1=1
k

2. dy+ b,

=1 =
Na druhom stupni dodavatel'ského retazca pri stiipajiicej urovni saturovaného dopytu

P =

K
k spotrebitel'ov Zac, a poklese parametrov minimalnej trovne ponuky m medzi¢lankov
1=1

m
ZCVJ. rovnovazna cena [ rastie. Pokles rovnovaznej ceny na druhom stupni dodavatel'ského
j=1

m
retazca sposobi zvySenie koeficientu nirastu ponuky m medziclinkov Zdvj a zvySenie
j=L
Kk
koeficientu poklesu dopytu k spotrebitel’ov Zbc, . Pokles rovnovaznej ceny pre druhy
1=1

stupet dodavatel'ského retazca nastane pri opacnych zmenach hodndét uvedenych
koeficientov.

Pre rovnovaznu cenu na druhom stupni dodavatelského retazca p, je ponuka j-teho
sprostredkovatel'ského medzi¢lanku pri rovnovaznej cene:

157



Svj ( p:) = Vj + dvj p: (18)
Pri uvedenej rovnovaznej cene na druhom stupni dodéavatel'ského retazca p; je dopyt k-teho
spotrebitel’a po danom produkte:

dcI ( p:) =4, — bcl pj (19)

Zaver
Prezentované tivahy mozno pouzit’ pri analyze rovnovaznych cien p; a p, dvojstupiiového
dodavatel'ského retazca s n vyrobcami, m medzi¢lankami a k spotrebitel'mi. Ak plati p: <p,

rozdiel p, — p; reprezentuje marzu sprostredkovatel'ského medzi¢lanku v dodavatel'skom

retazci. Tato situacia je vSak realna len pri rovnakom objeme realizovaného obchodu tak na
prvom, ako aj na druhom stupni dvojstupnového dodavatel'ského retazca.

Pri nizsej Grovni ponuky na prvom stupni dvojstupfiového dodavatel'ského retazca oproti
urovni dopytu na druhom stupni, n sprostredkovatel'skych medzi¢lankov musi riesit’ problém
zvysenia dopytu po danom produkte od m vyrobcov. To vSak mozno realizovat’ len zvySenim

rovnovaznej ceny p; . Druhtt moznost’ s rovnakym efektom predstavuje zvysenie rovnovaznej

ceny p, pre k spotrebitelov, ktora prirodzene vedie k poklesu dopytu po produkte. V pripade

vyssieho objemu realizovaného obchodu na prvom stupni dvojstuptiového dodavatel'ského
retazca, sprostredkovatel’ské subjekty musia riesit’ ilohu opacnym spésobom.
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HEURISTIKY PRO KAPACITNI ULOHY KURYRNI SLUZBY

HEURISTICS FOR CAPACITATED MESSENGER PROBLEM

Lenka Pribylova

Abstrakt

Text se zabyva heuristickymi algoritmy pro feSeni statické kapacitni ulohy kuryrni sluzby s
jednim nebo vice kuryry, pro vice kuryrd s jednim nebo vice vychozimi misty a se zahrnutim
¢asového limitu k navstiveni vSech mist. K feSeni jsou vyuzity modifikace metody nejbliz§iho
souseda, metody vkladaci a metody vymeén. UvaZzované heuristické algoritmy popsanych typt
statickych tloh byly naprogramovany v jazyce VBA (Visual Basic for Applications)
v prostiedi MS Excel. Vysledky vypocetnich experimentii znaci, ze ve statickych ulohach
kuryrni sluzby s vice kuryry s jednim vychozim mistem vykazuje lepsi vysledky
modifikovand metoda nejbliz§iho souseda, zatimco ve statickych ulohach s vice kuryry
S riznymi vychozimi misty dosahuje zna¢né nizSich hodnot ucelové funkce modifikovana
vkladaci metoda. Modifikovanad metoda vymén vede ke zlepSeni nalezenych feseni.

Kli¢ova slova: kapacitni ulohy kuryrni sluzby, heuristiky, nejblizsi soused, vkladaci metoda,
metoda vymeén

Abstract

The text is focused on heuristic algorithms for solving static capacitated messenger problem
with single or multiple messengers, with one or multiple depots in case of multiple
messengers and with limited time for route realization. Modified nearest neighbour method,
modified insertion method and modified exchange method were used to solve the problem.
Considered heuristics for described types of messenger problem were programmed in VBA
(Visual Basic for Applications) in MS Excel. The results of computational experiments
indicate that modified nearest neighbour method leads to better outcomes in static multiple
messenger problems with a single depot, while modified insertion method is associated with
lower values of objective function in static multiple messenger problem with multiple depots.
Modified exchange method improves original solutions.

Keywords: capacitated messenger problem, heuristics, nearest neighbour, insertion method,
exchange method

1 ULOHA KURYRNI SLUZBY

Uloha kuryrni sluzby (v anglické literatufe znama jako messenger problem nebo pickup and
delivery problem) vychazi z tlohy obchodniho cestujiciho (travelling salesman problem,
TSP). Cilem ulohy TSP je nalezeni trasy obchodniho cestujiciho, ktery vyrazi z pocate¢niho
mista, musi navstivit danou mnozinu mist (pozadavkl) a vratit se zpét do vychoziho mista,
a to takovym zpiisobem, aby celkové naklady na trasu byly minimalni. Rozdily TSP a ulohy
kuryrni sluzby spocivaji ptedevsim v jiné definici pozadavki, a od ni se odvijejicich omezeni.
V tloze TSP existuje pouze jeden typ pozadavku, a to misto, které musi byt navstiveno.
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Kuryrni sluzba ma za kol vyzvednout zakaznikovu zasilku z jednoho mista a dorucit ji do
mista jiné¢ho, v tloze je tedy nutné rozliSovat, zda se jednd o misto vyzvednuti nebo doruceni.
Navic je také dilezité kontrolovat potadi, v jakém jsou mista navstévovana, protoze dané
misto doruceni nemtize byt navStiveno dfive, nez je navStiveno odpovidajici misto
vyzvednuti. Zasilku vSak neni nutné dorucit bezprostiedné po jejim vyzvednuti.

V problému se tedy setkdvame s trojim typem
mist, prvnim typem je misto (popf. mista, pokud
se jednd o ulohu svice kuryry) vychozi, do
kterého se kuryr také musi vratit, druhym typem
jsou mista vyzvednuti a tfetim typem mista
doruceni. Pokud piijmeme znaceni, které se
Vv literatue vyskytuje nejcastéji, tj. indexem 1 je
oznaceno vychozi misto, sudé indexy maji mista
vyzvednuti a liché indexy mista doruceni, muze
uloha kuryrni sluzby vypadat napiiklad jako na
nasledujicim  obrazku.  Orientované  hrany
znazoriuji smér doruceni zdsilky, pro konkrétni Obriazek 1 Uloha kuryrni sluzby
zasilku ma misto doruceni vzdy index o jednicku

vy$si nez index mista vyzvednuti.

Ve vSech dale uvazovanych tlohach a jejich modelech je pro zjednoduseni uvazovano, Ze
7zadné misto vyzvednuti nemize byt zarovenn mistem doruceni a naopak. Déle budeme
predpokladat, ze kazdy zakaznik bude pozadovat z jednoho mista vyzvednuti doruceni pouze
jedné zésilky do jednoho mista doruceni. Nenastane tedy situace, ve které by mél zakaznik
S jednim mistem vyzvednuti dvé nebo vice zasilek se dvéma nebo vice riznymi misty
doruceni, nebo situace, ve které by jedno misto doruceni bylo spole¢né misto doruceni pro
dve nebo vice zasilek riznych zédkaznikd.

Pii hledani optimalni trasy s minimalnimi néklady, at’ uZ ve formé vzdalenosti nebo ¢asu
straveného na cesté, je dilleZitd skutenost, zda je feSeni omezeno ¢asovymi okny. Castéji se
setkdvame se situacemi, ve kterych je pfedem omezeno, v jakém Casovém rozmezi je nutné
zasilku od zékaznika vyzvednout a v jakém musi byt zasilka na dané misto dorucena. V realné
praxi jsou Casova okna uplatiovdna minimalné v podobé stanoveni okamziku, kdy nejdiive
muze byt zasilka vyzvednuta, a nejpozdéji pripustného terminu, ve kterém mtize byt zésilka
dorucena. Zahrnutim ¢asovych oken vSak dochézi k vyrazné slozit¢jSim modelim a metodam
jejich feSeni, a ztohoto diivodu nebyla ¢asova okna v dal$im textu uvazovana. Nicméné
uvazovana byla ¢asové omezena pracovni doba, ve které musi byt zdkaznici obslouzeni, tedy
veskeré zasilky vyzvednuty a doruCeny. Jde tak o kompromis mezi redlnymi poZadavky
zakazniki a slozitosti vypocetnich metod. V uloze kuryrni sluzby s omezenou pracovni dobou
kuryr oznac¢ime €asovy limit Tpa.

Dalsi dualezitou skutecnosti pfi hledani optimalniho feSeni je uvaZovani kapacity kuryra.
V nasledujicich ulohach a modelech se zaméfime predevsim na kuryry cyklisty s batohem. Je
ziejmé, ze pak musime brat ohled alespon na celkovou hmotnost nalozenych zasilek, ktera
nesmi prekro€it maximalni moZnou kapacitu kuryra. Pfedpokladem pro zjednoduSeni
algoritmi je fakt, Ze maximalni kapacitu (nosnost) maji vSichni kuryfi stejnou, a oznacime
ji V. Hmotnost zasilky, jeZ ma byt vyzvednuta v misté 2i ozna¢ime jako (,;, a pro misto
doruceni bude platit, ze 0, =—0,. Kazda zasilka mize byt vyzvednuta, tj. ¢; <V pro
vSechna .
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V praxi se kuryrni sluzba snazi optimalizovat trasu kuryra nejen vzhledem k ¢asovym okniim
nebo kapacité, ale ve vétSin€ piipada s piihlédnutim k obéma podminkdm soucasné. Jeden
kuryr ¢asto neni schopen vyhovét pozadavkiim vSech zékazniki, a tak je tieba brat v tivahu
I moznost vyuziti vice kuryrt, a sestaveni n¢kolika tras. V uloze pak bude hrat roli i fakt, zda
vSichni kuryti maji jediné spolecné vychozi misto, nebo zda ma kazdy kuryr své zvlastni
modelim. Matematicky model optimalizaéni tulohy kuryrni sluzby s ¢asovymi okny
a kapacitnim omezenim pro vice kuryrt, ktefi maji jedno spole¢né vychozi misto, uvadi napft.
(Fabry, 2008).

2 HEURISTIKY PRO STATICKE ULOHY

Cilem statickych uloh je sestaveni optimalni trasy kuryra, ktery vyzvedava a dorucuje zasilky
na mistech, kterd jsou zndma jak pted zahdjenim optimalizace, tak pfed momentem, ve kterém
kuryr vyrazi z vychoziho mista. V pifipad¢ uloh svice kuryry jsou vysledkem trasy pro
vSechny jednotlivé kuryry.

Pro ulohu kuryrni sluzby byly vytvofeny riizné modifikace heuristickych metod nejbliz§iho
souseda, vkladaci a vymén. Principy jednotlivych heuristik byly upraveny pro ulohu kuryrni
sluzby a modifikovany pro ulohy s jednim nebo vice kuryry, s jednim nebo vice vychozimi
misty (v ptipadé vice kuryri), s ohledem na kapacitu kuryra a s ohledem na ¢as.

V ptipadé, ze je mozné vyuzit pro uspokojeni vSech pozadavkid vice kuryrd, na vysledek
misto, nebo ze kazdy kuryr ma vlastni vychozi misto, ze které¢ho vyjizdi a do kterého se vraci.
Algoritmy byly proto modifikovany tak, aby bylo mozné je pouZzit i pro vice kuryri.
Piedpokladem vytvofenych heuristickych algoritmi je lichy celkovy pocet kuryrt, tedy K je
liché ¢islo. Pro n pozadavkii a K kuryri bude matice nékladii obsahovat v prvnich
K tadcich néklady na cestu z vychozich mist jednotlivych kuryri do mist, jez musi byt
navStivena. Diivodem pro toto znaeni je moznost zachovani oznaceni mist vyzvednuti
sudymi indexy a mist doruceni nasledujicimi lichymi indexy. Necht' pozadavky zdkaznikt
pak nesou oznaceni K +1,K +2,..,K +2n. Mista vyzvednuti budou tedy oznacena sudymi
indexy K+1,K+3,...,K+2n-1, a mista dorufeni budou znaCena lichymi indexy
K+2,K+4,.,K+2n. V piipad¢, Ze je mozné vyuzit sudy pocet kuryrti, je feSenim zafazeni
fiktivniho kuryra, ktery nebude vyuzit, tak, aby celkovy pocet kuryra byl liché Ccislo.
Pro ulohu s jednim kuryrem zlstane zachovano znaceni stejné jako v piedchozi kapitole,
tedy indexem 1 bude oznaceno misto vychozi a mista, kterd maji byt navstivena, ponesou
indexy 2, 3,...,2n + 1.

2.1 Modifikace metody nejbliz§iho souseda

Metoda nejbliz§iho souseda je zaloZend na pfidavani nejbliz§iho mista do trasy k poslednimu
navstivenému mistu. V tloze kuryrni sluzby musi byt respektovano, ze kuryr nejprve zasilku
vyzvedne, a poté ji doru¢i. K doruceni zasilky nemusi dojit bezprostiedné po jejim
vyzvednuti, pokud to dovoluje kapacita kuryra. Modifikace metody nejbliz§iho souseda pro
ulohu kuryrni sluzby s n pozadavky spociva ve vybirani nejbliz§iho mista z mnoziny A, ktera
je tvotena misty, které 1ze v dané chvili navstivit. Po navstiveni konkrétniho mista vyzvednuti
I je toto misto z mnoziny A odebrano a misto doruceni zasilky i + 1 naopak do mnoziny
A pfidano. Metoda kon¢i, kdyZ je mnozina A prazdna.

Pokud je obsluha zakazniki umoznéna K kuryry, musi byt osetfeno, aby jednu zasilku vyzvedl
1 dorucil stejny kuryr. Proto musi mit kazdy kuryr vlastni mnozinu Ay mist, ktera mutze
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navstivit. Pro ulohu kuryrni sluzby s vice kuryry, kteti maji navic je algoritmus uz o néco

vvvvvv

kuryra oznaCime zx a celkovou délku tras vSech kuryrti z. Posloupnost po sob¢ navstivenych
mist jednotlivych kuryri oznacime Sy.

V piipadé, ze v uloze kuryrni sluzby omezime pracovni dobu kuryrti Casovym limitem T pa,
potiebujeme znat nejen informace o vzdalenostech mezi misty, ale i o jednotlivych dobach
piejezdu z mista i do mista j, které oznac¢ime dij. Necht' Ty oznacuje aktudlné straveny cas
k-t¢ého kuryra na trase, a pro trasu reprezentovanou posloupnosti mist Sy tedy plati

s o . o e
T, = ZH dy ., kde ujje misto zafazené v trase na j-t¢ pozici. Pro vychozi misto je u, = k
a pro posledni misto v posloupnosti je Us, = I,. Protoze jednu zasilku musi vyzvednout

a nasledn¢ dorucit stejny kuryr, je tieba v kazdém kroku kontrolovat, je-li po zatazeni dal§iho
mista do trasy stdle mozné dorucit vSechny zbyvajici nalozené zésilky v ¢asovém limitu.
Necht’ By oznacuje mnozinu mist doruceni, kterd je nutné pred uzavienim cyklu navstivit
kuryrem k. Nize je uveden algoritmus pro modifikovanou metodu nejbliz§iho souseda pro
tlohu kuryrni sluzby s Easovym limitem a s riznymi vychozimi misty', dle (Fabry, 2014).

Algoritmus €. 1
Krok1: prok=12..K: A ={K+LK+3..,K+2n-1}, B, =0.
Krok 2:  Pro k =1,2,..., K opakovat:

C, =minc,,

JeA,
S, =tk.s} z, =c,, T, =d,,
prol=12...K: A=A —{r},
A=A +{r+1, B, ={r+1}, i =r.
Krok 3:  Pro k =1,2,..., K opakovat:

r

pro viechna ] € A, opakovat
A = A, pokud j je sudé, pak A = A +{j+1},
B, = B,,pokud j je sud¢, pak B} =B, +{j+1},
T, =T,
s=],
dokud B, # 0 opakovat:

dsv = mln dsi’
igBy

Tkl =Tk! +dsv’ Bli = BI: _{V}'

S=V,

! Metodu Ize pouzit i pro vice kuryri se stejnym vychozim mistem, prvnich K fadka matice vzdalenosti pak bude
identickych.
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T, =T, +d,,
pokud T, > T, pak A, = A, +{j},

C,,= Min minc, .,
mf k=12, K jen, ]

Sm=8m+{r}’ Zm=Zm+C' Tm :Tm+dimr1 im:r’

pokud r je sudé, pak
prok=12,..K: A =A —{r},
A, = A, +{r+1}
B, =B, +{r+1}
jinak
A=A, 1T
Krok 4. pokud A =0 pro vsechna k = 1,2,...,K, potom pokracovat krokem 35, jinak
opakovat krok 3.
Krok5:  Prok=12,..K: S, =S, +{k}, z, =z, +c,,,

K
z=)1,.
k=1

Konec.

Kli¢ova iprava algoritmu spo¢iva v kroku 3, ve kterém misto j € A, mlize byt vybrano jako
nejblizsi soused pro k-tého kuryra, pouze pokud je i po jeho piidani mozné dokoncit trasu
Vv Casovém limitu Tmax. Pokud je vybrano misto vyzvednuti j, je nutné zahrnout do trasy také
misto doruceni zasilky j + 1. Algoritmus neni oSetien pro piipad, kdy Zadny kuryr nemuize
néjakou zasilku vyzvednout a dorucit v ¢asovém limitu. Proto je v ramci heuristického
pfistupu nutné odmitnout takového zakaznika, a jeho pozadavek odloZit na dalsi den. Avsak
ani optimaliza¢ni model nemlZe zarucit, ze budou uspokojeny vSechny pozadavky.

Algoritmus lze pomémné snadno upravit pro kapacitni tlohu kuryrni sluzby. Protoze
predpokladdme, Ze hmotnost vSech jednotlivych zasilek je mensi neZ kapacita kuryra V, neni
nutné oveérovat, zda je mozné nalozit zasilku b&hem piidavani prvniho nejbliz§iho mista
k vychozimu mistu. Necht' Wy = {Wlk,wg,...,w,fk_l} je posloupnost ndkladl vyzvednutych,
resp. vylozenych, v po sob& navstivenych mistech k-tého kuryra, ktery navstivi hy mist.

Néklad ve vychozim misté je Wlk =0pro viechny kuryry k= 1,2,...,K, protoze vSichni kuryti

------

dochazi v misté r k vyzvednuti prvni zasilky o hmotnosti ¢, a naklad se o tuto hmotnost
zvysuje. Pro posloupnost nakladd tedy plati w =w;, +q_ . Je-li i sudé, tj. pii navstiveni

mista vyzvednuti, je g, kladné a naklad se o tuto hodnotu zvysuje; je-li i liché, tj. navstiveni
mista doruceni, je q, zdporn¢ a naklad se o tuto hodnotu sniZuje. Kapacitu je tedy nutné

kontrolovat pouze v kroku 3, a to pouze pii pfidavani mista vyzvednuti, ve kterém dochazi ke
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zvySeni nakladu. Misto vyzvednuti r miZze byt pfidano do trasy k-tého kuryra na pozici |,
pouze pokud nebude piekrogena kapacita kuryra, tedy pokud plati, ze w!, +q, <V.

2.2 Modifikace vkladaci metody

Vkléadaci metoda je zalozena na principu rozsSifovani uzaviené cesty vkladanim dalSich mist,
dokud trasa neobsahuje vSechna mista, kterd je tfeba navstivit. Pfi vkladani mist v uloze
obchodniho cestujiciho neni na rozdil od ulohy kuryrni sluzby rozlisSeno, zda se jedna o misto
vyzvednuti nebo doruceni. Modifikace metody pro tlohu kuryrni sluzby spociva
v respektovani omezeni, ze misto dorueni smi byt navStiveno az po navstiveni mista
vyzvednuti. Neznamena to, Ze misto doruceni nesmi byt vlozeno do trasy diive nez misto
vyzvednuti, ale ze misto vyzvednuti musi byt v kone¢né naplanované trase pied mistem
doruceni.

Pro vychozi misto je U, =k a pro posledni misto v uzaviené cesté je Us,| = K. Poget prvka

vtrase k-t¢tho kuryra oznaéme hy, pficemz plati rovnost |Sk| =h,. Vprvnim kroku
modifikované metody je na rozdil od metody nejbliz§iho souseda mozné vybrat nejen misto
vyzvednuti ale i misto doruceni pro vytvoieni poc¢ate¢niho cyklu. Protoze jsou vzdy vkladany
obé mista jednoho pozadavku najednou (misto vyzvednuti i doruceni), neni tfeba v kazdém
kroku kontrolovat, zda je mozné trasu dokoncit v ¢asovém limitu, jako tomu bylo u
modifikované metody nejblizsiho souseda. Nyni postaci kontrola, zda hodnota Ty je po ptidani
dvojice mist mensi nebo rovna Casovému limitu Tmax. Nize je uveden algoritmus pro

modifikovanou vkladaci metodu pro ulohu kuryrni sluzby s ¢asovym limitem dle (Fabry,
2014).

Algoritmus ¢. 2

Krok1:  Prok=12,..K: A ={K+LK+2..,K+2n},
prok=1,2,....K opakovat

C

min :_OO’Cmax :+OO'

pro viechna | € A, opakovat

pokud c; < I:lrrzlinK C;, potom
=k

pokud min C;>Cp,, POtOM Sy = J, Cpyp = MiN ¢y,

1=1,2,..,.K,
12k 12k
jinak pokud (c; - 1n;inK Cjj) < Crax » POtOM
P
Sex = J!Cmax = (ij _I::{’,YZ],I.QK,C”)’

12k
pokud c;, >—oo, potom s =s_ ,jinak S=s__,
je-li s sudé, pak S, = {k,s,s+L k}, Z, =Cs +Cog +Coryr
je-li s liché, pak S, ={k,s—1,5,k}, z, =Cy g1 +Coys +Cqy

h, =4,
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prol=1,2,... .K:
je-li s sudé, pak A = A —{s,s+1},
je-li s liché, pak A = A —{s—1s},
Krok 2: Az =oo,
prok=1,2,....K opakovat

pro vSechna suda r € A, opakovat

Az} = min (C, +C, ., +C

; —C
k k |k
R T T B R FHLULL U U )

AN =d, +d, ,+d

ko T k ok 1
r+luj,, uj,Ujg

R .
AZig =, M, (G +C s, ~Curut, Gt Cranus, ~Curas, )
m=i+1,i+2,..,h -1
R _
At = duik,r + dr,uik+l duik,uik+1 + dur"n,r+1 + dr+1,urk,,+1 TR

pokud T, +At" <T, a Az <Az, potom
N =PRAVDA, k" =k,r" =r,j = j,Az=Az};, AT = At",

pokud T, +At® <T_ a Az} <Az, potom
N = NEPRAVDA,
K™ =k,r'=r,j =f,i" =g,Az=Az}} ,AT = At%,
pokud N = PRAVDA a Az <, potom
vlozit mista r"a r"+1 dotrasy S . napozice j" +1a j +2,
jinak pokud Az <o, potom
vlozit mista r"a r"+1 dotrasy S . napozice j +1a i +2,
pokud Az <o, potom
hk* = hk* +2, . =2,. +Az, Tk* :Tkx +AT,
prok=1,2,...,K opakovat
A=A -+
Krok 3:  pokud A, =0 pro viechna k = 1,2,...,K, potom pokradovat krokem 5, jinak
opakovat krok 3.
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V kroku €. 2 jsou zkouseny vSechny mozné pozice pro vlozeni dvojice mist, a to bud’ vloZeni
mist na pozice nasledujici bezprostiedné po sob¢, nebo vlozeni na rizné pozice v trase. Pro
kazdy zpiisob vlozeni je ulozena hodnota minimalniho prodlouzenim trasy, tj. pro vlozeni na

. ’ sy M N Ny s o J . R v TN ’
pozice nasledujici po sobé Az,; a pro vlozeni na rizn¢ pozice Az, . Pfi vkladani mist na

pozice nasledujici bezprostiedné po sobé nabyva proménna N hodnoty PRAVDA, pii
vkladani na rtizné pozice v trase nabyva hodnoty NEPRAVDA.

Vyse uvedeny algoritmus je mozné upravit pro kapacitni tlohu kuryrni sluzby. Hmotnost
nakladu ve vychozim misté je Wlk =0 pro vSechny kuryry k= 1,2,...,K, protoze vSichni kuryfi

------

nove¢ pridanymi misty. Musi tedy platit, ze pfi vkladani na pozice i a m do trasy k-t¢ho kuryra
je splnéno  max W'; +q, <V.

j=ii+l,...m

2.3 Modifikace metody vymén

Metoda vymeén je jednou z heuristickych metod zlepSujicich jiz nalezené feSeni. ZlepSeni je
mozné dosdhnout vynechanim dvou hran a jejich nahrazenim dvéma jinymi hranami (2-2
vymeény), popiipadé je mozné vynechat 3 nebo vice hran. Metoda vymén by méla slouzit
k nalezeni lepSiho feSeni a pfiblizit vysledek feseni optimalnimu.

V metod¢ vymeén pro tlohu obchodniho cestujiciho jsou testovany vymeény dvojic hran, které
nemaji spolecny vrchol. Modifikace metody vymén pro ulohu kuryrni sluzby spociva
ve vymeén¢ nikoli dvojice hran, ale dvou dvojic hran, pfi¢emZ jedna z dvojice ma spolecny
vrchol r a druhd vrchol r + 1. V prvnim kroku modifikované metody vymén vybereme dvojici
mist vyzvednuti r a doruceni r + 1, pro kterou bude hodnota tGspory vytvofené vyjmutim této
dvojice mist maximalni ze vSech dvojic. Nasledné vyuzijeme princip modifikovaného
vkladaciho algoritmu, a vyzkouSime vSechny mozné pozice, na které bude v ramci
jednotlivych tras mozné dvojici mist vlozit. Ze vSech moznych pozic vybereme ty, které
budou spojené s minimalnim prodlouZenim trasy. Pokud tato vyména bude vyhodna, tj. pokud
uspora bude vétsi nez prodlouzeni, mista z pivodnich pozic vyjmeme a vlozime na nové.
Prvni a druhy krok opakujeme, dokud zmény ptinési zlepSeni ucelové funkce.

Algoritmus lze modifikovat pro Ulohu kuryrni sluzby s ¢asovym a kapacitnim omezenim
stejnym zptisobem jako algoritmus vkladaci metody.

3 VYPOCETNI EXPERIMENTY

Algoritmy byly naprogramovany v prostiedi MS Excel v jazyce VBA (Visual Basic for
Applications) scilem provést experimenty a porovnat vysledky dosazené jednotlivymi
metodami. Testovano bylo celkem 40 riiznych matic, s rozméry 10 pozadavka (celkem 20
mist) se 3 kuryry, 20 pozadavkl s 5 kuryry, 30 pozadavkl se 7 kuryry a 40 pozadavki s 11
kuryry. Vysledky nebyly srovnany s optimélnim feSenim.

vysledné ucelové funkce porovnavanych metod. Nasledujici tabulka shrnuje vysledky metod

NN (algoritmus modifikované metody nejbliz§iho souseda) a IN (algoritmus modifikované
vkladaci metody).

| metoda | efektivnost (rtizna vychozi mista) | efektivnost (jedno vychozi misto) \
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NN 23,75% 75,0%
IN 76,25% 25,0%

Tabulka 3.1 Porovnani efektivnosti metod NN a IN

Zvysledki je patrné, ze modifikace metody nejblizSiho souseda je efektivnéj$i nez
modifikace vklddaci metody v pfipadé, Ze kuryfi vyrdzeji zjednoho spolecného mista.
V opacném piipad¢ je efektivnéjsi modifikovana vkladaci metoda.

Metoda vymén slouzi ke zlepSeni jiz dosaZzeného feSeni, otestovana byla feseni ziskana vSemi
vySe popsanymi heuristikami pro statické ulohy. Efektivita tentokrat vyjadiuje, v kolika
procentech piipadii byla hodnota tcelové funkce nizsi po aplikaci modifikované metody
vymeén. Pro jednotlivé vysledky byla spocitana i1 procentudlni zlepSeni hodnoty ucelové
funkce.

metoda efektivnost prumérné zlepSeni
NN 61,3% 2,4%
IN 21,3% 0,6%

Tabulka 3.2 Porovnani efektivnosti modifikované metody vymén

4 ZAVER

Z vysledkll experimentl vyplyva, ze pfi srovnani modifikaci metody nejbliz§iho souseda a
vkladaci metody zalezi na tom, zda se jedna o ulohy s jednim vychozim mistem kuryrti nebo
S riznymi vychozimi misty. V piipadé jednoho spole¢ného vychoziho mista byla efektivnéjsi
modifikace metody nejbliz§iho souseda, zatimco v ptipadé vice vychozich mist dosahovala
lepSich vysledkii modifikace vkladaci metody. Modifikovana metoda vymén vedla ke
zlepSeni plvodnich feSeni. V dynamickych ulohach s asovym omezenim byla vyrazné
efektivnéjsi modifikovana vkladaci metoda nez modifikace metody nejblizsiho souseda.
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MODELOVANIE ZASOB POMOCOU MARKOVOVYCH RETAZCOV!
INVENTORY MODELING VIA MARKOV CHAIN

Marian Reiff

Abstrakt

Cielom prispevku je prezentovat modelovanie zasobovacieho procesu pomocou
Markovovych retazcov scielom urcit vhodnu stratégie zasobovania. V prispevku su
prezentované zakladné teoretické poznatky Markovovych retazcov s aplikaciou na riadenie
zasob.

KPucové slova: zasoby, Markovove retazce

Abstract

The aim of this paper is to present the modeling of the inventory process using Markov chains
to determine the appropriate supply strategies. Paper resents basic theoretical knowledge of
Markov chains with application to inventory management.

Keywords: Inventory, Markov chain

Néhodny proces mozeme definovat’ ako mnozinu ndhodnych veli¢in, zavislych od urcitého
poctu parametrov. V ekonomickych aplikéaciach sa vyskytuji predovsetkym procesy s jednym
parametrom, ktory je ¢as. Takéto ndhodné procesy sa nazyvaju stochastické procesy. Nech X;
predstavuje nahodnu premennt (napriklad mnoZstvo zasob na sklade, dopyt po tovare, atd’.)
ktora charakterizuje stav systému v Case t € T . Mnozina nahodnych premennych {Xt t eT}

predstavuje stochasticky proces. V zavislosti od charakteru mnozZiny T sa stochastické procesy
rozdel'ujii na procesy s diskrétnym casom, v pripade ak T je spocitatelnd mnozina a na
stochastické procesy so spojitym Casom, v pripade ak mnozina T je interval. Pocet stavov
Vv ktorych sa mdze nachadzat’ stochasticky proces moze byt’ kone¢ny alebo nekonecny pocet.
Teda v uréitom okamihu sa vyskytuje situdcia z uréitého suboru moznosti. Hovorime
o0 vyskyte stavu iVokamziku n, pricom ak je mnozina stavov sledovaného procesu
spocitatelnd mnozina hovorime o stavovo diskrétnych procesoch a Vv opa¢nom pripade
stavovo spojitych procesoch. Stochasticky charakter procesu spociva v tom, Ze v okamihu n
sa vyskytuje jeden z moznych stavov s urcitou pravdepodobnost’ou.

Na ilustraciu stochastickych procesov uvadzame priklad s kone¢nou mnoZzinou stavov
a diskrétnym ¢asom z oblasti riadenia zasob.

Uvazujme nasledujici problém zasobovania. Skladovany tovar je mozné objednat
v tyzdnovych intervaloch. Nech premenna D; predstavuje dopyt po tovare v tyzdni
t=123, ..., T. Predpokladame, Ze dopyt po tovare D; je nahodna premenna s Poissonovym
rozdelenim so strednou hodnotou A = 2. Dalej nech premenna X, predstavuje stav zasob
tovaru na zaciatku sledovania procesu (v tomto priklade Xo = 3), X3 predstavuje stav zasob na

! This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant no. 1/0104/12 ,Modeling
supply chain pricing policy in a competitive environment*.
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konci prvého tyzdna, X, stav zasob na konci druhého tyzdna atd’. Na konci tyzdna je mozné
objednat’ tovar ktory je nasledne doruCeny tesne pred zaciatkom buduceho tyzdna. Pri
objednavani plati nasledujica stratégia. Firma objednana tovar je v pocte 3 ks, iba v pripade
ak na konci tyzdna je nulovy stav zasob, pri inom pocte stavu zdsob na konci tyzdia sa tovar
neobjednava. Modelovany proces moze nadobudat’ stav 0, 1, 2, 3, Co reprezentuje stav zasob
tovaru na konci tyzdia. Nahodnu premennu X; stav zasob na konci tyzdina t mozno vyjadrit’
nasledujicim vztahom:

max{3—-D,.,, 0} ak X, =0,
“ 7\ max{X, -D,,, 0},  ak X, >0,

t+1?

t=123...,T (1.1)

Podrl'a uvedeného vzt'ahu pre Xi+1 buduci stav premennej X; zavisi od stc¢asného stavu X; a od
D1 teda dopytu v nasledujucom tyzdni. Nakol'’ko X1 nezavisi od predchadzajucej historie
systému zasob mozeme ho modelovat’ ako Markovov retazec. Maticu prechodov P ziskame
na zédklade predpokladu Ze D1 ma Poissonove rozdelenie a pouzijeme vztah pre vypocet
pravdepodobnosti velkosti dopytu reprezentovanej X.

-4 1d
d):e A

P(Dt+l = dl ’ d =01 11 21 31 caey OO (12)
Na zéklade uvedeného vztahu 1.2 vypocitame:
-140

P(D,,=0)= el -0,135

el
P(D,,=1)= e 0,271

e’
P(Dy,=2)= T 0,271

P(D,,>3)=1-P(D,,=0)-P(D,, =1)-P(D,, = 2)=1-0,135-0,271-0,271=0,323

t+1 =
Pre prvy riadok matice P ktory obsahuje pravdepodobnosti prechodov zo stavu X; = 0 do
jednotlivych moznych stavov Xiq = 0, 1, 2, 3 pouzijeme prvy cast’ vztahu 1.1 X1 =
max{3—-D,,,, 0} a teda:

=P 0)=0,135

(Do =
P(D,,=1)=0,271
(D.,

P

=2)=0,271
Poo —P(Dt+l>3) 0,323

Pre d’al3ie riadky matice P plati druha Gast’ vztahu 1.9 Xu1 = max{X, —D,,,, 0}. Ak Xp+1 < X
potom plati p,, =0, p,;=0 ap,, =0. Ostatné pravdepodobnosti prechodov st vypocitané
nasledovne:

Py =P(D,,; =0)=0,135
(D, >1)=1-P(D,,, =0)=1-0,135=0,865

t+1

Py =P
P, =P(D,,=0)=0,135
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Pn=P(D,,=1)=0,271
P =P(D,, >2)=1-P(D,, =0)~P(D,, =1)=1-0,135-0,271= 0,594

Posledny riadok matice P predstavuje stav ked’ sa za¢ina nasledujuci tyzden s troma kusmi
zasob na sklade, teda pravdepodobnosti prechodov st rovnaké ako v prvom riadku.

0 1 2 3
0 (0,323 0,271 0,271 0,135

110865 0135 0 0

0,594 0,271 0,135 O

3 10,323 0,271 0,271 0,135
Markovove retazce moézeme popisat na zdklade =znalosti vektoru absolutnych

pravdepodobnosti stavov p(n) amatice podmienenych pravdepodobnosti prechodu P
pomocou vztahu:

p(h+1)=p(n)P, n=12,..,N (1.3)

To znamena, ze ak pozname pravdepodobnosti vyskytu jednotlivych stavov v okamihu, ked’
proces zadina, mézeme pomocou Markovovho retazca popisat’ pravdepodobnosti vyskytu
stavov Vkazdom dalSom obdobi. Za¢nime v stave j, vtomto stave pozname vektor

pociatoénych  pravdepodobnosti  p(0)= {p j (O)} amaticu prechodov P. Absolatne
pravdepodobnosti p(n) = {p j (n)} vyjadrujuce pravdepodobnost, Zze po n > 0 casovych
okamihoch (prechodoch) sa systém bude nachadzat’ v stave j, vypoc¢itame podla vztahu 1.3:

p(1)=p(O)P,

p(2) = p(@)P =p(0)PP = p(0)P?,

p(3)=p(2)P =p(0)P*P =p(0)P°.

Postupnym dosadzovanim dojdeme k vzt'ahu:

p(n)=p(OP", n=12,..,N (1.4)
Matica P" sa nazyva matica prechodov pre n ¢asovych okamihov.

Nech na zaciatku sledovania procesu je pociato¢ny stav zasob rovny nula kusov (Stav 0), teda
vektor pociatocnych pravdepodobnosti mézeme zapisat’ p(0) = (1, 0, 0, 0). Potom absolutne
pravdepodobnosti jednotlivych stavov systému po 2 a4 prechodoch (tyzdioch) uréime
nasledovne

0,323 0,271 0,271 0,135)(0,323 0,271 0,271 0,135
P2 _ 0,865 0,135 O 0 0,865 0,135 0 0 |
10,594 0,271 0135 0 0,594 0,271 0135 0 |

0,323 0,271 0,271 0,135)( 0,323 0,271 0,271 0,135
0,543 0,234 0,161 0,062
0,396 0,253 0,234 0,117
0,506 0,234 0,179 0,081
0,543 0,234 0,161 0,062

P2 =
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0,543 0,234 0,161 0,062
0,396 0,253 0,234 0,117 |
0,506 0,234 0,179 0,081 =
0,543 0,234 0,161 0,062

0,543 0,234 0,161 0,062)

p(2)

(L 00 0)

0,543 0,234 0,161 0,062)(0,543 0,234 0,161 0,062
0,396 0,253 0,234 0,117 ] 0,396 0,253 0,234 0,117
0,506 0,234 0,179 0,081 0,506 0,234 0,179 0,081
0,543 0,234 0,161 0,062)\0,543 0,234 0,161 0,062

0,503 0,238 0,181 0,078
0,498 0,239 0,184 0,081
0,502 0,238 0,181 0,078
0,503 0,238 0,181 0,078

Pt =

P* =

0,503 0,238 0,181 0,078
0,498 0,239 0,184 0,081
0,502 0,238 0,181 0,078
0,503 0,238 0,181 0,078

p(4)=(1 0 0 0) =(0,503 0,238 0,181 0,078)

V ergodickom Markovovom ret’azci si rovnovazne pravdepodobnosti definované ako

7; =lim p,(n) j=012...m (1.5)

Rovnovazne pravdepodobnosti st nezavislé od pociato¢ného stavu v ktorom sa proces
nachadza na zaciatku, teda pociatocného vektora pravdepodobnosti p(O) = {p i (O)}) a ziskame

ich rieSenim sustavy rovnic
n=nP (1.6)

m

dYor =1 (1.7)

j=1
Dosadenim matice P do vztahu 1.6 ziskame maticovy zapis:

0,323 0,271 0,271 0,135
0,865 0,135 0 0
0,594 0,271 0,135 O
0,323 0,271 0,271 0,135

(7, n, my m)=(m, nm, m m,)

Nasledne roznasobenim a pridanim podmienky 1.7 ziskame sustavu rovnic.
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7, =0,3237, +0,8657, +0,5947, +0,3237,
7, =0,271r,+0,1357, +0,2717, +0,271r,
7y =0,271r, +0,1357, +0,271rx,

7, =0,1357, +0,1357,

T,y =1

RieSenie pre dant sustavu je m3 = 0,480, n,=0,271, n3=0,174 an,=0,075. Na zaklade
hodnét vektora rovnovaznych pravdepodobnosti 7w, mozno konstatovat, ze z dlhodobého
hl'adiska bude stav zasob na zaciatku tyzdia Vv 48% pripadov rovny nula, v 27,1% pripadov
rovny jednej, v 17,4% pripadov rovny dva a 7,5% pripadov rovny tri.

Vypocitané rovnovazne pravdepodobnosti mézeme dalej vyuzit' pri nékladovej analyze.
Néklady na skladovanie zavisia od stavu zasob na konci tyzdna, teda od X; , potom ocakavané
naklady na skladovanie mozno vypocitavat’ podla vztahu:

ime (23 e(x)|-Src) (19

e

i=0

Nech vektor CT = (0, 1, 2, 3) predstavuje naklady na skladovanie. Ak sa na sklade na konci
tyzdia nenachadzaju ziadne zasoby naklady na skladovanie st nulové, ak je na sklade jedna
jednotka zéasob, naklady su 1€ atd’. Celkova strednd hodnota ocakavanych néakladov na
skladovanie sa rovna 2,88€.

Néklady spojené s objednavanim zavisia od koncového stavu zdsob na konci
predchadzajiceho tyzdna, teda od X1 ,

lim E(Eic(xt_l)}iﬂjc(j) (1.9)

n—oo n t=1

j=0

pricom firma objednava tovar iba ak stav zasob na sklade klesne na nula kusov, potom vektor
nakladov na objednanie mozno vyjadrit ako C' = (10, 0, 0, 0), uvazujeme, e néklady na
objednanie su 10€. Celkova stredna hodnota ocakavanych nakladov na objednavanie sa rovna
4,08€.

Naklady na deficit moZzno modelovat’ nasledovne:

15 max {D, —3,0} ak X,,=0

(1.10)
15max{D,—X.;,0} ak X_>1

C(D,) = {

Tabul'ka €.1: Poissonove rozdelenie pravdepodobnosti pre A = 2
D, 0 1 2 3 4 5 6
P(D) 10,135335|0,270671|0,270671 |0,180447 |0,090224 | 0,036089 | 0,012030

D, 7 8 9 10 11 12 13
P(D,) ]0,003437 |0,000859 |0,000191 | 0,000038 | 0,000007 | 0,000001 | 0,000000

Strednti hodnotu ndkladov na deficit vypocitame na zéklade tabulky €. 1 a vzt'ahu 1.10.

C(0) = 15 E(max {D, —3,0}) = 15(Pp(4) + 2Pp (5) + 3 Pp(6) + ... ) = 7,56€
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C(1) = 15 E(max{D, —1,0}) = 15(Pp(2) + 2Pp (3) + 3 Pp(4) +...) = 17,03€
C(2) = 15 E(max{D, —2,0}) = 15(Pp(3) + 2Pp (4) + 3 Pp(5) +...) = 12,97€
C(3) = 15 E(max {D, —3,0}) = 15(Pp(4) + 2Pp (4) + 3 Pp(5) +...) = 7,56 €

Priemerné ocakavané naklady na deficit ur¢ime podla vzt'ahu:
. 13 $ .
ime( £3:c(0) |- Src()
t=1 j=0

Celkova stredna hodnota o¢akavanych nakladov na deficit sa rovna 21,66€.

(1.11)

Modelovanie celkovych ocakavanych nakladov pomocou rovnovaznych pravdepodobnosti
Markovovych retazcov mozno pouzit' ako ndstroj na podporu rozhodovania pri volbe
vhodnej stratégie zasobovania.
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RESENI ULOH OPTIMALIZACE V PROSTREDI MATLABU
SOLVING OPTIMIZATION PROBLEMS IN MATLAB

Nataliya Soldatyuk

Abstrakt

SouCasné technologie nabizi Siroky vybér programu pro automatizované ieSeni
optimaliza¢nich tloh. Jednim z pozoruhodnych programi je Matlab, optimalizacni moznosti
kterého zahrnuji vice nez 80 piistupt pro feSeni tiloh kvadratického, linearniho a nelinearniho
programovani, uloh s fidkymi maticemi a strukturovanych rozsahlych uloh. Cilem piispévku
je podrobna analyza téchto pfistupii, mechanismu jejich fungovani, specifikace jejich pouziti
a alternativnich moznosti jinych programt.

Kli¢ova slova: Optimalizace, Matlab, algoritmizace

Abstract

Current technologies offer wide range of programs for solving of optimization problems.
Matlab is one of the most remarkable programs. Its optimization facilities contain more than
80 different approaches for solving of problems of quadratic, linear and non-linear
programming, and problems with sparse matrixes. The aim of the article is detailed analysis
of these approaches, function mechanisms, specification of its usage, and alternative
capabilities of other programs.

Keywords: Optimization, Matlab, algorithm development

1 UVOD

Matlab - jeden z nejstarSich, dikladné rozpracovanych a otestovanych casem systému
automatizace matematickych vypoctl, ktery je postaven na rozSifeném zobrazeni a pouziti
maticovych operaci. Také Matlab je programovacim jazykem c¢tvrté generace, ktery misto
vypisovani jednotlivych ptikazii dovoluji komunikovat s pocitatem pomoci obrazkovych
prostfedkii — nabidek, dialogl, obrazkl. Uzivatel tohoto prostfedi tedy viibec nemusi umét
programovat, pouze interaktivné vytvari pozadovany vysledek co moznéd vizualizovanym
zpiisobem. Matlab je vhodnym néstrojem jak pro jednorazové vypocty, tak i pro automatizaci
celého procesu.

Matlab ma Siroky rozsah aplikaci. Typické oblasti pouziti jsou:
o inZzenyrské vypocty
. vyvoj algoritmt
o modelovani, simulace a vyvoj prototypt
J analyza dat a jejich vizualizace
o inzenyrska grafika
o vyvoj aplikaci v€etné tvorby grafického uzivatelského rozhrani.

Moznosti Matlabu mohou byt rozSifeny pomoci problémové orientovanych toolboxt. Tyto
toolboxy vyuzivaji funkce jadra Matlabu a rozsifuji je o dal$i funkce uzitecné v oblasti, pro
kterou dany toolbox je uréen — naptiklad, optimalizace,([6]).
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Nazev Matlab pochazi z anglického MATrix LABoratory. Zakladnim datovym typem
Matlabu je matice (orientované dvourozmérné pole bez nutnosti deklarovat rozméry).
Nicméné, syntaxe programovaciho jazyka systému je promyslena velice peclivé, coz
usnadiiuje praci s Matlabem a také umoziuje pouzivani Matlabu i pro uzivatele, ptivodnim
z4jmem kterych nebyly maticové vypocty. Tato vlastnost spolu s mnozstvim zabudovanych
funkci umoznuje relativné snadny zépis a feSeni mnoha technickych problému v krat§im Case
nez feSeni v klasickych jazycich jako je “C/C++” nebo FORTRAN.

Matlab vytvotil na konci sedmdesatych let profesor Cleve Moler, ktery v té dobé& ptisobil na
Univerzit¢ v Novém Mexiku na katedie informacnich technologii. Navrhnul Matlab z
divodu, aby jeho studenti mohli vyuzivat LINPACK (linear algebra package) a EISPACK
(subroutines for eigenvalues, eigenvectors, matrix operations) bez nutnosti se ucit
programovaci jazyk Fortran, ktery se mnoho let vyuzival jako hlavni jazyk pro matematické
vypocéty. Puvodné Marlab nebyl uréen pro komeréni ucely, ale potencial tohoto programu byl
tak nadéjny, ze firma MathWorks, Inc v kratké dob¢ se zaujala jeho vyvojem.

Od té doby Matlab se neustale vyviji, ve zlepSovani systému se zucastnily nejlepsi svétové
Skoly v oboru matematiky a programovani. Na cesté svého vyvoje Matlab piekonal fadu
problémi (napiiklad, omezeni opera¢ni paméti, které umoznovalo praci s maticemi jenom
omezeného rozméru, a doba zpracovani algoritmu trvala vyrazné dil). Ted se objevila
nejnovEjsi verze systému — Matlab 6. Nyni vice nez deset popularnich pocitacovych
platforem muZe pracovat se systtmem Matlab a pocet uzivatelli tohoto programu piesahuje
jeden milion. Soucasné omezeni Matlabu: pro operaéni systémy 64-bit Windows XP, Linux,
Solarius a pozd¢jsi systémy celkovy pracovni prostor v Matlabu je omezen na 8 TB a nejvétsi
velikost matice nesmi presahovat 8 TB, coZ je matice, ktera obsahuje 2*® —1 prvkd. Pro
konkrétni instalace Matlabu informace o paméti Ize zobrazit pomoci ptikazu memory. Piikaz
memory zobrazi informace o tom, kolik paméti je k dispozici a kolik paméti aktualné pouziva
Matlab.

2 MOZNOSTI OPTIMIZACNIHO TOOLBOXU V MATLABU

w7

vypocti Matlabu,([6]). Toolbox obsahuje podprogramy pro mnoho typti optimaliza¢nich
uloh:

. nepodminéna nelinearni minimalizace

o podminéna nelinedrni optimalizace, Glohy s penalizacemi, tlohy minimaxu,
semi-infinitni minimaliza¢ni Glohy

o kvadratické a linearni programovani

J nelinedrni metody nejmensich ctvercl a aproximace kiivek

o feSeni soustav nelinedrnich rovnic

o linearni metody nejmensich ¢tverct s vazbami

. ulohy s fidkymi maticemi a strukturované rozsahlé ulohy.

3 METODOLOGIE

Nejpodstatnéjsi soucasti numerického jadra Matlabu jsou algoritmy pro operace s maticemi
realnych a komplexnich ¢isel.
Optimalizac¢ni algoritmy lze rozdélit na:
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o algoritmy "stfedniho rozsahu", nebo “medium scale” algoritmy
J algoritmy "velkého rozsahu", nebo ,,large scale* algoritmy

V zévislosti na ucelu a formulaci Glohy matlabové funkce pouzivaji pro vypocty “medium
scale” nebo ,,large scale® algoritmy. Algoritmy "velkého rozsahu" se pouzivaji v piipadech,
kdy neni tfeba ukladat ani pracovat S plnymi (hustymi) maticemi. VSechny operace probihaji
s pouzitim fidkych matic. Kromé toho, vnitini algoritmy bud’ zachovavaji vlastnosti fidkych
matic, jako je naptiklad Choleského rozklad, nebo nevytvaieji nové matrice, jako je naptiklad
metoda sdruzenych gradientt.

Oproti algoritmim "velkého rozsahu", algoritmy "stfedniho rozsahu" pracuji s plnymi
maticemi. Pokud problém je dostate¢né rozsahly, plné matice zabiraji zna¢né mnozstvi paméti
a zpracovani tohoto algoritmu muze probihat delsi dobu.

Nazev “Algoritmy velkého rozsahu" je trochu zavadéjici, jelikoz tyto algoritmy se muzou
pouzivat i pro feSeni malych uloh. Kromé toho, neni potieba specifikovat zadné tidké matice
pro pouziti algoritmu "velkého rozsahu". Algoritmy "stfedniho rozsahu" nabizeji vétsi
funkcionalitu, jako je naptiklad dalsi typy vazeb, ale vybér efektivnéjSiho algoritmu zalezi na
formulaci problému a cili. Optimaliza¢ni volby pfedavané podprogramiim meéni
optimalizacni parametry. Vyuzivd se standardni nastaveni optimalizacnich parametrli, ale
parametry mohou byt téZ ménény strukturou voleb.

Prostiedky optimaliza¢niho toolboxu nabizeji vybér algoritmti metod spadovych sméru,([6]).
Zakladni algoritmy pro minimalizaci bez omezeni jsou Nelder-Meadova simplexova metoda a
BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, a Shanno) kvazinewtonovska metoda. Pro minimalizaci
s omezenim jsou pouzity metoda minimaxu, "goal attainment" metoda, semi - infinite
minimalizace a sekven¢ni kvadratické programovani (SPQ). Nelinearni problémy jako
nelinearni piipad metody nejmensich ¢tvercii pouziva Gaussovo-Newtonovu a Levenbergovo-
Marquardtovu metodu. K feseni nelinearnich rovnic se také uziva "trust-region™ algoritmus.
Pro minimalizaci bez omezeni a nelinearni llohu nejmensich ¢tverct je mozno pouzit metody
typu "line-search". Tyto metody pouzivaji kubické a kvadratické interpolacni a extrapolacni
metody.

Vicetucelové algoritmy (s vyjimkou linedrniho programovani) jsou metody typu "trust-
region". Ulohy s omezenim jsou feSeny uvazovanymi Newtonovymi metodami. Ulohy s
podminkami ve tvaru rovnosti jsou feSeny "projective preconditioned conjugate gradient”
iteraci. Metoda linearniho programovani je variantou algoritmu Mehrotrova prediktoru-
korektoru, "primal-dual interior-point” metody.

4 UZIVATELSKE PROSTREDI MATLABU - SPECIFIKACE

Operace v Matlabu jsou navrzeny tak, aby byli co nejvic pfirozené a snadno srozumitelné.
Zakladem prace v Matlabu je zéapis piikazii v textové podobé do piikazového fadku. VSechny
operace je mozné provadét v hlavnim okné, kde napsany piikaz se hned provede. Pro praci
s rozsahlymi algoritmy existuje moznost vytvofeni M-file (script file), ktery ptedstavuje
sebou textovy soubor obsahujici Matlabové piikazy. Vyhodou m-souboru je mozZnost
snadného upravovani a ukladani do systémové paméti, zatimco piikazy napsané v ptrikazové
fadce se ukladaji jenom do kratkodobé paméti a nebudou zobrazeny pii dalSimi spusténi
Matlabu. M-soubory se ukladaji v textovych souborech s ptiponou *.m.
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Zakladnim datovym typem je komplexni matice s Cisly ve dvojnasobné presnosti. Proménné
neni potfeba deklarovat — vytvoii se automaticky pfi prvnim pouziti. Maticovy piistup k praci
s daty trochu se lisi od pfistupu béznych programovacich jazykt. Disledkem je, ze zékladni
matematické operace se standardné aplikuji jako maticové, coz znamen4, ze napt. neni mozné
nasobit libovolné¢ dvé proménné. Ale takovy pfistup ma i své vyhody. Zatimco jiné
programovaci jazyky pracuji s ¢isly postupné, Matlab umoziuje rychle a snadno pracovat s
celymi maticemi. Napiiklad, pro zménu polozek dat podle jejich hodnot v jinych jazycich je
potieba vytvofit for cyklus, zatimco maticovy piistup Matlabu umoziuje provést tuto operaci
jednoduse a efektivngéji.

Operace s vektory a maticemi, které jsou vestavéné v Matlabu, jsou daleko rychlejsi nez
operace vyzadujici kompilaci a interpretaci. To znamena, ze pokud je potieba ziskat co
nejvyssi rychlost zpracovani M-soubort, algoritmy se musi vektorizovat. Vektorové nebo
maticové operace by mély nahradit cykly for a while. Pokud neni mozné c¢ast kodu
vektorizovat, existuje moznost jak té cykly for urychlit: je tieba provést predbéznou alokaci
vektord, do kterych se v cyklu ukladaji vysledky.

Vsechny piikazy a funkce, které mohou byt pouzity v Matlabu jsou popsané v dokumentaci,
ktera je k dispozici on-line na strankach http://www.mathworks.com/help/ (zatim online
dokumentace je jenom v anglickém jazyce). Také podrobny navod k pouziti matlabovych
funkci 1ze nalézt ptfimo v prostfedi Matlabu v sekei "help" v nastrojové 1i§t€ nebo zadanim do
ptikazového tadku piikaz “help function name”. V odpovidajicim oznameni se objevi
podrobny navod k pouziti funkce a také ptiklady pouziti této funkce v riznych modifikacich.
Formaty, které je potfeba pouzivat pro vstupni proménné a také interpretace téchto
proménnych také popsané v navodu, coz znaéné zjednodusuje praci pro uzivatele.

Napoveédu se da pouzit i v ptipad€, kdy nezname nazev funkce, kterou pottebujeme. EXistuje
uziteény ptikaz lookfor nasledovany fetézcem, ktery se bude vyskytovat v textové napovédé
hledané funkce. Vysledkem tohoto ptikazu bude seznam funkeci, které obsahuji zadany fetézec
ve své textové napoveédeé. Napiiklad, po pouziti piikazu help elfun se objevi seznam ptikazi ze
skupiny zakladnich matematickych funkci.

5 OPTIMALIZACNI FUNKCE A JEJICH POUZITI

5.1 Optimalizace bez vazeb

Pro feSeni tlohy, ktera neobsahuje omezujici podminky a kterou se da zapsat ve tvaru
min f(X)

kde x — jedn?)rozmérné anebo vicerozmérna proménna.

se pouziva funkce fminunc. Omezeni k pouziti této funkce: minimalizovana funkce a omezeni
musi byt spojité. Funkce fminunc minimalizuje pouze realna Cisla, coz znamena, Ze X se musi
skladat pouze z realné ¢asti a funkce f(X) musi vracet pouze realna cisla. V piipadé, kdy X
obsahuje komplexni proménné, tato proménnd musi byt rozdélena na redlnou a imaginarni
Casti.

Funkce fminunc hleda minimum skalarni funkce vice proménnych. Pro nalezeni feSeni funkce
pouziva kvazinewtonovskou metodu a metodu spadovych smért. Existuje nékolik modifikaci
této funkce v zavislosti na vstupujicich a vystupujicich parametrech. Naptiklad, x =
fminunc(fun,x0) zacina hledat optimalni feSeni od bodu X, a nachazi lokalni minimum X pro
popsanou funkce v sekci fun.
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5.2 Linearni programovani

Pro feseni problémt typu

min f7(x)
za podminek A-x<b,
Aeq - x = beq,
Ib < x<ub.

kde f, x, b, beq, Ib, ub jsou vektory a A, Aeq jsou matice,

se pouziva funkce linprog se syntaxi x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,Ib,ub). Podle vychoziho
nastaveni se pouziva algoritmus "velkého rozsahu", ktery je zalozen na LIPSOL (Linear
programming Interior-Point SOLvers), zpisobu souc¢asného feseni primarni a dualni tlohy
metodou vnitiniho bodu. Funkce linprog se da pouzivat v riznych modifikacich, napiiklad
zvolit pouziti simplexové metody pii hledani optimalniho bodu.

Pomoci syntaxe x = linprog(f,A,b,Aeq,beq,Ib,ub,x0) se nastavuje pocate¢ni bod. Nicméné, tato
moznost existuje pouze pro algoritmus typu “’standardni algoritmy*. Ve vychozim nastaveni
se pouziva algoritmus "velkého rozsahu", ktery ignoruje jakykoliv pocatecni bod.

5.3 Kvadratické programovani
Funkce quadprog se pouziva pro feseni tloh typu

min %XTHX+ fTx

X

za podminek
A-x <D,

Aeq- X =begq,
Ib < x<ub.

kde H, A a Aeq jsou matice, « f, b, beq, Ib, ub a x vektory.

Pokud ve formulaci tlohy jsou definované omezeni typu nerovnosti a také horni a dolni meze
proménné X (Ib,ub), automaticky se pouziva “medium-scale” algoritmus. Pro nalezeni
optimalniho feSeni algoritmus pouziva metodu projekci. Po¢ate¢ni bod tento algoritmus
nachazi feSenim tlohy linearniho programovani. Pokud ve formulaci tlohy uvedené jenom
omezeni typu nerovnosti anebo jenom horni a dolni meze, funkce quadprog implicitné
pouziva “large-scale” algoritmus, ktery je zaloZen na Newtonoveé metod€. Kody “large-scale”
algoritmu neumoziuji rovnosti horni a dolni mezi, v ptipad¢, kdy Ib(x)=ub(x), systém vraci
chybu.

Reseni problémi s nekoneénem nebo minus nekoneéno je ¢asto problémem bez omezeni (v
tomto piipadé vysledek piikazu se vrati s poznamkou, Ze optimum nebylo nalezeno).
Nicmén¢ pokud kone¢né feseni existuje, funkce quadprog muze poskytnout pouze lokalni
minimum, protoze problém muze byt nekonvexni. VSeobecné quadprog urcuje lokalni feseni,
dokonce i v ptipad¢, kdy problém je striktné konvexni.

5.4 Minimax

Funkce fminimax se pouziva pro feseni problému typu
min max {F, (x)}
* R}

za podminek
c(x) <0, ceq(x) =0,
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A-x<h, Aeq-x=Dbeq,

Ib < x <ub.
kde x, b, beq, Ib a ub jsou vektory; A a Aeq jsou matice; c(x), ceq(x) a F(x) jsou funkce které
vraci vektory. F(X), ¢(X) a ceq(x) muzou byt nelinearnimi funkcemi. Minimalizované funkce a
omezeni musi byt nepietrzitymi. Algoritmus funkce fminimax pouziva sekvenéni
kvadratickou programovaci metodu (SQP).

6 ZAVER

Matlab je jednim z nejpopularnéjsich programii pro feseni optimaliza¢nich tloh. Jeho
optimalizacni moznosti zahrnuji vice nez 80 ptistupii. Kromé toho, Matlab se Siroce pouziva i
Vv jinech oblastech. Nevyhodou Matlabu je jeho vysoka cena. Existuje nékolik volné
dostupnych alternativ Matlabu. Napfiklad, programy GNU Octave, Freemat, Scilab maji
velmi podobné moznosti, pracovni prostiedi a programovaci jazyk. Navic standartni instalace
programu Scilab obsahuje nastroj, ktery umoznuje konverze dokumentti z Matlabu do Scilab.
Dalsim programem obsahujicim velké moznosti pro optimalizaci je ANSYS, ktery je velmi
popularni 1 kdyZ tento program je vice zamé&fen na specifické inzenyrské vypocty. ANSYS
obsahuje optimaliza¢ni komponentu a pro feSeni vyuziva analyticky nastroj metodu
kone¢nych prvkii.
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OPTIMALIVZACIA STRATEGIE §PORTOXEHO STAVKOVANIA S
VYUZITIM ALGORITMU NAJBLIZSIEHO SUSEDA A
GENETICKYCH ALGORITMOV

OPTIMIZATION OF STRATEGY OF SPORTS BETTING USING THE
NEAREST NEIGHBOR ALGORITHM AND GENETIC ALGORITHMS
Stanislav Sopko

Abstrakt

Ciel'om S$portového stavkovania nie je len spravne predpovedat’ vysledok zapasu, respektive
stavkovej udalosti, ale rovnako na stavke aj profitovat. Téato praca popisuje navrhnuty model
Sportovych stavok, ktory pouziva pre vyhl'adavanie moznych rieSeni algoritmus najblizsieho
suseda a genetické algoritmy. Model vyuziva informacie o hrajucich timoch, ich formaciéach,
rovnako pouziva data o jednotlivych hracoch, vysledky predchddzajicich hier, ale aj kurzy
ponukané stavkovymi kancelariami. Tento model bude trénovany na datach zo sezon 2002/03
az 2008/09 z anglickej Premier League a model bude testovany oproti odohranym z4pasom zo
sezon 2009/10 a 2010/11. Navrhnuty model by mal byt schopny optimalizovat dlhodobu
stratégiu stdvkovania, Specidlne pre oblast’ anglického futbalu.

KPucové slova: sportové stavky, algoritmus najblizSieho suseda, genetické algoritmy,
optimalizacia, trénovacia mnozina

Abstract

The objective of sports betting is not only to correctly predict the outcome of the match
(betting event) but also to make a profit. This paper describes designed model for sports
betting, which is used for finding possible solutions using the nearest neighbor algorithm and
genetic algorithms. The model uses information about playing teams, their formations, data
on individual players, the results of previous games, but also courses offered by bookmakers.
This model is trained using the data from seasons 2002/03 to 2008/09 of the English Premier
League and the model is tested against games already played in seasons 2009/10 and 2010/11.
The proposed model should be able to optimize long-term strategy of betting, especially in the
area of English football.

Keywords: sports betting, nearest neighbor algorithm, genetic algorithms, optimization,
training set

1 UVOD

Sportové stavkovanie je stale viac a viac popularne, o ¢om sveddi rastuci poéet registrovanych
hracov v stavkovych kancelariach. Zaujem v oblasti stavok v poslednom obdobi rastie tiez vo
vedeckej komunite. Literatura zaoberajliica sa prognozou vysledkov Sportovych udalosti je
pomerne obsirna. V Eurdpe je jedniC¢kou medzi Sportmi futbal a tak postupom casu vznikalo
mnoho §tadii o predvidani vysledkov v tejto Sportovej discipline, v tejto praci Cerpame hlavne
z publikdcii [4, 5, 6]. [6] predstavuje model, ktory pouziva pre predpoved’ vysledkov ttocné a
obranné sily jednotlivych hrajucich timov, doplnené udajmi o predchadzajticich hrach. Model
uvedeny v [5] je postaveny na teorii fuzzy logiky a je optimalizovany genetickym algoritmom
a neurénovymi sietami. Ako vstup sluzia vysledky poslednych piatich vysledkov kazdého
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tymu a dva posledné vzajomné zapasy medzi nimi, spolu teda 12 zéapasov. Model predstaveny
v [4] je zaloZzeny na Bayesovych sietach. Obsahuje historické tdaje o predchadzajucich
hrach, ale ku konstrukcii predpovedi tiez vyuziva odborné znalosti.

Vsetky spomenuté modely sa zameriavaju na spravnu predikciu vysledku zapasu, pri¢om
nekladu pozornost’ na finan¢ny profit zo stavok. To méze byt ale vyrazne zavadzajuce,
pretoze vyplata série ,,na prvy pohlad“ vitaznych stdvok moze byt lahko negativne
vykompenzovana par nestastnymi prehranymi stavkami. Model predstaveny v tomto ¢lanku
pouziva vyrazne vécSie mnozstvo dat ako len historické vysledky. Na rozdiel od [6] v modeli
nepouzivame ziadne odborné znalosti alebo subjektivne informacie. Hlavnou novinkou a
inovaciou tohto pristupu je, Ze sa snazi optimalizovat skutocné zisky zo stdvkovania, a
cielom tak nie je iba spravne predpovedat’ vysledky série zapasov.

2 DATA

Pri analyze Sance timu A vyhrat proti timu B je dolezité, aby sa vzalo do uvahy vela
relevantnych faktorov, ktoré mézu ovplyvnit' vysledok, ak to situdcia dovoluje. Analyza
vysledkov predchadzajucich zapasov v tomto pripade nestaci. Uvedieme priklad, hraci
relativne ¢asto menia timy a niekto, kto hral za tim A v roku 2005, m6ze hrat’ za tim B v roku
2014. Z tohto dévodu by analyza mala obsahovat’ informacie o jednotlivych hra¢och. V ramci
zahrnutia informécii o jednotlivych hracoch do modelu je tiez dolezité zvazit, ktori hraci sa
skutocne zucastiiuji na danom =zapase, ¢i uz v zékladnej zostave, alebo na lavicke
nahradnikov, samozrejme s dorazom na tych v zékladnej zostave. Nahodné a neocakdvané
slabiny réznych formacii nam tiez poskytuji cenné informacie o zapase, rovnako ako aj
aktudlne dispozicie celého timu, ktoré je mozno posudit’ z vysledkov zapasov, ktoré
bezprostredne predchadzaju danému zépasu, alebo vysledky poslednych duelov medzi oboma
hrajlicimi timami, atd’. Stavkari berti do Uvahy pred podanim stavky vSetky druhy tychto
spomenutych informacii. Na§ navrhnuty algoritmus by mal byt’ teda schopny dané spravanie
zachytit’ a dané informdcie zohl'adnit. V navrhnutom modeli je kazdy zépas reprezentovany
134 parametrami. Pre otestovanie modelu je mozné pouzit’ vSetky zapasy zo sezon 2002/03 az
2009/10 anglickej Premier League, celkovo teda 3040 zapasov.

3 VLASTNY MODEL

Hlavny strategicky pristup v naSom modeli je postaveny na metdde najblizSieho suseda (KNN
z anglického k-nearest neighbors). Pravdepodobnost’ vyhry stavky sa vypocita na zaklade
toho, ako vela "podobnych" stavok, ndjdenych KNN, v minulosti vyhralo. Cielom nie je
predpovedat’ vysledok zapasu, ale optimalizovat’ zisky z aktuédlnej stavky.

Stavky, tak ako su definované v naSom modeli, méZzeme z hladiska mozného vysledku
zapisat’ nasledovne:

p1 — vyhra doméceho celku

px— zapas skonci remizou

p2 — vyhra host'ujuceho celku
Pover — celkovy pocet golov nad 2,5
Punder — celkovy pocet golov pod 2,5

Model pozostava zo 4 modulov, ktoré budu predstavené v nasledujiicich podkapitolach.
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3.1 Modul predpovede

Tento modul vypocita pravdepodobnost’ vyhry kazdej z uvazovanych stavok pri pouziti
nasledujticeho zapisu:

m = [ay, ay, ..., ai34] predstavuje hru, ktorej vysledok sa snazime predikovat, a; predstavuju
vysvetl'ujuce premenné

M={m:m=[a, a, ..., aizs, Y]} je mnozina vSetkych uz uskuto¢nenych zapasov, Yy
predstavuje vysledok zapasu

M; — i-té atributy zapasov z mnoziny M
ni = max(M;) - min(M;)
W; — vahy i-tého atribatu

dm — vzdialenost m od m

p Z laf" — |
i=1

dm sluzi ako metrika v KNN algoritme, s vel'’kostou ,,susedstva“ k nastaveného na 15.

3.2 Modul rozhodovania

Po vypocte pravdepodobnosti kazdého z piatich typov (P1, Px, P2, Punder, Pover) tento modul
rozhodne, ¢i mé byt urcity typ stavky umiestneny na tiket alebo nie. Toto rozhodnutie zavisi
na tom, ¢i tento typ stavky stoji za riziko, ktoré so sebou prinaSa. V ramci tohto modulu
pouzivame nasledujtci zapis:

forecast, - pravdepodobnost’ vyhry stavky p vyplyvajica z predpovede
bookieOdd, - kurzy na stavku p nastavené bookmakerom

forecastOdd, - kurzy na stavku p vyplyvajuce z predpovede
1

orecastOdd, = ——
f P forecast,

Za predpokladu, ze sme spravne predpovedali vysledok zapasu, stavka p je hodné rizika, ak
plati:

bookieOdd,, = forecastOdd,
Predpoved’ nemusi byt za kazdych okolnosti vzdy ideéalna, preto si nas model nechava v

tomto ohl'ade rezervu a stdvka bude podand iba ak bude platit:
bookieOdd,, = 1,5 forecastOdd,

3.3 Modul vyhodnotenia

Tento modul je uréeny pre hodnotenie vykonnosti algoritmu v stanoveny ¢asovy interval. Za
tymto ucelom sa vezmu a skumaju zépasy spadajice do daného casového intervalu.
Navrhované typy su porovnané so skutoénymi vysledkami. Na tomto principe su vypocitané
hodnoty vynos a maxstrata. Pouzivame nasledujtice zapis:

P — mnoZzina typov v ramci pevného ¢asového intervalu
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P =[p1, p2, -..], time (p;) <time (p; + 1)
#P — pocet typov v mnozine P
vyhra (p) = bookieOdd), , ak je typ spravny, p € P
0 , inak

#P
vyhra (P) = Z vyhra(p;)
i=1
win(P) — #P

vynos (P) = s

maxstrata (P) — dizka najdlhsicho podretazca nul v sekvencii vyhra (p1), vyhra (p2), ...vyhra
(D)
Vykonnost’ algoritmu je findlne posudena na zaklade vztahu:

vynos (P)
maxstrata (P) + 1

)#T

fP)=Q0+

Vyhodnotenie algoritmu predvedieme na jednoduchom priklade, kde:
investujeme 100 eur, #P =20, maxstrata (P) =9, vynos (P) = 0,2.

Vzhl'adom k tomu, ze maxstrata > 0, tak z toho vyplyva, ze nemdzeme investovat’ vSetok
dostupny kapitdl v kazdom type, lebo by sme nakoniec stratili vSetko. Nemali by sme
investovat’ ani 1/9 kapitalu, pretoze touto stratégiou po stratich mozeme tiez skrachovat’.
Investujeme 1/10 dostupného kapitalu v kazdom type. Vynos ukazuje, Ze v priemere ziskame
20% investovanych finan¢nych prostriedkov. Po dosadeni do vzorca mézeme vidiet, ze po
investovani do 20 typov, sme ziskali za uvedenych predpokladov 0,02%° nasobok naiej
pociatocnej investicie. Nas Cisty zisk je teda 49 eur.

3.4 Modul optimalizicie

Optimalizécia je rozhodujuca pre dobry vykon algoritmu, ktory v praci popisujeme. Hlavnym
taziskom pri optimalizacii je vhodny vyber pouZzitych udajov pre vypocet vzdialenosti.
Optimalizécia je zalozena na genetickom algoritme [5].

Pre nd$§ model teda plati, Ze pri kédovani sa chromozém sklada zo 134 génov. Kazdy gén
chromozomu nesie informacie o vysvetl'ujucej premennej, ktoru reprezentuje a jeho vaha —w
je nastavend na 0 alebo 1. Vaha w = 0 znamena, Ze tato konkrétna vysvetl'ujica premenna nie
je pouzitéd pri vypocte vzdialenosti. Selekcia pri genetickom algoritme je zalozena na metdde
rulety. KriZenie nastane s pravdepodobnostou 70%, a ak prebehne, tak na ndhodne vybranom
mieste. Pri procese mutdcie sa vahy mozu ndhodne zmenit z 0 na 1 a naopak s
pravdepodobnostou 0,1%. Fitness funkcia je rovnaka ako uz definovana f (P), ktora bola
pouzita v module vyhodnocovania. Velkost kazdej generacie bola zvolena ako 10 a bolo
pouzitych 45 generéacii.

4 VYSLEDKY

Tento model bol testovany trikrat oproti vysledkom anglickej Premier League, Specialne iSlo
o sezony 2007/08 a 2008/09. Na obrazku 1 je zndzornena priemerna ,,fitness* kazdej zo 45
generdcii v kazdom z troch testov. Obrazok 2 ukazuje ,.fitness najlepSich chromozémov v
kazdej generacii. Stratégia, ktora prindsa zisk bola n4jdend uz po Stvrtej generacii genetického
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algoritmu. Mo6zeme tiez vidiet, ze algoritmus uviazne v lokdlnom optime. Hodnota fitness
funkcie pri najlepse;j stratégii zistené pocas testovani bola rovna 843.

w—Test 1.
w—Test 2.

Test 3.
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Obrazok 1: Priemerné hodnota fitness funkcie v generacii
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Obrazok 2: Najvyssia hodnota fitness funkcie v generacii

Overenie velmi slubnych vysledkov ziskanych v priebehu testu bolo vykonané oproti
zapasom z0 sezOny 2009/10, zahrnuli sme iba 7 najlepSich stratégii. Tieto vysledky su
uvedené Vv tabulke 1. Najlepsia stratégia zistena pocas testov bola findlne ta najhorsia, ale
niektoré stratégie stale prinasali zisky. Zda sa, ze v testovacej vzorke, alebo pri optimalizacii
stratégie na zaklade vysledkov v sezonach 2007/08 a 2008/09 bude existovat’ par vplyvov,
ktoré nedokazu presne zachytit' stav d’alsich sezon. Styri stratégie, ktoré priniesli zisk pre
sezonu 2009/10 boli d’alej overené oproti zapasom zo sezony 2010/11. Vysledky su uvedené
v tabulke 2. Tieto Styri stratégie priniesli zisk aj v sezone 2010/11, takze je ich mozno
povazovat’ za vel'mi GspeSné.

Fitness 07/09 Fitness 09/10 vynos vyhry straty maxstrata
833,96 0,09 -0,19 51 134 14
438,38 0,66 -0,02 63 132 11
417,72 4,27 0,09 54 132 11
396,42 3,35 0,07 52 130 10
349,96 0,53 -0,04 55 127 13
309,54 1,74 0,03 52 131 10
292,55 3,34 0,08 55 125 12
Tabul’ka 1: Verifikacia na sezone 2009/10
Fitness 07/09 Fitness 10/11 vynos vyhry straty maxstrata
417,72 2,88 0,14 37 59 12
396,42 2,44 0,11 36 60 11
309,54 2,70 0,15 38 59 14
292,55 3,65 0,19 40 60 14

Tabul’ka 2: Verifikacia na sezone 2010/2011
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5 ZAVER

V tejto praci sme predlozili algoritmus pre podporu investovania do $portového stavkovania.
Na rozdiel od vicsiny predchadzajucich dostupnych studii pracuje tento model vyraznejsie s
externymi, verejne dostupnymi, informaciami o futbalovych zapasoch. Nezameriava sa na
spravnu predpoved’ vysledkov zépasov, ale primarnym cielom je profitovat’ z aktudlnych
stavok. Ak sa stavka nezda byt rentabilna, tak nie je podand a hra¢ sa tak vyhne moznym
stratdm. Predstavené vysledky ukazuju, Ze existuje istd moznost’ vyvinit' ziskovu stratégiu v
oblasti Sportovych stavok. Existuju uréite moznosti, ako zlepSit naS model, napriklad
zavedenim neeuklidovskej metriky, samostatnymi stratégiami pre rozne typy stavok, alebo
fuzzy logiky nad vahovymi vektormi. Navrhnuty model je ale dobrym vychodiskom pre d’alsi
vyskum, ¢i uz v oblasti futbalu alebo inych Sportov.
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PRIAME ZAHRANICNE INVESTICIE: PREHCAD HLAVNYCH
TEORETICKYCH PRiSTUPOV?

FOREIGN DIRECT INVESTMENT: AN OVERVIEW OF THE MAIN
TEORIES

Kvetoslava Surmanova

Abstrakt

Z historického hladiska moézeme uviest, ze k prvym vyraznym priamym zahrani¢énym
investiciam (d’alej len PZI) vo svete doslo koncom 50-tych rokov 20. storo¢ia. VAa¢si rozmach
nastal v70. a80. rokoch. V stasnosti PZI patria k hlavnym indikatorom narodne;j
ekonomiky. Na problematiku PZI sa modZeme pozerat zdvoch uhlov, 2z pohladu
makroekonomického a mikroekonomického. Z mikroekonomického hl'adiska ide napr.
0 tedriu produkéného cyklu (Vernon, 1966), teoriu diverzifikovania rizika (Grubel, 1968),
alebo ,.eclectic,, tedriu (Dunning, 1977). Na druhej strane makroekonomicky pristup je
reprezentovany napr. dynamickou tedriou komparativnych vyhod (Kojima, 1973 a 1975)
alebo teoériou hospodarskeho rozvoja (Dunning, 1981). Ciel'om tohto prispevku je poskytnat
obraz o hlavnych teoretickych pristupoch PZI.

KPucové slova: PZl, ekonomicky rast, cyklus, nezamestnanost’

Abstract

Historically, we can say that the first significant foreign direct investment ( FDI) in the world
was the late 50s of the 20th century. The larger boom occurred in the 70s and 80s. FDI are the
main indicator of the national economy currently. On the issue of FDI can be viewed from
two points of view, from the perspective of macro and micro. From a microeconomic point of
view it is for example the product-cycle theory, the risk-diversification theory, or "eclectic”
theory. Second, a macroeconomic approach is represented e.g. dynamic theory of comparative
advantage and the development-stage theory. The aim of this paper is to provide overview of
the main theoretical approaches to FDI.

Keywords: FDI, economic growth, cycle, unemployment

1 UVOD

Existuje viacero foriem? ziskania kapitalu, jednou z nich su PZI. PZI st takou investiciou, pri
ktorej dochadza k nékupu podielu spolocnosti, ktory umoziiuje kontrolu a vyznamny vplyv®
nad riadenim spoloc¢nosti, alebo investiciu na zelenej luke. Rozhodujuce je, aby iSlo
0 investiciu, pri ktorej nastdva kontrola nad majetkom ziskanym v zahranici.

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ilohy VEGA ¢. 1/0285/14 "Regionalne modelovanie
ekonomického rastu krajin EU s dérazom na metody priestorovej ekonometrie"

2 Napr. pozicka kapitalu, licencia na zakupenie technolégie, zazmluvnenie prip. zakupenie manazérskych alebo
inych odbornych sluzieb,...). Va¢sinou ide no nékladnejsi sposob v porovnani s PZI.

% Obvykle sa uvadza minimalne 10 % podiel na majetku spolognosti a hlasovacich pravach.
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Mnoh¢é vlady podnikaju kroky, aby ziskali PZI a poskytuju verejné subvencie na ich
prilakanie. Pri tychto krokoch sa uvadzaji vyhody ako zniZenie miery nezamestnanosti,
transfer vyspelejsej technoldgie, ktora sa prenesie aj na domace podniky, vySsia produktivita
faktorov v ekonomike, rast celkovej ekonomickej vykonnosti* a zvysenie domacej spotreby.
Na druhej strane vSak stoja opatrenia, ktoré musi prijat’ hostitel'ska krajina aby pritiahla
zahrani¢ny kapital. Ide o opatrenia zavislé od politickych rozhodnuti a dohdd, pricom cenou
za prilev zahrani¢ného kapitalu a vytvorenie dodato¢nych pracovnych miest st Casto krat
danové prazdniny. O takychto investiciach by sme mohli povedat, ze st kratkodobé, lebo po
uplynuti tohto obdobia sa firma moéze presunit’ na uzemie iného Statu, kde vyuziva opét
danové ulavy.

Problematike PZI sa venuje mnoZstvo prac nielen na teoretickej ale tiez empirickej trovni.
Hoci je ekonomickej literatury o priamych zahrani¢nych investiciach dostatok, tento jav je tak
zlozity, ze do dnesnej doby neposkytuje dostato¢né vysvetlenie. Zavery v nich su pozitivne
ale maju tieZ negativny charakter. Uved’'me aspon niekol’ko z nich.

Blomstrom (1994) nasiel pozitivny vplyv v Mexiku a Indonézii, podl'a neho PZI podporujt
konkurencie schopnost’ domacich firiem. Caves (1996) sa domnieva, Ze usilie, ktoré
vynakladaji krajiny so snahou ziskat’ PZI je v ocakavani moznych potencialnych pozitivnych
vplyvov na ich ekonomiku. PZI by mali zvysit produktivitu préace, transfer technoldgii,
manazérske poznatky, know-how, znizenie nezamestnanosti a pristup na externé trhy.
Borensztein akol. (1998) podporuje tieto myslienky, uvazuje o PZl ako 0 spdsobe na
dosiahnutie technologického spillovers s vd¢Sou moznostou na zabezpeCenie rychlejSieho
ekonomického rastu v porovnani s investiciami, ktoré musi preinvestovat’ hostitel'ska krajina.
Sridharan aspol. (2009) skumali prostrednictvom VECM modelu relaciu PZI a
ekonomického rastu. Vysledky ich Studie poukazuji na obojsmerny vplyv oboch
ukazovatelov v Brazilii, Rusku a Juznej Afrike. Jednosmerny vplyv PZI na ekonomicky rast
sa preukdzal v pripade Indie a Ciny.

Na druhej strane negativne vplyv na rozvoj ekonomiky v PZI vidi Hanson (2001). Podla
Hirschmana (1958) vysledny efekt ¢i uz pozitivny alebo negativny zavisi do toho, do ktorého
sektora narodného hospodarstva PZI plynu.

1.1 Teéria zaloZena na produkénych cykloch

Vernon (1966) rozvinul teoriu PZI zaloZent na produkénych cykloch. Zameral sa na
znizovanie ndkladov umiestnenim vyroby v nizkondkladovych krajinach. Tato tedria bola
pouzitd na vysvetlenie urcitych typov PZI zo strany americkych spolo¢nosti Vv zapadnej
Eurdope po druhej svetove] vojne vo vyrobe. Zakladé sa na existencii Styroch faz vyrobného
cyklu: inovécia, rast, zrelost' a ipadok. Po druhej svetovej vojne vznikd v Eurépe dopyt po
produktoch vyrabanych v USA, preto Amerika zaala exportovat, zaznamenala vyhodu
vV medzinarodnej konkurencii.

V prvej faze je novy produkt umiestneny na domadci trh a vyroba prebieha taktieZ v domacej
krajine. Vo faze rastu je produkt uspeSny, domdci dopyt je niz§i v porovnani
s vyprodukovanym mnozstvom a preto dochadza k exportu, pricom je vyroba eSte stale
vV domacej krajine. Vo faze zrelosti sa vyroba presiva do zahranifia a tym uz dochadza
K vstupu na zahrani¢ny trh priamo. V tejto faze sa vyrobca snazi dosiahnut' konkurenéné
vyhody — dochadza k PZI. Vo faze poklesu dochadza k presunu vyroby do d’alsej krajiny.

* Tento efekt — zvysenie ekonomickej vykonnosti krajiny — sa nazjva ,.spillover a predstavuje celkovii
ekonomicku externalitu, t. j Gzitok pre ekonomiku, ktory sa realizuje nad rdmec priamych efektov vyjadrenych
Vv trhovych transakciach. (Fifekova)
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1.2 Dunningova tedria ,,eclectic*

NajcastejSie sa v literature uvadza ako zaklad Studia Dunninga (1977), ktora je znama ako
»eclectic theory®. Celkovy koncept byva oznacovany ako ,,OLI* koncept. Tato teoéria spaja
jednotlivé pohlady do uceleného celku. Vychddza z predpokladu, Zze multinacionalna
korporacia ma rovnaké informdcie o trhu ako jej konkurenti. Hovori, ze PZI st funkciou
nasledovnych vyhod: vlastnictvo, umiestnenie a internalizacia. Pomocou tychto vyhod
vysvetl'uje determinanty investicného rozhodovania firmy.

Analyticky mo6zeme funkciu PZI zapisat’ nasledovne:
PzZI = f(0,L,I), kde

O — vyjadruje vlastnicke vyhody (ownership advantages), ktoré ma investor oproti ostatnym
spolo¢nostiam posobiacich na rovnakom trhu,

L — vyhody danej lokality (location advantages). Napr. infrastruktira, dostupnost’ pracovnej
sily, kultra naroda, atd’.

| — znamend vybudovanie dcérskej spolo¢nosti (alebo inii pobocku) Vv zahraniéi
(internalisation advantages), pricom je stale napojend na materski spolo¢nost’, ¢o umozni
znizit’ transakéné ndklady, ndklady spojené s vyskumom, vyhody subdodavky od materskej
spolo¢nosti, a iné. Tato vyhoda znamena, Ze firma si ponecha know-how z materskej
spoloc¢nosti.

Podl'a Dunninga musia byt splnené¢ vsSetky tri uvedené podmienky, az to zabezpeci
rozhodnutie firmy o zahrani¢nej investicii. Teorii o PZI je viacero, ale prave OLI koncept
najleps$ie vystihuje podstatu sicasnych PZI.

1.3 Dunningova teéria hospodarskeho rozvoja

Tato tedria popisuje fazy pdsobenia PZI na ekonomiku. Rozoznava 5 zakladnych faz, ktorymi
prechadza $tat pri investovani do zahranicia.

V prvej faze dana krajina v cudzine neinvestuje, pretoze kvoli svojej nizkej rozvojovej Grovni,
nedokaze v Specifickej sit'azi vyuzit’ svoje prednosti prostrednictvom priamych investicii.
V druhej faze dochadza k PZI - zahrani¢né podniky za¢nu investovat’ v tuzemsku, ale najprv
iba v malom rozsahu, kvoli obmedzenym S$pecifickym podmienkam ako si maly trh,
nedostatocnd kvalifikdcia pracovnych sil, nedostatocnd infraStruktira atd. Dany Stat
Vv zahrani¢i zatial’ neinvestuje.

V tretej faze uz krajina vykazuje vyS$$i podiel priamych zahrani¢nych investicii. Domace
podniky zbieraji sktsenosti z rozvinutého trhu, zo stykov so zahrani¢nymi firmami, ¢o im
pomdze lepSie preniknut’ na zahrani¢né trhy. Krajina zacina stracat’ vyhodu lacnej pracovnej
sily v dosledku rasticej tirovne miezd. Zahrani¢né investicie uz prichadzaju na zaklade inych
vyhod, ako st vysoky dopyt, domdci technologicky rozvoj, moderna infraStruktira atd’.
Rozvoj vyvoznych investicii je vSak niz§i nez rozvoj dovoznych, aj ked’ sa uz postupne
priblizuju.

Vo Stvrtej faze sa krajina stava vyznamnym priamym investorom v cudzine.

V poslednej faze sa rozvija vnutroodvetvovy medzinarodny obchod, ktory sa opiera 0
vnutroodvetvova delbu prace. Rozhodnutia o mieste zalozenia novej pobocky uZ nie su
orientované na krajinné Specifikd, ale va¢Smi sa prihliada na efekt z rozvoja medzinarodnej
del’by prace. Dovozné priame investicie zacinaju rast’, ale z inych dovodov ako v prvych
fazach, napr. v dosledku spestrenia sortimentu.
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1.4 Tedria zaloZena na vymennych kurzoch

Je teoria, ktora sa snazi charakterizovat’ vzdjomny vztah PZI a vymennych kurzov. Itagaki
(1981) a Cushman (1985) analyzovali vplyv kurzového rizika ako faktor PZI. Cushman na
zaklade empirick¢ho vyskumu ukazal, Ze len zvySenie redlneho vymenného kurzu USD
stimuluje americké PZI, zatial’ ¢o znehodnotenie cudzej meny sposobilo znizenie americkych
PZI az 0 25 %. PZI slazia na znizZenie kurzového rizika. Pri presune vyroby do zahranicia sa
podnik vyhne tomuto riziku tym, Ze uz nedochadza k dovozu z domacej krajiny, Cize
nevznikaju dodato¢né naklady.

1.5 Neoklasicka tedria

Na zaklade neoklasickej tedrie mozno tvrdit, ze faktory, ktoré ovplyviluju umiestnenie
medzinarodnych investicii su faktory danej prijimajucej krajiny ako kapitala a pracovna sila
a prirodné zdroje. Podl'a Krugmanovej prace (1991) je dolezita geograficka poloha z pohl'adu
transportnych nakladov a velkost’ krajiny. Dalsia praca poukazuje na ddlezitost’ Pudského
kapitalu (Lucas 1988).

2 ZAVER

Z mnozstva §tadii mozeme konstatovat’, ze problematika PZI je skuto¢ne bohata a neexistuje
jednotny teoreticky vyklad a zrejme je nepravdepodobné, aby bol aj v blizkej dobe vytvoreny.
Rovnako moézeme pozorovat odliSné metodické pristupy, ktoré boli pri skimani tejto
problematiky pouzité. Zatial’ ¢o jedna skupina vyuZziva jednorovnicové ekonometrické modely
na skumanie moznych determinant, existuji prace, v ktorych je vyuZzitd metodologia
panelovych dat (Lukacik a Lukacikova, 2011), kointegracnd analyza, VECM (Shridharan
aspol., 2009), atd. Ddleziti ulohu zohravaji modely priestorovej ekonometrie, pretoze
regionalne rozdiely na ekonomickej urovni byvaju zdrojom disparit, ¢o byva casto krat
neprehliadnutel'ny problém pri analyzach. Na zéklade uvedeného moZeme len konStatovat,, Ze
ku skimaniu a objasneniu PZI je potrebné pristupovat individuélne.
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NORMALIZOVANA PRODUKCNA FUNKCIA S KONSTANTNOU
ELASTICITOU SUBSTITUCIE VSTUPOV

NORMALISED CONSTANT ELASTICITY OF SUBSTITUTION
PRODUCTION FUNCTION

Karol Szomoldanyi

Abstrakt

Aktudlne pristupy opisania vyroby vyuzivaji normalizovanu CES produként funkciu, ktorej
parametre mozno zmysluplne ekonomicky interpretovat. Konkrétny funkény tvar mozno
odvodit’ z definicie elasticity substitucie vstupov rieSenim diferencidlnej rovnice druhého
radu. Vo vSeobecnom rieSeni potrebujeme I'ubovolné konStanty nahradit’ tak, aby funkény
tvar zodpovedal ekonomickym pozorovaniam.

KPucové slova: normalizovand produkcna funkcia s konStantnou elasticitou substiticie
vstupov, Harrodov Hicksov Solowov neutradlny technicky pokrok

Abstract

Actual approaches describing production process use normalised CES production function. Its
parameters may be meaningfully economically interpreted. The particular function form can
be derived from the elasticity of the substitution definition solving second-order differential
equation. The general equilibrium arbitrary constants need to be replaced, so that the
functional form corresponds to economic observations.

Keywords: normalised constant elasticity of substitution production function, Harrod Hicks
Solow neutral technical progress

1 UVOD

Produkéné funkcie su dlhodobo predmetom intenzivneho skiimania. Vzt'ah medzi vstupnymi
faktormi vyroby a produkciou si prvi v§imli Cobb a Douglas. Cobbov-Douglasov tvar
produkénej funkcie predpokladd konstantné podiely vstupov na HDP aich jednotkova
elasticitu substitacie, ktorti formalne definoval Allen (1938). Solow (1956) rozsiril produkénu
funkciu o dynamicky technicky pokrok.

Cobbov-Douglasov predpoklad jednotkovej elasticity substiticie vstupov je problematicky
a spojeny s mnohymi empirickymi aj teoretickymi nejasnostami. Arrow, Chenery, Minhas
a Solow (1961) formulovali produkénu funkciu s konstantnou elasticitou substitucie vstupov
(CES).Vlastny text prispevku. Uvedené formulacie produkénej funkcie prezentoval Lukacik
(2013).

V obdobi po Lucasovej (1976) kritike sa stali predmetom vseobecného ekonomického zaujmu
neoklasické modely rastu a modely opisujuce hospodarsky cyklus ako model realneho
hospodérskeho cyklu, ¢i sicasny keynesovsky model. Si to modely vSeobecnej rovnovahy,
ktorymi sa tiez zaoberala Lukacikova (2004 a 2005). V spomenutom modelovom ramci hrajt
produkéné funkcie dolezita rolu. Preto je funkény vztah medzi vstupmi a vystupom
V sucasnosti vel'mi podrobne skumany. Za poslednych dvadsat’ rokov sme boli svedkami
mnohych teoretickych aempirickych objavov. Zvlastne obrodenie si vysluzil koncept
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elasticity substitucie vstupov. Klump McAdam a Willman (2012) ponukaji prehl'ad
aktudlnych svetovych prac zaoberajucich sa problematikou.

Existuje vztah medzi hospodarskym rastom a elasticitou substitucie vstupov. Solow (1956)
ukazal, ze ak je elasticita substitucie vstupov vyssia ako jeden, dynamicky ekonomicky
systém generuje trvaly rast. Ked’ze pracu mozno dokonale nahradit’ kapitalom, hrani¢ny
produkt kapitalu je dlhodobo dostatocne vysoky. Pripad elasticity substitucie vstupov vyssej
od jednej je vSak empiricky neovereny a teoreticky anomélny.l

Klump (2001) a Saam (2008) ukazali, ze pripustny sposob zvySenia elasticity substiticie
vstupov V krajine je integracia do medzinarodnych svetovych trhov. Na druhej strane podla
Kaasa avon Thaddena (2003) model rastu s agregovanou CES produkénou funkciou
s elasticitou substitucie vstupov nizSou od jednej méze vykazovat viac rovnovah, pasce
vyvoja a neurcitost’.

Dalsou oblastou, v ktorej je substiticia vstupov ddlezitym parametrom je oblast’ verejnych
financii. Chirinko (2002) ukazal, Ze pri nizkej elasticite substiticie vstupov st reakcie
investicii na zmeny urokovej miery spdsobené monetdrnou alebo fiskalnou politikou.
Rowthorn (1999) zdoéraznil vyznam substitucie vstupov v makroekonomickej analyze trhu
prace. Nachylnost’ k vysokym investicidm ma vyznamny vplyv na nezamestnanost’, ak je
elasticita substitucie rozna od jedne;.

Z empirickych prac Chirinka so spoluautormi (1999), Klumpa McAdama a Willmana (2007)
a Leona-Ledesma McAdama a Willmana (2010) vyplyva silna indicia, ze agregovanu vyrobu
viac charakterizuje nejednotkova elasticita substiticia vstupov. V aktudlnom vyskume
Chirinko (2008) odhaduje hodnotu americkej elasticity substitucie vstupov v rozpéti 0,4-0,6.
Okrem toho Jones (2003 a2005) ukazal, ze podiel kapitalu na realnom HDP vykazuje
v mnohych krajinach také vykyvy a trendy, ktoré st nekonzistentné s Cobbovou-Douglasovou
produkénou funkciou alebo sCES produkénou funkciou s Harrodovym-neutrdlnym
technickym pokrokom (inovujucim vyuzitie prace), pozri tiez McAdam a Willman (2013).

Z koexistencie technického pokroku inovujiuceho vyuzitie kapitalu aj prace vyplyvaju rézne
teoretické moznosti  vybilancovaného a nevybilancovaného rastu. Podl'a konceptu
vybilancovaného rastu — dolezitého predpokladu neoklasickej tedrie rastu — premenné ako
produkcia, spotreba, atd’. konverguju do ustalené¢ho stavu so spolo¢nou konStantnou mierou
rastu (ustdleného rastu), zatial ¢o podstatné podielové parametre (ako podiely na prijme,
podiel kapitalu a produkcie) ostavaju konstantné. Z neoklasickej teorie rastu vyplyva, ze
ekonomika vykazuje pozitivny ustaleny rast s konStantnymi podielmi vstupov na HDP, ak
elasticita substitucie vstupov je jednotkova (t.j. produkéna funkcia je v Cobbovom-
Douglasovm tvare), alebo technicky pokrok je Harrodov-neutralny.

Accemoglu (2009) (15. Kapitola) uvadza, Ze je malo dovodov predpokladat’, Ze technicky
pokrok nutne inovuje vyuzitie prace. Modely Acemoglua (2003) a Sata (2006) s rozli¢ne
vplyvajicim technickym pokrokom na vstupy, ktorych ceny su dostato¢ne flexibilné,
vykazuji nachylnosti investovat’ do prisluchajiucich inovacii s tcelom Setrit’ vstupy. Inymi
slovami, firmy zniZuji svoje potreby vzacnych vstupoch a zvySuji potreby prebytocnych.
Acemoglu (2003) dalej ukazal, ze kym v ustdlenom raste je technicky pokrok nutne
Harrodov-neutralny, v prechodnom raste moze inovovat vyuzitie kapitalu. Za predpokladu
elasticity substitiicie vstupov nizsej od jednej tento koncept garantuje stabilitu podielov na
HDP, aj ked’ zo strednodobého hl'adiska mozu fluktuovat’.

! Kriticky je teoreticky vysledok rastu spdsobeného vysokou elasticitou substiticie vstupov, podla ktorého praca
rastie a miera sporenia klesa, pozri La Grandville (1989)
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Analyticky vyskum vyznamnosti nejednotkove;j elasticity substiticie vstupov a neneutralneho
technického pokroku v dynamickych makroekonomickych modeloch vyzaduje koncept
,hormalizacie”, aj ked tento vSeobecne stale nie je dokladne preskumany. La Grandville
(1989) a Klump a La Grandville (2000) predstavili koncept normalizacie v snahe dokazat’, ze
agregovanu elasticitu substiticie prace za kapital mozno povazovat’ za dolezity a zmysluplny
determinant rastu v neoklasickom modeli rastu. Klump (2001) a Klump a Irmen (2009)
vyuzili tento pristup v r6znych oblastiach.

Bez normalizacie nemozno parametre produkcnej funkcie ekonomicky interpretovat’, lebo ich
hodnoty zavisia na normalizacnom bode premennych a na elasticite substittcie vstupov. Tato
vlastnost’” znemoziiuje (okrem iného) odhad parametrov a komparativnu statiku. Klump
a Saam (2008) uviedli konkrétny priklad, v ktorom zanedbanie normalizacie moze vyznamne
skreslit’ vysledky skumania. Ukazali, ako pomocou normalizdcie mozno celit podobnym
skresleniam. Vplyv zvysenia elasticity substitucie vstupov moze byt az dvojnasobny, ak
nahradime nenormalizovanu (alebo implicitne normalizovani) CES produkénu funkciu
funkciou, ktora je spravne a ekonomicky zmyselne normalizovana.

Klump, McAdam a Willman (2007) ukazali, ze normalizacia je tieZ dolezita pri odhade
parametrov agregovanych CES produkénych funkcii, hlavne pri vyuZziti odhadu systému
rovnic na ponukovej strane. Zname su obmedzené moznosti simultanneho odhadu elasticity
substitticie a mier rastu technologii, ktoré inovuju vyuzitie vstupov. Dostupnymi poznatkami
z teoretickych aj empirickych prac bola spolo¢na identifikécia hodnét uvedenych parametrov
nepripustna. Viac nez Stvrt’storoie prevladal vSeobecny nazor ovplyvneny pracou Berndta
(1976), ze americki ekonomiku charakterizovala Cobbova-Douglasova agregovana
produk¢nd funkcia s neutralnym technickym pokrokom.

Implementacia konceptu normalizacie do postupov odhadu parametrov produkénej funkcie
umoznuje nastavit’ hodnotu podielu kapitalu na HDP (alebo, pri odhade tohto podielu nastavit’
primerané zaciatocné hodnoty parametra). Normalizacia zosulad’'uje empirické a teoretické
interpretacie parametrov produkénej funkcie a umoznuje validaciu odhadnutych parametrov
ex-post. Leon-Ledesma McAdam a Willman (2010) demonstrovali vyhody odhadu
a identifikdcie =~ normalizovanych  technologicko-vyrobnych  systémov. Vyuzitim
normalizovanej CES produkénej funkcie s technoldgiou inovujucou vyuzitie oboch vstupov,
odhad ,,sucasnej keynesovskej“ Phillipsovej krivky pomohol k lepsej identifikacii volatility
riadiacich premennych (realnych hrani¢nych nakladov).

2 PRODUK¢NA FUNKCIA S KONSTANTNOU ELASTICITOU
SUBSTITUCIE (CES)

Cobbova-Douglasova produkéna funkcia predpokladd, Ze elasticita substitucie vstupov sa
rovna 1, teda 1 % pokles jedného faktora mdze byt pri nezmenenej vyrobe nahradeny 1 %
narastom druhého. V realite moze byt tento parameter r6zny od jednej. Elasticitu substiticie
vstupov definovali nezéavisle od seba Hicks (1932) a Robinson (1933)? ako relativnu zmenu
podielu vstupov vyvolanu relativne vyjadrenou zmenou hrani¢nej miery technickej
substitlcie:

___d(K/N)(K/N) _ dIn(K/N)
d(Fy/F)/(Fo/Fo) din(Fy/F)

Allen (1938) ukéazal, ze elasticitu substitucie vstupov mozno tiez definovat ako elasticitu
prijmu na osobu y vzh'adom na hrani¢ny produkt prace (resp. mzdovu sadzbu w).

(1)

2 Rozdiely oboch pristupov opisal Hicks (1970).
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o= W )
dw y
Ak prijem na osobu je linearne homogénna funkcia kapitalu na osobu, y = f(k), kde k = K/N,
mozno elasticitu substitucie tiez zapisat’ v tvare:

kf (k) fi (k)
Arrow, Chenery, Minhas a Solow (1961) pouzili vo svojej analyze produkénu funkciu s
konstantnou elasticitou substitucie (CES) v tvare:

Y=AlaK 7 +(1-a)N "] A>0v>0,0<a<l ~1<p<oo,p0 @)

Alternativny zéapis CES produk¢nej funkcie, ktory sa ¢asto pouziva (pozri Klump, McAdam a
Willman; 2012) ziskame, ak uvazujeme konstantné vynosy z rozsahu a parameter rozsahu z
vynosov: v = 1:

Y=AlaK?+(1-a)N "] (5)
Pritom parameter p opisuje elasticitu substitucie vStupov:
l-o
o

Produkéné funkcie (4) a (5) mozno zapisat’ v Cobbovom-Douglasovom tvare s jednotkovou
elasticitou substiticie vstupov, 0 — 1, ak p — 0, v Leontievovom tvare s nezameniteI'nymi
vstupmi, o =0, ak p — o a v linearnom tvare s dokonale zameniteI'nymi vstupmi, ¢ — o, ak

p=-1

3 NORMALIZOVANA CES PRODUKCNA FUNKCIA

Elasticita substiticie vstupov je implicitne definovana v konkrétnom bode, je spojend s
jednym konkrétnym zakladnym bodom na jednej konkrétnej izokvante (pozri obr. 1 a 2). V
tomto bode je definovany cely systém izokvant, ktoré sa nepretinaju a spolu tvoria CES
produkénu funkciu. Ak uvazujeme konStantnu elasticitu substitiicie vstupov za dant, nemeni
sa prislichajuca izokvanta ani cely systém izokvant, ale zmena elasticity substitiicie vstupov
by viedla k zmene celého systému izokvant. Po zmene elasticity substitucie vstupov sa staré a
nové izokvanty nepretinaju iba v zdkladnom bode Ko, No, v ktorom sa dotykaju. Izokvanty by
sa nemali pretinat, pretoZze pri danej definicii elasticity substitucie vstupov (1) v danom
konkrétnom bode, by stard a nova CES produkénd funkcia mala byt stale charakterizovana
rovnakym pomerom vstupov K/N a rovnakou mierou technickej substiticie Fn/Fg. To je
splnené iba ak vyuzijeme zakladny bod Ko, No na normalizaciu CES produkénej funkcie.

Existuji dve mozné definicie elasticity ¢ — 2 a (1.3) — rovnako existuju dva spOsoby
odvodenia normalizovanej CES produkénej funkcie. Uvedieme oba spOsoby odvodenia
normalizovanej CES produk¢nej funkecie.

3.1 Odvodenie vyuZzitim exponencialnej funkcie

Integrovanim oboch stran zapisu elasticity substitucie vstupov (2) ziskame exponencialnu
funkciu:

y=cw’ (6)
Pritom c je 'ubovol'na konstanta. Za predpokladu konstantnych vynosov z rozsahu plati: Y =

WN + rK, resp. y = w + rk, kde r je sadzba prijmu z jednotky kapitalu. Podmienkou prvého
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radu maximalizacie zisku je, ze hrani¢ny produkt kapitalu sa rovna sadzbe prijmu z jednotky
kapitalu. Potom mozno exponencialnu funkciu (6) zapisat’ v tvare:

y=c[y—kj—0 @)

La Grandville (2009, s. 83) ukazal, Zze integrovanim rovnice (6) a zjednoduSenim ziskame
produkénu funkciu s konstantnou elasticitou substitlicie vstupov:

o1 Tod
yZ{ﬂlk o +7r2} (8)

resp.

ol ot o
Y :{ﬂlK ° +r,N° } 9)

Produk¢na funkcia (8) je vyjadrena na jednu osobu (v intenzivnom tvare), kym produkéna
funkcia (9) je agregovana (v extenzivnom tvare). V oboch funkciach si dve l'ubovolné
konstanty, m; a

KonStanta 7, zavisi od elasticity substitiucie vstupov o. Pre uréenie tychto konstant vyuzijeme
zakladné¢ funkéné hodnoty (6) a (8) v danom zakladnom bode systému izokvant.
V dynamickom prostredi tento zakladny bod musi zodpovedat’ konkrétnemu bodu v ¢ase t =
to:

Yo = ng (10)

O'__l o-1
Yo = |:771k06 + ”2} (11)

Kombinaciou s (8) ziskame normalizovant CES produkénu funkciu:

o

0'_4 o-1
k o
Y=Yo| &% (k_J +(1—0{0) (12)
0
resp.
ot o1 Tod
Kje N |°
Y :YO ao (K—Oj +(1—6¥0)(N—0j (13)

Pritom parameter ap = (Yo—Wo)/yo = roKo/Yo oznacuje podiel kapitalu na celkovom prijme
V bode normalizacie.
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3.2 Odvodenie vyuzitim homogénnej produkc¢nej funkcie

Paroush (1964) odvodil CES produkénu funkciu priamo z pévodnej Hicksovej definicie
elasticity substitucie vstupov (1), ktort mozno opisat’ diferencidlnou rovnicou druhého radu,
ktorej vSeobecné riesenie tiez obsahuje dve l'ubovol'né konstanty.

Klump a Preissler (2000) a Klump, McAdam a Willman (2012) vyuzili alternativnu definiciu
elasticity substitucie vstupov opisanu diferencialnou rovnicou druhého radu (3) S nezavislou
premennou K. Definicia vyuZziva predpoklad lincarne homogénnej produkénej funkcie
Yi = F(K,Nt) = Nif(ky), kde ki = Ki/N; je kapital na efektivnu jednotku prace pre vsetky
definované t. Jej vSeobecné riesenie je vSeobecny tvar CES produkénej funkcie:

o

o-1 o
yt=a{k17+b} l; teT (14)
resp.
ol o1 o1
Yt:a{KtU +bNt0} teT (15)

Pritom a, b st Tubovolné konStanty, T je definovanda mnozina obdobi. Porovnanim
produkénych funkeii (5) a (15) plati:

o-1
A=a(l+b)-
a
1
a=—
1+b

Pre urCenie tychto konStant vyuzijeme skutocnost, Ze elasticita substitiicie vstupov je
definovana v bode, ktory zodpoveda danému kapitalu na efektivnu jednotku prace ko = Ko/No,
danej hrani¢nej miere technickej substittcie (Fn/Fk)o = Wo/ro a danej produkcie na osobu y, =
Yo/No, t.J.

o-1 o-1 o-1

Y, =V, ao(%ja +(1—a0)(%)6 teT (16)
0 0

Pritom ag = roKo/(roKo + WoNp) je podiel kapitalu na prijme v bode normalizacie.

3.3 Graficka interpretacia

Podla La Grandvillea (1989), Klumpa a La Grandvillea (2000), Klumpa a Preisslera (2000)
a Klumpa, McAdama a Willmana (2012) je normalizacia vyjadrenie 'ubovolnych konstant
primitivnych funkcii ekonomicky zmyselnym sposobom. V priestore [N,K] na obr. 1 je
normalizacia zobrazena pomocou zdkladného bodu (o ktorom moZno uvazovat v obdobi t =
to), ktorému zodpovedaji konkrétne hodnoty premennych N, K, Y ahrani¢nej miery
technickej substitucie uo = (Fn/Fk)o a izokvanty CES produkénej funkcie s rozdielnymi
elasticitami substitiicie vstupov ale rovnakymi ostatnymi premennymi sa dotykaju.
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k 7
Obr. 2 Normalizovana CES produk¢éna funkcia jednej osoby
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Normalizaciou mozno vysvetlit vztah medzi elasticitou substitucie vstupov a zakrivenim
izokvant CES produkénej funkcie (pozri La Grandvilleovu; 1989a diskusiu o spravnom
chapani tohto vztahu). Klump a Irmen (2009) zdoraznili, Zze v bode normalizacie (a iba
Vilom) existuje inverzny vztah medzi elasticitou substiticie a zakrivenostou izokvanty
normalizovanej CES produk¢nej funkcie. Tento vzt'ah tiez mozno interpretovat’ vzhl'adom na
komplementarnost oboch vstupnych faktorov. V bode normalizicie je nepriamo Umerny
vztah medzi elasticitou substiticie a stupiiom komplementarnosti vstupov.

Zakladny bod normalizacie mozno (v priestore [K,y], pozri obr. 2) tiez opisat’ konkrétnymi
hodnotami K,y a hrani¢énym produktom kapitalu (alebo realnou sadzbou prijmu z kapitalu).
Tomuto bodu zodpoveda hodnota elasticity produkcie vzhl'adom na kapital rovnajiuca sa
podielu kapitalu na prijme (v podmienkach dokonalej konkurencie).

Normalizacia tvori Specifické ,rodiny“ CES produkénych funkcii, vramci ktorych sa
produk¢éné funkcie liSia iba elasticitou substiticie vstupov.

3.4 Normalizovana a nenormalizovana CES produké¢na funkcia.

Klump, McAdam a Willman ukazali, ze znama CES produk¢na funkcia Arrowa, Cheneryho,
Minhasa a Solowa (5) je nekonzistentna s normalizovanou CES produkénou funkciou (13).
Funkcie (5) a (13) st identické, iba ak parametre A a a CES funkcie (5) zavisia od elasticity
substiticie vstupov ¢ a od hodnot zakladného bodu normalizacie Ko,No,00,ro,Wo & mozno ich
zapisat’  funkciami  A(o,Ko,No,00,fo,Wo,) @  a(o,Ko,No,a0,ro,Wp,). Oba  parametre
nenormalizovaného tvaru (5) zavisia od elasticity substiticie vstupov, pokial sa K a
No nerovnaju, teda pokial’ kg # 1. Nenormalizovany tvar CES produkénej funkcie nemozno
vyuzit' na komparativnu statiku opisujiicu vplyv zmeny elasticity substiticie o na ekonomiku.
Parametre A a « nemozno ekonomicky interpretovat’.

Klump, McAdam a Willman (2012) sa zaoberali tieZ rdznymi tvarmi nenormalizovanych CES
produkénych funkceii, ktoré sa v ekonomickej akademickej historii vyuzili a diskutovali
moznosti ekonomicky interpretovat’ ich parametre. Poznamenajme, ze Cobbovu-Douglasovu
produkénu funkciu, ¢ = 1, netreba normalizovat’.

4 NORMALIZOVANA CES PRODUKCNA FUNKCIA A TECHNICKY
POKROK

Z dynamického hladiska potrebujeme po vzore Solowa (1956) zahrnut rast Grovne
technologie, ktory zvySuje efekt vyuZivania vstupov. Z hl'adiska normalizécie produkéne;
funkcie je dolezité Specifikovat, dynamiku podielov vstupov na prijme. Technicky pokrok
modze vplyvat na rast efektu vyuzivania kapitdlu, prace alebo oboch. Podl'a uvedeného
konceptu sa mdze menit’ podiel vstupov na HDP, ak sa zvySuje efekt vyuZivania kapitélu,
rastie aj podiel kapitalu na prijme na tkor prace, resp. v opa¢nom pripade sa zvySuje podiel
prace na prijme na ukor kapitalu. Jednou z d’alSich hodndt zdkladného bodu normalizacie,
ktoré potrebujeme poznat’ je rozloZenie prijmu na vstupy k obdobiu normalizicie, t = to.

Klump, McAdam a Willman (2007, 2012) zapisali normalizovani CES produkéna funkciu
s technickym pokrokom zvySujucim efekt vyuzitia vstupov v tvare:

o-1 o-1 o-1

Ytz{(EtKK)7+(EtNN)_ teT (17)

Pritom E{ a E{" opisuje tirovei vyuzitia oboch vstupov.
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Arrow, Chenery, Minhas a Solow uvazovali Hicksov neutralny technicky pokrok. Tvar (17) je
vSeobecnejsi, lebo technicky pokrok moéze rézne vplyvat na efekt vyuzitia oboch vstupov.
Predpokladame, ze produktivita faktorov rastie:

E =Ele"™); teT; ie{K,N} (18)

Pritom y; oznacuje technicky pokrok zodpovedajuci i-temu faktoru, pre vSetky i = K/,N. Za
predpokladu yk = yy >0, hovorime o Hikcsovom neutralnom technickom pokroku; za
predpokladu yx > 0, yn =0 0 Solowovom neutralnom tachnickom pokroku; za predpokladu
vk = 0, yn > 0 0 Harrodovom neutralnom technickom pokroku a za predpokladu yx #yn @ yk,
yn > 0 0 vSeobecnom technickom pokroku rozli¢ne zvySujicom efekt oboch vstupov.

Symbolom Ey' oznatujeme fixny bod trovne produktivity faktora i v obdobi zakladnej
normalizacie, t = to, pre vsetky i = K,N. Pripomenme, 7e z principu normalizacie existuje
mnoho vyjadreni CES produkénej funkcie s rovnakym zakladnym bodom normalizécie, ktoré
sa lisia iba elasticitou substitiicie vstupov. Aby tato vlastnost’ ostala zachovana aj v pripade
technického pokroku, musi platit’:

(19)

Poznamenejme, Ze v obdobi t = to:

e =1, ak t=t,; ie{K,N}
Vdaka tomu podiely vstupov na prijme nie su skreslené technickym pokrokom v zakladnom
bode normalizicie, ale rovnaju sa parametrom rozlozenia ag a 1— ao.

Dosadenim (18) anormalizovanych hodnét (19) do (17) mozno normalizovanu CES
produként funkceiu prepisat’ do tvaru:

o o151
Y, =| ap| Y ereuli +(1-a) Yo gty |7 | teT (20)
|<O NO
resp.
1o o lo 22 ot
Y, =Y, {aoKoa (Ktem(t—to)) o +(1_ao)NoU (Ntem(t-to)) - :| - teT (21)

Klump, McAdam a Willman uvadzaju priklady, v ktorych sa uvedené tvary CES produkénych
funkcii vyuzili pre vyskum.

Doteraz sme uvazovali konstantny rast produktivity faktorov. Klump, McAdam a Willman
(2007, 2012) vyuzitim postupov Boxa a Coxa (1964), upravili doteraz uvazované tvary CES
produkénej funkcie o parametre, vd’aka ktorym moze byt rast produktivity vstupov rozny
V roznom obdobi.
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5 ZAVER

Normalizacia CES produk¢nej funkcie umoziuje zmysluplne ekonomicky interpretovat’ jej
parametre a korektne realizovat’ komparativnu statiku. Korektne realizovana analyza pomohla
k mnozstvu aktualnych objavov, ako je vztah medzi elasticitou substiticie vstupov
a ekonomickym rastom, vztah urokove] miery a investiciami, alebo cyklické vlastnosti
hrani¢nych produktov a d’alSich.
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