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NEW FUZZY WEIGHTS ESTIMATION METHOD

Adam Borovicka

Abstract

The article deals with a new fuzzy weights estimation method. This concept is based on the
linguistic expressions about the criteria relevance that are transformed to a conversation scale
of the triangular fuzzy numbers. Each fuzzy number stands for a particular meaning. Then
a mathematical model is specified in order to gain the concrete (quantitative) values of criteria
weights. The algorithm of proposed method is applied to a determination of the criteria
weights in terms of an investment decision making.

Keywords: fuzzy number, linguistic preference, weight

1 INTRODUCTION

If we use the multiple criteria decision making methods in order to make a decision in some
situation, an expression about the criteria relevance is mostly demanded. Many methods work
with quantitative information about the criteria relevance in the form of their weights. In
many real cases, this information is not available. A decision maker can provide only
a linguistic expression about the criteria relevance (vague preference), for instance medium
importance or high importance. The proposed weights estimation method is able to transform
the linguistic expressions to the form of weights by a particular conversion scale of the
triangular fuzzy numbers. In order to set the final weights, a mathematical model based on
a multiple objective optimization principle maximin is specified. The aim is to discuss current
known approaches, identify their disadvantages and propose a new fuzzy weights estimation
method whose algorithm is introduced and then applied to a determination of the criteria
weights in terms of an investment decision making.

2 FUzZY WEIGHTS ESTIMATION METHOD

In this section, the basic reasons for a new fuzzy weights estimation method are specified.
Then the algorithm of the proposed method is described in terms of the several steps.

2.1 Reasons for a new method

We know a several weights estimation methods based on the “defuzzification” formulae
(Chen and Hwang, 1992). This procedure can be based on the optimism index (Lee, 1999), or
a-level principle (Detyniecki and Yager, 2001). A determination of the value of a-level can be
problematic from the site of decision maker. These approaches do not ensure weights
normalization. Other concepts use a composite function in order to express the vague
preferences (Narasimhan, 1981). These methods are so complicated and badly
comprehensible for their users. My method eliminates the drawbacks mentioned above. The
concept does not demand any additional information from a decision maker, the
normalization procedure is included. The algorithm is not difficult and it is comprehensible
for users. The transformation process of linguistic terms to the form of fuzzy numbers is
based on the intuitive approach (see more Novak, 1989). To set the criteria weights,
a mathematical model is formulated that is based on the multiple criteria optimization
principle maximin (see more Bellman and Zadeh, 1970; Zimmerman, 1970). The optimization



process is inspired with known approach (Lai and Hwang, 1996). However this approach does
not provide a solution (weights) in some cases, so that the necessary modifications are made.

2.2 Algorithm

The algorithm of the proposed method can be described in terms of the several following
steps.

Step 1: A decision maker expresses the criteria importance linguistically from the defined
scale of terms that can be formed as follows — low, medium and high (importance)®. For the
scale of terms, the transformation scale of triangular fuzzy numbers is proposed. The

triangular  fuzzy number can be formulated as F, =(w,-d!,w,w, +5'), Where
s ={low, medium, high}, w

S

is the value describing the term s in interval (0,1) with the

tolerance !, or S5'. As in (Novak, 1989), the transformation scale of triangular fuzzy

numbers is specified via the intuitive approach in the following picture (Figure 1). This
approach is derived from the fact that a sensation of some meaning is analogous for all
people. Then the transformation scale of fuzzy numbers is designed by individual as a wide
perceived concept.

.HE [:V::}

| — low medium high

0 0.1 0,25 035 04 0.5 0,6 0,65 0,73 0.9 1 v,
Figure 1: Transformation scale of the triangular fuzzy numbers

The membership function of fuzzy numbers must be an isosceles triangular. If it is not,
a slope of the linear functions forging left parts of their membership functions must rise with
a creasing linguistic term meaning, or a slope of the right linear functions forging right parts
of their membership functions must decline with a creasing linguistic term meaning.
Otherwise, the method provides the results against human intuition, for example the weight of
a criterion with less importance can be greater than the weight of criterion with a higher
importance.

Step 2: If the sum of lower limits of fuzzy numbers of the transformation scale describing
expressed importance of all criteria is greater than 1, then the following modification
procedure will have to be done. Otherwise, we come up to the third step. In terms of the
second step, the fuzzy numbers of the transformation scale are modified as follows

_ sl u
R =[WS ” 2 ,%,Ws;zé ) s = {high}

lfsmod — [WS 55 ’ﬂi WS +5S ] S= {lOW, medium}

K K K

S S S

! A form of the scale can be different. The algorithm is demonstrated with the illustrative scale of 3 terms.



where

KS:kl —Wt_53|+ﬂ+—wt+5tu
3lw, -5, w, w,+5

] t ={high},s ={low, medium} .

The fuzzy number expressing the highest importance is divided by the number of criteria.
Other fuzzy numbers are divided by a greater value that is derived from the proportions
among the values of parameters of particular triangular fuzzy number and fuzzy number
expressing a highest importance. The sum of proportions is averaged. Now it is expressed the
fact how many times particular fuzzy number approximately less than fuzzy number
describing a highest importance. Then the fuzzy numbers are divided by a product of this
value and the number of criteria. This mechanism takes into account approximately a relative
position of fuzzy numbers of a transformation scale on the horizontal axis in terms of the
situation of k criteria.

Step 3: If the condition of an application of the second step is not realized, the following
mathematical model is solved in order to set the strict value of criteria weights

Z=a — Mmax
e (V)za  j=12,.k

Zk:vj =1 ,
j=1

<a<l
>0 j=12,..,k

< o
IA

where . (v;) is the membership function of a triangular fuzzy number vaj describing the

linguistic expression of a relevance of the j-th criterion (or vague weight of the j-th criterion),

v, is the strict weight of the j-th criterion. The value o denotes a grade of membership of the

solution. The model is solved via the maximin principle. The sum of upper limits of the fuzzy
numbers of the transformation scale describing expressed importance of all criteria can be less
than 1. Then a condition about the interval for the parameter a is modified to the form o <1
in the model mentioned above. Now the value o loses its original interpretation, because the
grade of membership is negative. But the main idea of the model principle is kept. The value
of objective function is held at the highest value as possible. Then a proportion deviation of
weights from a set interval of values with the nonzero grade of membership to the defined
fuzzy sets is minimized. If the modification procedure must be done in terms of the second
step, then slightly different mathematical model is solved

Z=a — Mmax
yﬁmod(vj)Za 1=12,..,k

v, =1 :

M~

N

<1
>0 j=12,..k

=< R

where ..., (v;) is the membership function of the triangular fuzzy number describing

a linguistic expression about the importance of the j-th criterion in the modified form, v; is



the strict weight of the j-th criterion. In contrast to the previous model, this modified model
has some feasible solution.

3 IMPORTANCE OF CRITERIA IN THE INVESTMENT

And now some rather illustrative example of an application of the proposed method will be
formulated. Imagine the investment decision making situation when a potential investor wants
to invest some money in open unit trusts (see more Borovic¢ka, 2014). He/she selects a few
funds from bigger group of unit trusts according to three chosen criteria — return, risk and
cost. The selection is made by some multiple criteria evaluation method that demands a strict
expression about the criteria relevance. However, a potential investor is able to express their
relevance only linguistically. The vague preferences are formulated in the scale of 3 terms
mentioned above as follows (Table 1).

Table 1: Linguistic expression of the criteria importance

Criterion Importance
Return Medium
Risk High
Cost Low

The mentioned above transformation scale of triangular fuzzy numbers is used (Figure 1). If
the sum of lower limits of fuzzy numbers of the transformation scale describing expressed
importance of all three criteria is greater than 1 (0,1+0,35+0,6 =1,1>1), the modification
procedure in terms of the second step of algorithm must be done. The following mathematical
model is solved

Z=a — max

v1—0,07612a 0,1413-v, S
0,0326 0,0326

v2—0,22a 0,3—v22
0,05 0,05

v, +0,0089 S g 0,0355-v, Sa
0,0133 0,0133

ZS:VJ. =1

j=1

a<l

v; 20 1=12,3

where v, is the weight of return, v, denotes the weight of risk and v, marks the weight of
cost. The final criteria weights are in the following table (Table 2).

Table 2: Final criteria weights

Criterion Weight
Return 0,319
Risk 0,573
Cost 0,108




4 CONCLUSION

The current known fuzzy weights estimation methods are discussed and their disadvantages
are identified. To eliminate them, a new weights estimation method is proposed and described
in this article. The algorithm works with linguistic expressions about the criteria relevance
that are transformed to the triangular fuzzy numbers. The strict weights are set by means of
a mathematical model based on the multiple criteria optimization principle maximin. The
proposed method is applied to a determination of the criteria relevance in terms of the
investment decision making situation.
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VPLYV HMOTNOSTI NA OPTIMALNU TRASU PRI MINIMALIZACII
EMISIIi CO,*
IMPLICATIONS FOR WEIGHT OPTIMAL ROUTE FOR MINIMIZING
CO, EMISSIONS

Ivan Brezina, Juraj Pekdar
Abstrakt

V slcCasnosti predstavuje zaujimavu ,,zelent modifikaciu klasickych uloh CVRP
minimalizacia emisii CO2, ktora reprezentuja modely GVRP (Green Vehicle Routing
Problem). V prispevku je cielom modifikacie klasickych CVRP minimalizacia emisii CO;
vozidiel stanovenim poradia navstivenych odbernych miest. Cielom je najst optimalny
rozvoz, resp. zvoz tovaru, pricom V modeli predpokladame, Ze na ich tvorbu ma vplyv
zatazenie vozidla.

Kruéové slova: CVRP, GVRP
Abstract

The paper presents an interesting "green” modification of the CVRP minimization of
emissions of CO2, which represent the models GVRP (Green Vehicle Routing Problem). In
this article the aim is to minimize modifications of classical CVRP CO, emission vehicles
specifying the order of sampling sites visited. The aim is to find optimal distribution of goods,
in which the model assumes that their work has an impact load.

Keywords: CVRP, GVRP

1 UVOD

V prispevku budeme vychadzat’ z klasickej ulohy rozvozu tovaru s kapacitnym obmedzenim
vozidla. Tato ulohu mozno charakterizovat aj ako ulohu obchodného cestujuceho so
$pecialnou strukturou (Ci¢kova, 2013), respektive je takato uloha Vv literatire oznatovana ako
uloha okruznych jazd (Vehicle Routing Problem — VRP), resp. castejSie ako kapacitna
okruzna tloha (Capacited Vehicle Routing Problem — CVRP).

Jednou z moznych modifikacii klasickej CVRP modze byt jej rozSirenie o minimalizaciu
Skodlivych plodin, predovsetkym emisii CO2. V takomto pripade optimalizacie okruznych
rozvoznych tras s cielom minimalizicie emisii CO2 hovorime o emisnej Glohe okruznych
jazd (Emissions Vehicle Routing Problem, EVRP). V takejto modifikacii je optimalizacia
(minimalizacia) prejdenej vzdialenosti vozidlom nahradena ciel'ovym kritériom minimalizacie
vyprodukovanych emisii CO2 (pri predpoklade zavislosti spotreby paliva na hmotnosti
vozidla v priebehu jeho cesty).

2 ULOHA ROZVOZU TOVARU

Uvazujme dalej o preprave objemnejSich komodit z centra zdkaznikom prostrednictvom
nakladného vozidla produkujuceho emisie CO2 v zavislosti od vlastnej hmotnosti vozidla

! This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant no. 1/0245/15 , Transportation
planning focused on greenhouse gases emission reduction®.
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a od hmotnosti prepravovaného tovaru. Kazdému zakaznikovi je pritom priradena poziadavka
na obsluhu (pozadované mnozstvo komodity). Pri planovani prepravy je pritom nevyhnutné
zohl'adnit’ aj obmedzenie kapacity prepravného prostriedku. Tento problém je z literatury
znamy ako problém rozvozu tovaru (Vehicle Routing Problem — VRP), resp. kapacitny
okruzny problém (Capacited Vehicle Routing Problem — CVRP). Jeho podstatou je najst’ také
minimalne trasy vozidla, ktoré sa za¢inaju a koncia vo vychodiskovom (aj koncovom) uzle
tak, aby kazdy uzol (zakaznik) okrem vychodiskového uzla (centra) bol navstiveny prave raz,
pri¢om sa pri preprave neprekro¢i kapacita vozidla a buda uspokojené poziadavky vsetkych
zékaznikov.

Oznacenie:
N = {1, 2, n} — mnozina odberatel'skych uzlov (zdkaznikov),

N, = N U {0} — mnozina vietkych uzlov (odberatelov spolu s centrom),

dij — minimalna vzdialenost medzi uzlami i, j € N,

gi — poziadavky uzla (odberatel’a) i€ N,
g — kapacita vozidla.

Ulohu CVRP potom mozno zapisat’ nasledujucim spdsobom:

min f (X,u)=> > d;x 1)

ieNg jeNp
> x;=1, jeN, i#] )
ieNg
Dox;=1,ieN, i#] (3)
ieNg
U+0g;-g@-x,)<u;,ieNy, jeN,i=] (@)
g <u<g, jeN (5)
X; €40, 1}, 0, jeNy, i#] @)

3 EMISNE ULOHY OKRUZNYCH JAZD

Siroké moznosti zmien ohrani¢eni ulohy rozvozu/zvozu dokazu do modelu zahrnut' aj aspekt
ekoldgie v podobe optimalizacie emisnych narokov na prepravu. Aplikacie tohto problému sa
objavuju uz od roku 2006. Tieto modely pocitaju aj s parametrami ako efektivita vozidiel,
prepravna rychlost’ atd’. Ulohy Green Vehicle Routing Problem — GVRP mézeme rozdelit’ do
troch hlavnych skupin:

1. Green-VRP — vicsina z nich sa zameriava na optimalizaciu spotreby energie vozidiel
Vv podobe palivovych narokov. Z publikovanych modelov vyberame nasledovné
modely: EMVRP - Uloha VRP minimalizujica energetické naroky vozidla® , FCVRP
— Uloha CVRP s parametrom miery spotreby.

2. Pollution Routing Problem (PRP) — modely zamerané priamo na emisie, priCom
ucelova funkcia tychto modelov Casto naberd na zlozitosti. Patria sem modely ako

2KARA, I. — KARA, B. - YETIS, M.: Combinatorial Optimization and Applications: Energy Minimizing
Vehicle Routing Problem. 2007 p. 62-71
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TDVRP — Casovo zavisly VRP, ktory sa snazi optimalizovat objem emisii
prostrednictvom skratenia doby prepravy pri optimalnej prepravnej rychlosti®, EVRP-
VC - Emisna tloha rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom

3. Ulohy VRP v reverznej logistike (VRPRL) — predstavuju tlohy reverznej logistiky
zamerané na aspekt rozvozu/zvozu. Patria sem ulohy =z oblasti zberu odpadu,
simultanny rozvoz a zvoz alebo modely selektivneho zberu s ocenenim.**

4 TVORBA MODELU EVRP

V tejto Casti vytvorime optimalizaény model emisii s prihliadnutim na zmenu hmotnosti
vozidla pri rozvoze (zvoze) tovaru. Vychadzame pritom z logického predpokladu znizenia
celkovej hmotnosti pouzitého vozidla pri uspokojeni poziadavky konkrétneho wuzla
(odberatel'a). Zmena vahy vozidla taktiez vplyva na palivové naroky ateda aj na objem
vyprodukovanych emisii. Na grafe ¢. 1 vidime vzdjomnu regresiu medzi objemom CO2 na
kilometer jazdy a hmotnost'ou pre rozne kategorie vozidiel.

NEDC CO2 [g CO2/km]

Vehicle Mass [kg]

N1ltrieda2 mN1ltrieda3 mSUVv AO-nizSia mA- nizSia stredna trieda ®B - stredna trieda

Graf 1: Vplyv hmotnosti vozidla na vysku celkovych emisii

Zdroj: KASAB, J.J. - VELLIYIUR. 2012. Analysis of Greenhouse Gas Emission Reduction Potential of Light
Duty Vehicle Technologies in the European Union for 2020-2025 (vyskumna sprava). Dostupné na internete:
<http://www.theicct.org/sites/default/files/publications/Ricardo_LDV%20EU%20Technology%20Potential%20
Analysis.pdf>s. 41

Pridanim parametra hmotnosti prepravovaného tovaru do zakladnej tlohy CVRP a pridanim
parametrov ovplyviujucich vyprodukovany objem emisii CO2 ziskavame model
optimalizujlci emisie pri rozvoze (zvoze) tovaru.

Oznacenie:
N ={1,2,..n} — mnoZina uvazovanych odberatelI'skych uzlov (odberatelov),

* FAGERHOLT, K. - LAPORTE, G. - NORSTAD, I.: Reducing fuel emissions by optimizing speed on shipping
routes. 2010. In: Journal of the Operational Research Society 61, p. 523-529.

* CANHONG, L. et al.: Survey of Green Vehicle Routing Problem: Past and future trends. 2013 In: Expert
Systems with Applications: An International Journal 1127- 1132
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N, ={0,1,...n} — mnozZina vietkych uvazovanych uzlov (odberatel'ov vratane centra),
M ={1,2,..m} — mnoZina uvazovanych vozidiel,

a — produkcia emisii CO2 vozidla na 1 km,
b — dodato¢na produkcia emisii CO2 vozidla na kg uzito¢ného zat'azenia na 1 km,
Matematicky model tejto tlohy ma pri dodrzani predchadzajuceho oznacenia nasledujuci tvar:

min f (X'U)ZZZ(du(aXu +bu;X; )) (8)

ieNg jeN
D ox;=1, jeN, i=] (9)
ieNg
Dox=1,ieN, i#] (10)
jeNg
U+9g;-g@-x)<u;,ieNy, jeN,i=] (12)
g <u <g, jeN (12)
Xije{O, 1},i,jeN0,i¢j (14)

V kombinacii s mnozstvom naloZzeného tovaru vo vozidle v jednotlivych uzloch (u;) mozno
najst optimalnu cestu, pri ktorej je celkovy objem vyprodukovanych emisii minimalny.
Model zaroven reaguje na hmotnost vozidla zmenou hodnoty na zaklade parametra b pri
vylozeni (naloZeni) tovaru v konkrétnom uzle. Takato uprava ale zna¢ne zvySuje vypoctova
naro¢nost’ modelu, ked’ze iloha ma nelinearny charakter.

Zaver

Prezentovany model je modifikaciou klasického CVRP, pricom jeho cielom je znizovanie
emisii CO2. V tejto modifikécii je optimalizacia prejdenej vzdialenosti vozidlom nahradena
cielovym kritériom minimalizicie emisii (pri predpoklade zavislosti spotreby paliva na
hmotnosti vozidla v priebehu jeho cesty). V prispevku je uvedena matematicka formulacia
uvedeného modelu, pricom problémom je jeho rieSitelnost, ked’Ze uvedeny model je
nelinearny.
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EVOLUCNE ALGORITMY A RIESENIE ULOH S OHRANICENIAMI

SOLVING CONSTRAINED PROBLEMS BY EVOLUTIONARY
ALGORITHMS!

Zuzana Cickovd, Allan Jose Sequeira Lopez

Abstrakt

Evolu¢né algoritmy su vypoctové techniky, ktoré mozno pouzit’ na rieSenie Sirokého spektra
roznych uloh. RieSenie uloh s obmedzeniami vSak vyzaduje urcitt modifikaciu zédkladného
typu prislusného algoritmu, pretoze aplikacia zakladnych pristupov zvycajne vedie k vzniku
nepripustnych rieSeni. V prispevku prezentujeme rozne pristupy, ktoré mozno pouzit’ na
rieSenie uloh s obmedzeniami.

KPucové slova: evolucné algoritmy, ulohy s obmedzeniami

Abstract

Evolutionary algorithms belong to computational techniques that can be used to address a
wide range of different problems. However, solving problems with constraints usually
requires some modification of the basic type of the algorithm, since the application of basic
approaches usually leads to unfeasible solutions. In this paper we present different approaches
that can be used to solve constrained problems with restrictions.

Keywords: evolutionary algorithms, constrained problems

1 EVOLUCNE ALGORITMY

Evolu¢né algoritmy su algoritmy zaloZené na principoch spadajucich pod pojem spitné
inZinierstvo (Kvasnic¢ka, 2000), ¢o znamena, Ze tieto principy su odpozorované z prirody
(najviac vyuzivany je princip evolucie), alebo z inych vednych disciplin (napr. Zihanie tuhych
telies vo fyzike). Okrem genetickych algoritmov je znamych viacero pribuznych evolu¢nych
technik ako napr. mravéi algoritmus (Ant Colony Optimization) (Zelinka, 2002), (Brezina,
2011), metoda imunologického systému (Immunology System Method) (Lampinen, 1999),
memetické algoritmy (Memetic Algorithm) (Onwubolu, 2004), rozptylové prehl'adavanie
(Scatter Search) (Onwubolu, 2004), rojenie castic (Particle Swarm) (Zelinka, 2002),
(Onwubolu, 2004), diferencialna evolucia (Differential Evolution)  (Zelinka, 2002),
(Onwubolu, 2004), (Cickova, 2005), samoorganizujici sa migraény algoritmus (Self
Organizing Migrating Algorithm) (Zelinka, 2002), (Onwubolu, 2004), (Cigkova, 2005) a
pod. Terminoldgia vlastna evoluénym algoritmom vychadza z biologickej analdgie. Tradi¢né
optimaliza¢né metody vychadzaju zo zaciato¢ného vhodného (alebo nédhodne zvoleného)
odhadu rieSenia, ktoré iterativne vylepSuju. Na rozdiel od klasickych technik, evolucné
algoritmy patria do mnoziny tzv. populacnych prehladavacich algoritmov, t. j. pracuju
sucasne s mnozinou rieSeni. Ak vyuzijeme terminoldgiu vlastni evolu¢nym technikam, su
zalozené na praci s populaciou jedincov, kde kazdy jedinec (niekedy tiez pouzivame pojem
chromozom) predstavuje aktualne rieSenie dan¢ho problému (d’alej budeme pouZivat pojmy

! This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant no. 1/0245/15 , Transportation
planning focused on greenhouse gases emission reduction®.
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rieSenie a jedinec v rovnakom vyzname). V podstate je to mnozina argumentov ucelovej
funkcie, ktorej optimalnu hodnotu hl'addme. Z hl'adiska fungovania algoritmov je dolezity
postupny vyvoj, kooperacia a fungovanie celej populacie (vyvoj populacie prebieha spravidla
v diskrétnych krokoch). Evolu¢né algoritmy vo vSeobecnosti dobre funguju pri prehl'adavani
celého priestoru moznych rieSeni. RieSenie uloh s obmedzeniami vSak vyzaduje urcité
modifikacie zdkladnych typov algoritmov, pretoze vSeobecné principy by viedli k vzniku
nepripustnych jedincov.

2 RIESENIE ULOH S OBMEDZENIAMI

Na rieSenie tloh s ohrani¢eniami mozno vo vSeobecnosti vyuzit’ rézne pristupy, ktoré st napr.
vV (Maftik, 2001) rozdelené na 3 skupiny: pri pouziti penalizacnych funkcii je ohodnotenie
nepripustnych jedincov penalizované vhodne zvolenym penalizaénym vztahom, pri pouziti
dekodérov a opravnych algoritmov st nepripustni jedinci transformovani tak, aby
charakterizovali pripustné rieSenia a reprezentacia zavisla od typu ulohy spojend so
Specidlnymi rekombinaénymi operdtorom umoZiluje vznik len pripustnych jedincov. Vo
(Venkatraman, 2005) st uvedené odlisné pristupy k rieSeniu uloh s ohrani¢ujicimi
podmienkami. Penaliza¢né funkcie umozniuju okrem znevyhodnenia nepripustného jedinca aj
pouzitie bariérovych funkcii (tzv. death penalizicia), metddy zalozené na viackriterialnej
optimalizacii funguji na dvojakom posudzovani jedincov (na zaklade ich ohodnotenia a tiez
na zaklade ich pripustnosti) a tretim pristupom je preferencia pripustného rieSenia pred
nepripustnym rieSenim, ktory zohladnuje, ze ohodnotenie nepripustnych jedincov je vzdy
mensie ako ohodnotenie jedincov pripustnych. Iny spdsob delenia znamych metdd uvadzaju
Craenen, Eiben a Hemert v (Craenen, 2003). Pristupy rozdel'uji na tzv. pristupy s priamym
zohl'adnenim obmedzeni, ked’ porusenie ohrani¢eni nie je zahrnuté priamo v ucelovej funkcii
(napr. eliminovanie nepripustnych jedincov, oprava nepripustnych jedincov, pouzitie
Specialnych rekombinaénych operatorov, dekddovanie (transformécia) priestoru rieSeni) a na
tzv. pristupy s nepriamym zohladnenim obmedzeni (penalizacia poruSenia pripustnosti z
hl'adiska ohrani¢eni a penalizicia porusenia pripustnosti z hl'adiska premennych).

Aj ked’ pohl'ady na spdsob rieSenia tloh s obmedzeniami pouZitim evolu¢nych algoritmov st
rozne, d’alej uvedieme stru¢nu charakteristiku niektorych pristupov.

Penalizacné funkcie. Pri tomto pristupe su jedinci, ktori predstavujii nepripustné rieSenia,
zémerne znevyhodiovani a evolu¢ny princip by mal zabezpecit, Ze takito jedinci su postupne
z populécie eliminovani. Penalizdciu moZno vSak pouzit’ len v pripade, ze sa da pre tieto
nepripustné rieSenia vycislit' ich ohodnotenie. Najjednoduchsi spdsob penalizacie je pouzitie
vhodne zvoleného penalizacného clena, ktory je prirdtany k ohodnoteniu nepripustného
jedinca (v pripade minimalizécie funkcie). Zname st vSak aj mnoh¢ iné tvary penalizacnych
funkcii (napr. Zelinka, 2002). Dalsi mozny spdsob penalizicie je stanovenie velkosti
penalizaéného ¢lenu v zavislosti od poctu porusenych ohrani¢eni a od ,,velkosti ich
porusenia, ¢o jednoduchym spdsobom zarucuje, ze ,,velkost' nepripustnosti jedinca je
umerna jeho znevyhodneniu. Takyto sposob je uvedeny napr. v (Hamida, 2000)pod nazvom
statickd penalizacia. Na rozdiel od statickej penalizacie je tzv. dynamickd penalizacia
zaloZzena na myslienke zvySovania penalizatného zatazenia pocas evolicie (penalizicia je
tym vicsia, ¢im vysSia je iteracia, v ktorej sa nepripustné riesenie vyskytlo). MoZnym typom
dynamickej penalizacie je tzv. chladiaca penalizacia (Michalewicz, 1994), kde aktualna
penalizécia zavisi od tzv. chladiacej teploty, ktora sa zvySuje pocas kazdej iteracie. Adaptivna
penalizacia (Smith, 1993)je pristupom, ked’ penalizacia zavisi od ohodnotenia najlep$ieho
jedinca v populacii. Uvedené typy penalizanych pristupov vSak vyZaduju nastavenie r6znych
parametrov, ¢o vo velkej miere stazuje ich aplikovatel'nost. Tento nedostatok sa snazili
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odstranit’ napr. Farmani a Wright (Famani, 2003) pomocou tzv. samoadaptivnej penalizacnej
funkcie, ktora vyzaduje definovanie len jedného faktora, pricom je zabezpecené, ze najhorsi
jedinec je penalizovany mierou, ktora je vidcSia alebo sa rovna ohodnoteniu najlepSicho
jedinca v populacii a ostatni nepripustni jedinci st penalizovani menSou mierou v zavislosti
od ich nepripustnosti. Pri viacerych druhoch penalizacie je potom teda pravdepodobné, ze
,»malo nepripustny* jedinec ma lepsSie ohodnotenie ako ,,zly* pripustny jedinec.

Bariérové funkcie (niekedy oznaCované ako ,.death” penalizacia (Venkatraman, 2005),
(Hamida, 2000). V takomto pripade su nepripustné rieSenia jednoznaéne zakazané, tzn., Ze
takéto rieSenia neovplyviiuju populaciu v nasledujucej iteracii. Takto vSak mozno dosiahnut’
taky stav, ked’ sa v celej populacii nachadzaju len nepripustni jedinci a je nutné vygenerovat’
novu populéciu. Aj ked’ je pouzitie bariérovych funkcii l'ahko implementovatelné, v praxi sa
neodporaca, pretoze moze viest k ,rozbitiu“ priestoru moznych rieSeni a toto znizenie
diverzibility populdcie negativne obmedzi priebeh evolucného procesu. Vo vSeobecnosti
mozno povedat, ze pouzitie bariérovych funkcii je efektivne len v pripade konvexnej
mnoziny pripustnych rieSeni.

Metody zalozené na preferencii pripustnych jedincov. Tento pristup je podobny ako pristup
penaliza¢ny, s tym rozdielom, ze zabezpeci vacSie ohodnotenie aj pre najhorSieho pripustného
jedinca v porovnani s jedincami nepripustnymi. Zvycajne si potom pripustné jedince
porovnavané na zaklade ich ohodnotenia, kym nepripustné jedince st porovnavané na zaklade
toho, v akej miere porusuju ohranicenia ulohy.

Dekodéry a opravné algoritmy. Su to Specidlne procediry, ktoré sa snazia prekddovat
nepripustnych jedincov tak, aby reprezentovali pripustné rieSenia ulohy. Dekodovanie
prebieha tak, Ze sa ndjde (v zmysle pouzitej reprezentécie), blizky pripustny jedinec, ktorého
ohodnotenie potom povazujeme za ohodnotenie nepripustného jedinca. Navrh dekodéra vsak
byva zvy€ajne velmi zlozity. Ak prave skimaného jedinca nahradime jeho ,blizkym*
jedincom, pouzity postup nazyvame opravou. Opravné algoritmy vSak moézu zaviest
populéciu do lokalneho extrému, ak vSak opravu nepouZijeme, procedira vypoctu algoritmu
bude vyzadovat’ Casté dekoddovanie, co bude mat’ za nasledok vysoku vypoctovi narocnost’
algoritmu (Maiik, 2001).

Reprezentacia zavisla od typu ulohy spojend so Specidlnymi rekombina¢nymi operatormi.
Takyto postup sa ukazuje ako efektivny, pretoZze je zaloZeny na Specidlnom kodovani
jedincov a Specidlnej rekombinacii, ktoré eliminuju nepripustné rieSenia. Sucasne vSak kladie
vysoké néaroky na formulaciu tlohy a vyzaduje dokladni znalost’ skiimanej problematiky,
pretoZe treba vytvarat’ nové operatory zvlast’ pre kazdy typ tlohy. Zaujimavy sposob pouzitia
rekombina¢nych operatorov je uvedeny v  (Schoenauer, 1996), kde hlavnou ideou je
myslienka, Ze v mnohych pripadoch sa globalny extrém nachadza na hranici mnoZiny
pripustnych rieSeni. Preto sa ako prvé vymedzi priestor moznych rieSeni a nasledne si pouzité
Specidlne rekombinacné operatory, ktoré zabezpecia preskimanie jeho hranic.

Metody zalozené na viackriteridlnej optimalizacii. Hlavnym principom je uvazovat’ oddelene
jedincov a obmedzenia, kde napr. zorad’'ujeme najskor rieSenia na zaklade ich pripustnosti a
az potom sa zohladnuje ucelova funkcia. V (Coello, 2000), je uvedeny pristup pouzitia
viackriteridlnej optimalizacie pouzitim subpopulécii, ktorych pocet je rovnaky ako pocet
ohraniceni zvySeny o jednu subpopuléciu, ktora je posudzovand len na zéklade ucelovej
funkcie. Pre ostatné subpopuldcie sa urci vhodnost’ na zdklade porusSenia prisluSnych
obmedzeni. V kazdej takejto subpopulacii sa potom minimalizuje celkova nepripustnost’.

Z uvedeného vyplyva, ze vel'ké vyhody, ktoré ponuka pouzitie evolu¢nych technik mozu byt’
znacne redukované nevhodnym zvolenim metody, ktora zabezpeci pripustnost’ jednotlivych
rieSeni. VSeobecne pouzitelné metddy zvycajne toleruji pritomnost’ nepripustnych jedincov v
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populécii, o mdze radikdlnym spdsobom ovplyvnit' rychlost vypoctu, pretoze niekedy
iteraéne narocné vytvaranie novych nepripustnych jedincov nemusi vniest’ do celého procesu
uzito¢ni informaciu, ¢im sa cely proces zbytocne spomaluje. Pouzitie takychto metdd
sucasne vyzaduje apridrne nastavenie parametrov, ku ktorému neexistuje hlbsia teoreticka
zékladna. Pouzitie Specializovanych metdd vSak moéze obmedzovat’ ich zlozity navrh a
nutnost’ detailnej znalosti daného problému. Rozdiel v efektivnosti pristupov je dobre
viditelny napr. z prace (Ci¢kova, 2005), kde je porovnany penalizaény pristup na riesenie
ulohy obchodného cestujuceho algoritmom diferencialnej evolicie a samoorganizujiicim sa
migracnym algoritmom a pristup zalozeny na transformécii nepripustnych rieSeni na riesSenia
pripustné.
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USING ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS FOR AUGMENTED TIME
SERIES PREDICTION

Marek Dvofd

Abstract Artificial neural networks are a powerful tool. In this paper, I am introducing a stock

market time series prediction method based on data augmentation coupled with neural network
approach. Introduction of sliding windows allows me to calculate several dozens of small statistics
across this sliding window forming the basis for explanatory variables.

A BSI index, calculated from yet another sliding window, tells us whether a stock purchase would
be beneficial and acts as a dependent variable.

Keywords: neural net, data extension, time series, prediction

1 INTRODUCTION

Classic time series predicting models rely most predominantly on some variant of autoregression
models like ARIMA or VAR. These are old methods thoroughly explored and described. Exten-
sions to those include for example seasonal adjustments which aim to decrease some variability in
predictions. VAR models also use multidimensional input data to estimate lagged interdependency
on each other.

Model described in this paper does not take multi-dimensionality into consideration and instead
focuses on prediction based on a single time series. From this time series, a so called BSI (Buy/Sell
Index) is computed and later predicted by the artificial neural network. BSI is a binary indicator
telling us if we should invest in a particular stock.

2 ARTIFICIAL NEURAL NETWORK

Artificial neural net takes inspiration from biological neurons which can be found in central neural
systems of humans and many other animals. Such net connects units called neurons, that are de-
fined by its inputs, output and body of the neuron itself. [2] Such neuron can be simply thought of
as a function which takes many inputs, weights them, and outputs a single value filtered through
an activation function. This output can be used as an input to another neuron. Neuron can be math-
ematically described with this function:

Flan....an) = (b+ fa,-w,) (1)

i=1

where © is an activation function which can be either smooth sigmoid function like logistic function

1

T lter @)

G(x)

I'The research project was supported by Grant No. IGA F4/54/2015 of the Internal Grant Agency, Faculty of
Informatics and Statistics, University of Economics, Prague.
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, hyperbolic tangens

6(x) = tanh(x) 3)
, or stepwise function like
1 ifx>0
c(x) = - 4
) {—1 ifx <0 @

3 DATA EXTENSION PHASE

The data consists of several time series imported using R’s quantmod package [1]. One of the
uses of this package is a Yahoo Finance API to import daily stock market data. At first, simple
logarithmization and differentiation of time series is used. X; is defined as the price of the stock

x; = logX; 5)
Ax, = Xt —Xr—1 (6)

We define two windows and their sizes, w and k. w is the length of a window from which we extend
the predictor variables and which we call a lookbehind. k denotes the length of a window which
we call a lookahead. 1t is the window which will be used to extract dependent variable - that is the
BSI index. n is the number of observations.

3.1 Preprocessing explanatory variables

For each lookbehind window of fixed length, we compute following statistics: mean (7)), median
(8), mid (9)), logarithm of standard deviation (I0), logarithm of mean absolute deviation (II)), log-
arithm of median absolute deviation (I2)). The index of this new series is defined as s.

S+W_1AX;
e = == foreachs=1..n—w—k—2 (7
w
median  —  median’ T ' Ax, foreachs =1...n—w —k—2 )
) s+w—1AX ; S+W_1AX
i — T ’;rmm” " foreachs=1...n—w—k—2 )

ls+w—1
¥ = In[/= Y (Ag—xmean)’ | foreachs=1...n—w—k—2 (10)

W=
15+W—1
x’s”“d = In| = Z |Ax; — x| | foreachs=1...n—w—k—2 (11)
W=
XM = In (median{ T ! |Ax, — x|) foreach s = 1...n—w—k—2 (12)
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After that another set of variables were calculated. For each lookbehind window s, three autore-
gression models were estimated - AR(1), AR(2) and AR(3), with ¢; and @, being regressors and
€, being the error term — white noise.

Av = cy+@p A1 +ey, (13)
Avy = c+@r Ay g+ @Ay o+ €2, (14)
Ay = ;+03 Ay 1+ @A 5+ ¢ Ay 3 +€], (15)

These estimated AR parameters were used as another explanatory variables for the main model.
One for each AR model and regressor. Six in total.

x?’(“’b) = ¢* foreacha=1...3,b=1...a (16)

Finally last set of nine augmented predictors are calculated for each window using residuals eéJ
from the previous autoregressive models.

(i)sd 1 s+w—1 )
X = In Z (el;)" | foreachs=1...n—w—k—2 (17)
. d s+w 1
orimad -y foreachs=1..n—w—k—2 (18)
xrimad (medlan”W ) foreachs=1..n—w—k—2 (19)

3.2 Preprocessing dependent variable

BSI index is estimated with equation (21]). We look ahead up to a fixed amount of time (lookahead
window) and calculating if there is a time in which selling a stock would yield a profit. Model takes
into account transaction prices (g for buy and p for sell) and a threshold of determination ® which
determines minimum amount of yield. If the model predicts BSI as 1, it recommends buying the
stock. The X; is defined form the first section as the price of the stock.

365
Xi+i(1—p) N
X(1+q) \'7
0 man+W < t(14+q )I S
BSI, = ST A Ko (1=p) ws  foreachs=1..n-w—k-2 @D
k 1+¢
1 max]+§”+w< ((1 ))> >0
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4 ANN MODEL ARCHITECTURE

The BSI dependant variable was predicted with a neural network, which had 21 neurins in a input
layer, three hidden layers with 40, 30 and 10 neurons and a single-neuron output layer.
Cross entropy error function was used, which has the following form:

H(p,q) = -Y piloggi = —ylog$—(1—y)log(l—9) (22)
i
1 ¥ 1 ¥ A .
Liw) = NZIH(pnaQn) = —NZI ynlogP, + (1 —y,)log(1—79) |, (23)
n= n=

where H is a measure of simmilarity between p and ¢, and L(w) is a cross entropy loss function.
A logistic function was used as neuron activation function.

S CROSS-VALIDATION AND RESULTS

The estimation uses Cross-Validation as another method to deal with over fitting.

The model was fitted and cross-validated on data of several Nasdaq stock market series, namely
VIAB, GOOG, FB and NFLX. The area under the curve (AUC) of ROC of the logistic binary
classificator was used as a model quality measure. Model parameters were estimated on the sample
of 1000 data points from those series. Number of cross-validation sets were 5. After that, out of
sample test on the SBUX stock was predicted and its AUC was computed.

Figure (1| shows example ROC curve of prediction using the parameters w = 7;k = 7;0 = 0.2 on
SBUX out of sample dataset. The area under the curve is 0.54.

0.6 0.8 1.0
| |

Sensitivity

0.4

0.0
|

T T T T T T
1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0

Specificity

Figure 1: ROC curve of VIAB out of sample test dataset. Source: own R output
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6 CONCLUSION

I have introduced a model useful for prediction of univariate time series. This paper has described
dependent and explanatory variables as well as method for estimation. Since the dependent was a
binary variable, area under the curve of receiver operating characteristic was used as a measure of
quality. Further discussions may focus on the threshold of predicted variables that would yield best
investment. It is also possible to focus on emulating the actual market behavior of this model and
observe its results.
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ZOBECNENI BRAESSOVA PARADOXU

GENERALIZATION OF BRAESS PARADOX

Petr Fiala

Abstrakt

V soucasnosti existuje fada diilezitych sitovych systému. Na sitich vznikaji paradoxni situace.
Mezi klasické paradoxy patii Braessiv paradox, kdy pifidani dal§iho spojeni muze vést ke
zhorSeni situace na siti. V piispevkil jsou analyzovéana zobecnéni Braessova paradoxu. Je
analyzovan vicekriterialni pfipad s emisemi a dynamicka verze Braessova paradoxu. Tato
zobecnéni vykazuji jesté silnéjsi verzi Braessova paradoxu.

Klicova slova: sitovy systém, Braessitv paradox, emise, dynamika

Abstract

Currently there are a number of important network systems. Paradoxical situations arise on
the networks. Braess paradox belongs among classic paradoxes when adding additional
connections may lead to deteriorations in the network. The paper analyzes generalizations of
Braess paradox. Multicriterial case with emissions and dynamic version of Braess paradox are
analyzed. These generalizations have an even stronger version of Braess paradox.

Keywords: network system, Braess paradox, emissions, dynamics

1 UVOD

Mnoho soucasnych sitovych systémil je charakteristickych jak rozsahlosti, tak i sloZitosti
sitové topologie. Pretizeni hraje rostouci roli nejen v dopravnich sitich, ale takeé
Vv telekomunikacnich sitich. Komplementarita se stavd rozhodujicim faktorem na
informacnich trzich. Sit€ vykazuji pozitivni externality. Hodnota jednotky zbozi roste s
oc¢ekavanym poctem prodanych jednotek. Vyznamné jsou také naklady na piepnuti pti
prechodu na jiné sluzby nebo pfechodu na novou technologii. Rozhodovani uzivatell sité
neovliviiuje jen je samotné, ale i ostatni Ucastniky ve velikosti zisku a nakladd, v€asnosti
dodavek, kvality zivotniho prostfedi atd. Na sitich vznikaji paradoxni situace. Mezi klasické
paradoxy patii Braesstiv paradox. V pfispévkll jsou analyzovédna zobecnéni Braessova
paradoxu. Je analyzovan vicekriteridlni ptipad s emisemi a dynamickd verze Braessova
paradoxu.

2 BRAESSUV PARADOX

Chovani ucastnikl sit€¢ mlze byt nekooperativni. Piikladem muize byt chovani uzivateli
dopravnich nebo telekomunikac¢nich siti, kdy optimalizace z hlediska jednotlivych uzivatela
nevede K optimalizaci z hlediska celého systému. Tuto situaci ilustruje znamy Braesstv
paradox, kdy pfidani dalSiho spojeni pii stejné poptavce po sluzbé vede pii optimalizaci
Z hlediska uzivatelt ke zvyseni nédkladd pro vSechny (Braess, 1969).

Uved’'me konkrétni ilustra¢ni ptiklad:
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Obr. 1. Braessiiv paradox

Plivodni sit’ na Obr. 1se sklada ze ¢ty uzla 1, 2, 3, 4 a Ctyf hran hy, hy, hs, hs, zacatek a konec
sit€ je tvofen uzly 1 a 4. Existuji dvé cesty mezi za¢atkem a koncem sit¢ C; ={h;, hs} a C,
={hy, hs}. Pfedpokladejme, ze naklady na jednotlivych hranach v zavislosti na velikosti tokt
jsou

nl(xl) =10 X4, I"I2(X2) = X, + 50, n3(X3) = X3+ 50, n4(x4) =10 X4
a celkovy pozadovany tok siti X = 6.
V ptipad€ optimalizace z pohledu uzivatele je rovnovazné feSeni dano situaci, kdy vSechny
cesty mezi za¢atkem a koncem sit¢ maji stejné minimalni naklady a tudiz uzivatelé nemaji
zdjem menit toky na cestach. Rovnovazné feseni je ddno toky na hranach
X*l =3, X*z =3, X*3 =3, X*4 =3
a odpovidajicimi nédklady na cestdch
n(C;) =83, n(C,) = 83.
Po zmén¢ sité pfidanim hrany hs mezi uzly 2 a 3 s naklady ns(xs) = Xs + 10 vznikne dalsi
cesta C3 ={h, hs, hs} a feSeni rovnovazné v ptivodni siti nebude jiz v této situaci rovnovazné.
Rovnovéazné teSeni bude posilat po kazdé ze tii cest velikost toku 2, a tudiz na jednotlivych
hranéach budou toky
X1=4,X2=2,X3=2,X4=4,X5=2
a odpovidajicimi ndklady na cestach
n(Ci) =92, n(Cy) =92, n(Cs) = 92.
Naklady vzrostly pro kazdého uZivatele sit¢ z hodnoty 83 na hodnotu 92. Toto zvySeni je také
zpusobeno skuteénosti, Ze hrany h; a hy jsou sdileny dvéma cestami a rostou na nich toky a
naklady. Braesstiv paradox je vyvolan danou topologii sit¢ a rovnéz chovanim ucastnik,
které je zaméfeno na optimalizaci z hlediska individualniho uZivatele. Pokud je pfidana cesta

mezi zacatkem a koncem sité, kterd nesdili hrany s piivodnim spojenim, potom Braesstv
paradox nevznika.
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3 BRAESSUV PARADOX S EMISEMI

Je mozno uvazovat i vicekriterialni formulaci. Ulohu s naklady je mozno rozsifit o uvazovani
emisi spojenych s toky na hranach. Pfidani hrany s nulovymi emisemi vede ke zvySeni
celkovych emisi beze zmény v poptavce (Nagurney, Dong, 2002).

Uvazujme ptiklad z puvodni sité€ na Obr. 1, se stejnym zadanim. Pfedpokladejme navic, Ze
emise na jednotlivych hranach v zavislosti na velikosti tokt jsou

e1(X1) = 2 X1, €2(X2) = X2, €3(X3) = X3, €4(X4) = 2 Xa.
Pro celkovy pozadovany tok siti X = 6 je ptivodni rovnovazné feseni dano toky na hranach
X1=3,X2=3,X3=3,X4=3

a celkové emise jsou

E=2(3) + 1(3) + 1(3) + 2(3) = 18.
Po zmén¢ sité piidanim hrany hs mezi uzly 2 a 3 s nulovymi emisemi bude rovnovazné feseni
dano toky na hranach

X1=4,X2=2,X3=2,X4=4,X5=2

a celkové emise se zvysi

E=2(4) +1(2) + 1(2) + 2(4) = 20.
Ptidani nové hrany s nulovymi emisemi tedy nejen zvysi naklady pro vSechny tcastniky, ale i

mnozstvi generovanych emisi.

4 DYNAMICKA VERZE BRAESSOVA PARADOXU

Ulohu je mozno zdynamizovat (Nagurney, 2006). Budeme vychazet ze situace, ktera je
popsana na Obr. 1 po zménég, ktera vznikla pfidanim hrany hs. Nyni vSak bude poptavka
Casove zavisla
X(t) =t te(0,T)
a na jednotlivych hranach budou Casové¢ zavislé toky
Xl(t)’ Xz(t), X3(t)’ X4(t)1 X5(t)

s naklady, které jsou funkcemi ¢asovée zavislych tokt

N1(X1(t)) = 10 x4 (t), na(X2(t)) = Xa(t) + 50, n3(x3(t)) = xs(t) + 50,
Na(xa(t)) = 10 xa(t) @ ns(xs(t)) = xs(t) + 10, t (0, T).
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Vzhledem K topologii sit¢ a linearnim nakladovym funkcim je tento dynamicky piipad
rovnovahy snadno feSitelny. Obecné ptipady je mozno feSit vyuzitim evolucnich variacnich
nerovnic.

V siti existuji 3 cesty C; ={hy, hs}, C2={h,, hs} a C3={hy, hs, hs}, pfi velkosti celkového toku
t dostavame 3 rovnovazna feSeni:

1. Pouze cesta s tokem o velikosti t. Na jednotlivych hranach jsou toky
xi(t) =t, Xa(t) =0, x5(t) =0, Xa(t) =t, xs(t) =t

s naklady na této cesté
n(Cs) =211t + 10.

2. Cesty C;a C,stokem o velikosti t/2 na kazdé cesté. Na jednotlivych hranach jsou toky
X1(t) = /2, Xxa(t) = /2, x3(t) = /2, Xa(t) =t/2, xs(t) =0
s rovnovaznymi naklady na kazdé ceste
n(Cy) = n(Cy) = (11/2)t + 50.

3. Cesty C; a C, s tokem o velikosti (11/13) t - (40/13) na kazdé cesté a cesta C3 s tokem
(80/13) - (9/13) t. Na jednotlivych hranach jsou toky

xa(t) = (2/13) t + (40/13), Xo(t) = (11/13) t - (40/13),
xa(t) = (11/13) t - (40/13), xa(t) = (2/13) t + (40/13),
xs(t) = (80/13) - (9/13) t

s rovnovaznymi naklady na kazdé cesté
n(Ci) = n(Cy) = n(Cs) = (31/13)t + (1010/13).
Analyzou dynamicky vyjadienych nakladd je mozno rozdélit interval pro celkovou poptavku t
na tfi intervaly:
80\ . .. , vrog oy
1. Prote <0ﬁ> je vyuzita pouze cesta Cs, ktera vyuziva ptidanou novou hranu hs.

2. Prot e (%%> jsou vyuzity vSechny tii cesty, véetné nové cesty Cgza vznika Braessiv

paradox.
3. Prot e(%,oo) jsou vyuzity pouze staré cesty C; a C, a pridand nova hrana hs neni

vyuzita viibec.

Dynamick4 verze problému ukédzala jesté silngj$i verzi Braessova paradoxu, pro urcité
hodnoty poptavky v Case (dynamického celkového toku) Braessiv paradox vznika a pro
nékteré hodnoty poptavky v case dokonce nebude viibec vyuzita nova cesta.
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5 ZAVER
Braesstiv paradox ukazuje zajimavou situaci, kterd vznikne pfidanim dalSiho spojeni

Vv sitovém systému. Analyzovana zobecnéni vykazuji jesté silnéjsi verze Braessova paradoxu.
Tato zobecnéni budou i tématem pro dalsi vyzkum.
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POUZITI LOGISTICKE REGRESE PRO ODHAD PARAMETRU
POLOZEK PRI ZMENACH STRUKTURY LATENCE

USING LOGISTIC REGRESSION FOR ITEM PARAMETER
ESTIMATION IN THE CASE OF CHANGES IN LATENT TRAIT
STRUCTURE

Lenka Fiitova

Abstrakt

Modely teorie odpovédi na polozku, které se ¢asto pouzivaji v high-stake testovani, obvykle
vyzaduji, aby méfeny latentni rys byl unidimenzionalni. V praxi testy ziidkakdy méfi jeden
jediny latentni rys, ale spiSe mnoZinu nékolika siln¢€ provdzanych latentnich ryst. Pro uspésné
napojeni testd na jednu Skalu by meélo platit, Ze tato mnozina latentnich ryst je napftic¢
propojovanymi testy stabilni. Tak tomu vSak vZdy neni. Tento ¢lanek proto navrhuje metodu
pouzitelnou k propojeni testl v piipad¢ nestability méfenych latentnich ryst.

Kli¢ova sloba: teorie odpovédi na polozku, unidimenzionalita latence, odlisné fungovdni
polozek

Abstract

Item response theory models, which are frequently used in high-stake testing, often require
the latent trait being measured to be unidimensional. In reality, tests seldom measure one
single trait, but rather a set of several highly intercorrelated traits. In order to successfully link
different tests to the same scale, this set of traits should remain stable across the tests being
linked. This is not always the case though. Therefore, this paper suggests a method that can be
used to link tests in the presence of latent trait structure instability.

Keywords: item response theory, unidimensionality of the latent trait, differential item
functioning

1 TEORIE ODPOVEDI NA POLOZKU

Teorie odpovédi na polozku (item response theory, dale IRT) je souborem modelt a postupti,
které¢ se pouzivaji v kontextu testovani (ve vzdélavani, psychologii apod.). V ramci teorie
odpovédi polozku byla vyvinuta celd fada modell, avSak jednim z nejbéznégjSich
dichotomickych modelti je unidimenzionalni dvouparametricky model (Birnbaum, 1968),
ktery modeluje pravdépodobnost, Ze respondent i S urovni latentniho rysu (latence) ©; odpovi
spravné na polozku j jako

F[xi_;l' =1 |Hz” b_;l" a’_;l'j = - (1)

14+e~ % BimbjD
Kde x;; = 1 resp. 0, zodpovi-li respondent i polozku j spravné resp. nespravné, a b;, a; znaci
obtiznost resp. diskriminaci polozky j. Latenci se rozumi uroven méfené dovednosti
respondenta (napfiklad matematickd gramotnost). Vztah mezi UuUrovni latence a
pravdépodobnosti spravné odpovédi zobrazuje tzv. charakteristickd kiivka polozky, ptiklad
znazoriiuje graf 1.
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Graf 1: Charakteristicka kiivka polozky

Obtiznost polozky je v kontextu IRT definovana jako takova troven latence, pii niz ma
respondent pravé 50% pravdépodobnost, Ze polozku zodpovi spravné, tzn. parametr obtiznosti
ur¢uje horizontalni posun charakteristické kiivky.

ObtiZznost polozky a latence respondentli jsou tudiZ na jedné Skale. Diskriminace polozky
urCuje sklon kfivky: ¢im je vyS$i, tim Iépe polozka rozliSuje mezi horSimi a lepSimi
respondenty.

Kromé dichotomickych modelt existuji i modely polytomické, které se nejcastéji vyuzivaji
v psychologickych dotaznicich, kde respondenti odpovidaji na Likertové skale. Existuji
rovnéz mutlidimenziondlni IRT modely, které modeluji vySe uvedenou pravdépodobnost jako
funkci vice nez jedné latence.

V kontextu educational measurement (naptiklad u znalostnich testd ¢i testi studijnich
predpokladil) se vSak typicky vyskytuji poloZzky dichotomické (respondent zde obvykle mize
odpovédeét bud’ spravné, nebo nespravné), a zaroven zde vétSinou existuje pozadavek na
unidimenzionalitu latence, protoze vysledkem testu ma byt jedno jediné skdre, proto je vySe
uvedeny model v této oblasti jednim z nej€astéji pouzivanych.

2 POPIS PROBLEMU

Jednim z predpokladii unidimenziondlnich IRT modelti je pfedpoklad unidimenzionality
latentniho rysu, jinak feCeno ptfedpoklad, ze vSechny polozky testuji pravé jednu a tutéz
latenci. V piipadé dvouparametrického modelu je tento predpoklad obzvlasteé dulezity,
protoze parametry vSech polozek v testu se odhaduji najednou. Ve chvili, kdy polozky
netestuji stejny latentni rys, se model snazi zachytit néjakou spole¢nou, dominantni latenci,
ktera vSechny polozky testu propojuje, a praveé k této latenci se pak budou odhady vSech
parametrl vztahovat. V realité je ovSem pfedpoklad unidimenzionality latentniho rysu splnén
jen malokdy.
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Je-li nasim cilem odhad parametrii polozek a osob pouze z jednoho testovani, a nikoli
vzajemné propojovani nékolika testl, pak mirné poruSeni ptedpokladu unidimenzionality
latence nepiedstavuje zasadni problém. Pokud totiZ test obsahuje néjaky vyrazny latentni rys,
ktery urcitym zpisobem vSechny polozky propojuje, dovede jej model pomérné dobie
podchytit. Toto tvrzeni podporuji zavéry studie (Drasgow, Parsons, 1983), v niz bylo
zkoumano pouziti unidimenzionalniho dvouparametrického modelu v péti typech testd
zaméifenych na rizné silné korelované latentni rysy: od zcela unidimenziondlniho latentniho
rysu, po pét témeét nezavislych latentnich ryst. Podle této studie je dvouparametricky model
pouzitelny, je-li korelace latentnich rystii rovna alespon 0,46, nemusi byt tedy nutné velmi
vysoka.

vvvvvv

parametrl na jednotnou $kalu. Propojovani testti se pouziva zejména u high-stake testi typu
piijimaci zkousSky, kde je potieba zajistit srovnatelnost vysledkli (v rdmci roku, meziro¢né
apod.), a provadi se vétSinou pres spolecné (tzv. kotvici) polozky. Parametry kotvicich
polozek pfitom ovSem musi zlstat neménné napfi¢ testy, pfi¢emz existuje fada postupii, jak
tzv. odlisné chovani polozky (differential item functioning, dale DIF) otestovat. DIF mize mit
fadu pficin, naptiklad odlisnou ¢asovou dotaci na test, odlisné umisténi polozky v testu apod.
Ve chvili, kdy kazdy z testl testuje jinou smés latence, lze rovnéz Casto vysledovat DIF,
nebot’ parametry polozek Vv testu se vzdy budou vztahovat k ptislusné smési latence, na niz je
dany test zaméten, a pokud se tato smés latence napfiC testy lisi, pak Ize ocekavat, ze se
budou lisit i parametry kotvicich poloZzek.

Je tedy zfejmé, ze odhad parametrd vSech polozek testu zaroven, tak jako se to u
dvouparametrického modelu obvykle provadi, mize byt ve chvili, kdy se smés latence naptic
testy méni, problematicky, protoze parametry polozek, které jsou spole¢né vice testim, budou
pfi zménach méfené smesi latence pravdépodobné vykazovat nekonzistentni chovani napfti¢
testy. Chceme-li v tomto ptipad¢é zachovat latenci, k niz se polozky spole¢né témto testim
vztahuji, je potfeba postupovat jinym zplsobem.

3 NAVRH RESENi

Uvazujme situaci, kdy mame test o 40 polozkéach. Prvnich 20 polozek pochézi ze star§iho
testovani a méfi latenci, kterou oznacme I. (tzn. tyto polozky byly obsaZeny v n&kterém
starSim testu, ktery byl cely zaméfen na latenci 1.). Druhych 20 poloZek jsou polozky noveho
typu, které ¢aste¢né méfi pivodni latenci |., ale zaroven je k jejich feSeni potieba i néjaka
dalsi dovednost, latence II. Prikladem mutze byt test z anglictiny: pokud pivodni test méfil
gramatiku a nové poloZky jsou rovnéZ zaméfeny na gramatiku, ale v kontextu del$iho textu,
méii nové poloZzky kromé znalosti gramatiky i1 schopnost porozuméni delSimu textu.

Prvnim moznym, a typicky pouzivanym postupem (dale nazyvan metoda A) je odhadnout
vSechny polozky zaroven. Tim ziskdme odhady parametrii polozek, které se vztahuji ke smési
latenci 1. a II. Parametry prvnich 20 polozek Vv testu, které méti pouze latenci 1., budou mit
pravdépodobné niz8i odhad diskriminace ve srovnani se situaci, kdy by cely test mé&fil pouze
latenci 1., protoze latenci II., ktera je v testu jako celku také métena, neméti. Pokud ndm jde
pouze o odhad parametrui tohoto jednoho testu, jedna se v ptipad¢ relativné silné korelace
latenci 1. a II. o pfijatelny postup. OvSem pii propojovani né€kolika testi muize byt tento
postup problematicky, nebot polozky spoleéné nékolika testim mohou vykazovat
nekonzistentni chovani napfi¢ testy z divodu zmény smési latence, k niz se odhad jejich
parametrd vztahuje.

Druhy mozny postup (dale nazyvan metoda B) je nasledujici: odhadneme parametry pouze
prvnich 20 polozek v testu (pfipadné je rovnou pfevezmeme ze star§iho testovani, to zavisi na

32



metod¢ propojovani testd, tzv. harmonizace). Pot¢ odhadneme latenci osob pouze za pouziti
téchto 20 polozek. Ziskame tak odhad jejich Grovné latence 1., bez ohledu na to, jaka je jejich
uroven latence II. Tento odhad latence I. pak pouzijeme jako vysvétlujici proménnou pro
odhad parametri zbylych 20 polozek z testu, jejichz parametry odhadneme logistickou
regresi. Takto odhadnuté parametry polozek se tedy budou vztahovat k latenci 1., ackoli méfi
jesté dalsi latenci. Ve svém dusledku to znamend, ze odhad parametrd vSech polozek v testu
bude vztazen k latenci I., tedy Kk latenci, kterd byla pfedmétem pivodniho testu, z néhoz
prvnich 20 polozek pochézi.

3.1 Podrobny popis postupu pri pouZziti metody A

V ptipadé metody A, kdy odhadujeme parametry vSech 40 polozek zaroven, je feSeni
pfimoc¢aré. Odhad parametri polozek a osob se zde provadi metodou maximalni
vérohodnosti. Ve chvili, kdy nejsou zndmy parametry polozek ani osob, probihd odhad
simultdnné, a to tak, ze se ur¢i prvotni odhad parametri polozek (naptiklad se muze vyjit
z prostého podilu osob, ktery polzoku zodpovédél spravné), metodou maximalni vérohodnosti
se odhadne latence osob pfi takto zafixovanych parametrech polozek, na zaklad¢é takto
odhadnuté latence se metodou maximalni vérohodnosti odhadnou parametry polozek, a tak
dale, dokud neni dosazeno konvergence, pfi¢emz funkce v R vraci pfi tomto postupu pouze
odhady parametrti polozek (odhad latence osob se zde provadi zvlast' jako nasledny krok).

Jednim ze zédkladnich problému IRT je neurcenost metriky: obvykle se postupuje tak, Ze se
zafixuje stfedni hodnota latence osob na 0 a rozptyl na 1 (s timto pfedpokladem pracuji i
bali¢ky pro R).

Oznacme E} resp. d; takto ziskany odhad parametru obtiznosti resp. diskriminace j-té polozky.

P

H

Dale definujme P;; = F‘[:xz-}- =1 |EE-,E:,-, d;). Poté, co jsme odhadli parametry polozek,
muzeme odhadnout latenci osob nalezenim argumentu maxima nésledujici vérohodnosti
funkce (vétsinou se pouziva jeji logaritmus):

6; = argmax £xi -xiao |60 = TT24(F;)™ (1~ 7)) ™. )

3.2 Podrobny popis postupu pri pouziti metody B

V ptipadé metody B postupujeme v n€kolika krocich. V prvnim kroku odhadneme metodou
maximalni vérohodnosti parametry prvnich 20 polozek v testu, tedy postupujeme stejné jako
u metody A s tim rozdilem, ze pouzijeme pouze prvnich 20 polozek. Nasledné odhadneme pro
kazdého z respondentii iroven jeho latentniho rysu jako

éi = ar‘génax,ﬂ{xﬂ e Xizg|6y) = nfgi{ﬁJ }IL‘ '[1 _ﬁ-.'_i'}l_x!'ls (3)

tedy opé€t postupujeme stejné jako u metody A. Zde je na misté poznamenat, ze pro odhad
latence osob existuje nékolik pouzivanych modifikaci vyse uvedené vérohodnostni funkce.
Jednou z nevyhod , klasické metody maximalni vérohodnosti je totiz naptiklad skutecnost, ze
pomoci ni nelze odhadnout latenci pro respondenty, ktefi na vSechny polozky odpovédéli
spravn¢, resp. na vSechny nespravné. Modifikacemi metody maximalni vérohodnosti, jsou
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napiiklad bayesovské metody odhadu (expected a posteriori, maximum a posteriori), a dale
pak tzv. Warm’s weighted likelihood estimate (dale WLE), u néhoz Warm (1989) ukazal, ze
oproti klasické metodé¢ maximalni vérohodnosti snizuje vychyleni. V nasledné simulaci
budeme pti odhadu latence osob vzdy pracovat prave s WLE.

Po odhadu latence respondentd na zaklad¢ prvnich 20 polozek v testu odhadneme parametry
(obtiznost a diskriminaci) zbylych 20 polozek V testu jedna polozka po druhé logistickou
regresi, kde vysvétlujici proménnou bude odhad latence respondentli z prvniho kroku
postupu.

OznaCme nyni P;; = P (x, ;=1 |8, b;,a;). Pii znalosti skute¢né latence respondentt bychom
odhadovali regresi ve tvaru:

m(_*“’u_) = —ab; +a,0, j=21..40. 4)

1-F;; J

To znamena, Ze hledanym odhadem diskriminace by byl pfimo odhad sklonu této logistické
kiivky a hledany odhad obtiZnosti by pak bylo mozn¢ dopocitat z odhadu trovitové konstanty.

Protoze skute¢nou hodnotu latence nezndme, pouzivame misto 8; pouze jeji odhad 8., coz
ovSem znamend, Ze soudsti vysvétlujici proménné je i ndhodnéd chyba, ktera vznikne pii
odhadu latence, a odhad parametrii obtiznosti a diskriminace tak bude vychyleny. Proto je
potieba provést korekei, a to tak, Ze po odhadu regrese (4) vydélime odhad diskriminace
hodnotou

22 [er(8)-5] 5)
vﬂrlié-l} '

kde n je pocet respondentl, naCez s vyuzitim takto korigovaného odhadu diskriminace
dopocitame odhad obtiznosti. Uvedend hodnota vychazi z toho, ze chybu ve vysvétlujicich
proménnych je mozné oSetfit vydélenim odhadnutych parametra reliabilitou. V tzv. klasické
teorii testt se reliabilita vyjadiuje jako podil rozptylu skute¢ného skore (varT) a rozptylu
napozorovaného skore (varX), kde rozptyl napozorovaného skore je souctem rozptylu
skutecného skore a rozptylu ndhodné chyby (varX = varT + varE). Tak lze ziskat hodnotu

reliability (2) pro celou skupinu respondentd, tzn.

— varT — vari — L‘E?"E. (6)

vari varX

Potiebné hodnoty vétSinou nezndme, a proto reliabilitu pouze odhadujeme, naptiklad pomoci
Cronbachova alfa, nebo metody split-half. V kontextu IRT lze odhadnout reliabilitu pro
kazdého respondenta zvlast. Rozptyl napozorovaného skore (varX) mizeme odhadnout jako
rozptyl odhadu latence. Rozptyl ndhodné chyby (varE) mtzeme odhadnout jako druhou
mocninu odhadu smérodatné chyby odhadu latence. Ta se pro jednotlivé respondenty lisi,
protoze latenci osob, pro né€z je test obtiznostné pfiméteny, 1ze odhadnout presnéji nez latenci
velmi nadprimérnych ¢i velmi podprimérnych respondentii. Je tedy zfejmé, Ze dostaneme
pro kazdého respondenta jinou hodnotu reliability. Pro korekci Ize pak pouzit jeji primérnou
hodnotu.
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Nutnost korekce ilustrujeme na simulaci. Budou zde pouzity funkce obsazeny v baliccich Itm
(Rizopoulos, 2006) a irtoys (Partchev, 2008). Vygenerujeme 40 polozek s obtiznosti
z rovnomérného rozd€leni U(—2; 2) a diskriminaci z normalniho rozdé¢leni N(1,25; 0,25).
Parametry volime tak, aby odpovidaly realité high-stake testi. Poté vygenerujeme latenci pro
10 000 respondentii z normalniho rozd€leni N(O; 1) a matici odpovédi na uvedené polozky.
Vsechny polozky tedy méii jednu a tutéz latenci. Latenci respondentii odhadneme pouze na
zakladé prvnich 20 polozek v testu. Parametry zbylych 20 polozek v testu odhadneme
logistickou regresi tfemi rtiznymi zplisoby: zaprvé se skute¢nou latenci jakozto vysvétlujici
proménnou, zadruhé s odhadem latence jakozto vysvétlujici proménnou (bez dalsi korekce) a
zatfeti s odhadem latence jakoZzto vysvétlujici proménnou s naslednou korekei popsanou vyse
(dale nazvano odhad 1., odhad II., odhad III.). Provedeme 50 replikaci a v kazdé z nich
spocitame pro 20 polozek, jejichz parametry odhadujeme logistickou regresi, RMSE pro
obtiznost a diskriminaci. Vysledek jedné z replikaci zndzoriiuje graf nize, primérnou hodnotu
RMSE a jeji smérodatnou chybu pak tabulka nize. Z grafu i tabulky je patrné, Ze nejlepsich
vysledki dosdhneme, jak bychom nejspi§ ocekavali, pii pouziti skutecnych hodnot latence.
Pti pouziti odhadi latence bez dalsi korekce jsou parametry diskriminace i obtiznosti
systematicky vychylené. Korekce vSak vychyleni vyznamné snizuje. Dale budeme proto pii
pouzivani logistické regrese pracovat s vyse popsanou korekeci.
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Graf 2: Vysledky jedné z replikaci pii pouziti logistické regrese s korekci a bez korekce
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odhad I. odhad 1. odhad I11.

L 0,03 0,25 0,06
RMSE obtiznosti (0,01) (0,04) (0,02)
L 0,03 0,28 0,05

RMSE diskriminace (0,01) (0,03) (0,01)

Tabulka 1: Srovnani RMSE pfi pouziti logistické regrese s korekci a bez korekce

4 POPIS SIMULACE

Nyni provedeme simulaci, v niz porovname vysledky metody A a vysledky metody B (s
korekci). Vygenerujeme 40 polozek s obtiznosti z rovnomérného rozd€leni U(-2; 2) a
diskriminaci z normalniho rozdéleni N(1,25; 0,25). Budeme uvazovat dv¢ situace: v prvni
situaci méti vSech 40 polozek v testu jednu a tutéz latenci (latence 1.), ktera pochazi z N(0; 1).
Ve druhém piipadé méfi prvnich 20 polozek pouze latenci 1. z rozdéleni N(0; 1), zatimco
druhych 20 polozek méti castecné latenci L., ale ¢astecné 1 jinou, souvisejici latenci II., ktera

pochazi znormalniho rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a rozptylem (M) , kde
korelace latenci 1. a II. je 0,25. Vysledna latence, kterou téchto 20 polozek méfi, je vazenym
souctem obou latenci s vahami 0,5. V praxi to znamena, Ze tato latence méfi stejnou vahou
puvodni latenci, ale zaroven i latenci jinou, nybrz souvisejici, coz odpovida realité testovani,
viz piiklad stestem zanglického jazyka vySe: lze ocekavat, ze znalost gramatiky a
porozuméni textu spolu budou korelovat a test mize obsahovat polozky, které méti oboji.
Rozptyl latence I1. byl zvolen tak, aby (vzhledem ke zvolené korelaci a vaham) vysledna
latence méla rozptyl 1, tzn. pochazela z N(O; 1), a to proto, Ze R stimto pfedpokladem
pracuje, a neni-li splnén, musi se obchézet transformacemi.

Vygenerujeme takto popsané latence pro 10 000 respondent, nacez vygenerujeme dvé matice
odpovédi, jednu pro prvni situaci, druhou pro druhou situaci. V obou pitipadech pouZzijeme pro
odhad latence polozek dvé vySe zminované metody, A a B. Pfi pouziti metody A tedy
odhadneme parametry vSech 40 polozek zaroven a poté odhadneme latenci respondentl
metodou WLE. Pfi pouziti metody B odhadneme nejprve parametry pouze prvnich 20
polozek, z nich odhadneme latenci respondenti metodou WLE, a tu poté pouZzijeme jako
vysvétlujici proménnou pro odhad parametrit zbylych 20 polozek logistickou regresi, nacez
teprve odhadneme metodou WLE vyslednou latenci respondentti na zakladé vSech 40 polozek.
Provedeme 50 replikaci.

5 VYSLEDKY

V tabulce 2 jsou prezentovany nasledujici vysledky: korelace latence respondentti odhadnuté
na zaklad¢ celého testu s jejich skute¢nou hodnotou latence I. (dale ,.korelace”), RMSE
obtiznosti a diskriminace prvnich dvaceti polozek v testu (dale ,,RMSE obtiznost” a ,,RMSE
diskriminace”), sttedni absolutni odchylka a stfedni odchylka skutecnych parametrti zbylych
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20 polozek vtestu a jejich odhadi (dale ,,abs. odchylka obtiznost”, ,.abs. odchylka
diskriminace”, ,,0dchylka obtiznost”, ,,0dchylka diskriminace”). Zamérmn¢ zde neni pouZzito
slovo ,,chyba“, nybrz ,,odchylka®, protoze ve druhé situaci se skutecné parametry téchto
polozek vztahuji ke smési latenci L. a II., zatimco jejich odhady jsou navazany na latenci 1., a
proto nejsou vzajemné piimo srovnatelné. Stredni odchylka nikoli v absolutni hodnoté je
uvedena proto, ze zejména u parametru diskriminace lze ocekdvat systematické vychyleni
jednim smérem.

Situace 1 Situace 2

Metoda A Metoda B Metoda A Metoda B
korelace 0,95 0,95 0,86 0,89
RMSE obtiznost 0,03 0,04 0,11 0,03
RMSE diskriminace 0,04 0,04 0,17 0,04
abs. odchylka obtiznost 0,03 0,05 0,09 0,37
odchylka obtiznost 0,00 0,00 0,00 0,01
abs. odchylka diskriminace 0,03 0,04 0,16 0,49
odchylka diskriminace 0,00 0,01 0,16 0,49

Tabulka 2 Vysledky simulace

Vidime, ze v prvni situaci jsou vysledky metody A a B srovnatelné, ackoli v nékterych
ohledech jsou vysledky metody B nepatrné hor$i, coz je pravdépodobné déno faktem, ze
metoda sestava z vice krokt, takze zde existuje i vice zdroju chyby.

Ve druhé¢ situaci pozorujeme u metody A pokles korelace odhadnuté latence se skute¢nymi
hodnotami latence 1., coz je logické, nebot’ test méfi navic i1 jinou, byt souvisejici latenci.
Vidime, Ze RMSE prvnich 20 poloZek se zde vyznamné zvysila oproti situaci 1, coZ je
40 polozek byly odhadnuty zaroven, a proto se do parametrii prvnich 20 poloZek promitl 1
fakt, Ze test jako celek zaroven méfi latenci II., byt tyto poloZzky samotné ji neméfi. Jinak
feCeno, parametry vSech polozek v testu se nyni vztahuji ke smési latenci I. a II., 1 pfesto, Ze
¢ast polozek latenci II. viibec neméii. Jak jiz bylo feceno vySe, toto milize ptredstavovat
problém ve chvili, kde je cilem propojit nékolik testl a je potieba zachovat stabilitu parametra
(resp. métené latence). Co se ty¢e druhych 20 polozek, zde pozorujeme rovnéZ narlst
odchylky oproti situaci 1. To je dano tim, Ze test jako celek méfi latenci I. ve vétsi mife, nez
Vv jaké ji mé&fi téchto 20 polozek, coz se opét promitd do odhadu parametrt. Vidime, Ze odhad
diskriminace je systematicky vychylen jednim smérem, a to pravdépodobné smérem k nule
(odhad diskriminace bude niz$i nez jeji skutecna hodnota).

U metody B pozorujeme ve druhé situaci mirny narust korelace odhadnuté latence se
skutecnymi hodnotami latence I. oproti metodé A, coZ je dano tim, Ze nyni jsou parametry
vSech polozek testu navazany na latenci I.. Vidime dale, Zze u prvnich 20 polozek testu je
RMSE srovnatelna se situaci 1, nebot’ tentokrat neni odhad jejich parametri zanesen latenci
II., kterou tyto polozky neméti. U poslednich 20 polozek v testu se naopak odchylka zvétsila,
a to proto, Ze tentokrat jsou odhady jejich parametr striktné navazany na latenci 1., bez
ohledu na to, ze tyto polozky méfi zaroven i latenci II.
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Vysledky lze tedy shrnout nasledovné: jestlize vSechny polozky méfi tutéz latenci (situace 1),
davaji metody A a B velmi podobné vysledky, takze lze pouzit kteroukoli z nich. OvSem

wevr

vhodnéjsi metoda A, tedy odhad parametrti vSech polozek v testu najednou.

Jestlize polozky neméii tutéz latenci (situace 2), je dilezité, zda se nam jedna pouze o odhad
parametrti polozek a osob v daném testu, nebo zda mame zajem testy propojovat (navazat na
jednotnou skalu), coz je kontextu high-stake testovani obvyklejsi. V prvnim ptipad¢ 1ze pouzit
metodu A, stim, ze parametry vSech polozek v testu budou odhadnuty zaroven, a proto se
budou vsechny vztahovat ke smési latenci, kterou méfi dany test jako celek bez ohledu na to,
co méti jednotlivé polozky, a i odhad latence osob bude odhadem pravé této smési latenci. Ve
druhém piipad€ je ovSem pouziti metody A problematické, protoze pii propojovani testa je
nutné, aby se polozky vyskytujici se ve vicero testech vztahovaly vzdy ke stejné smési
latence. Zde je proto vhodnéjsi pouzit metodu B, tedy navazat parametry polozek, které meti
novou, ve starSich testech neobsazenou latenci, pravé na tuto latenci za ucelem dosazeni
stability méfené latence napfic testy.
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NELINEARITA V DATECH: JE GAM MODEL VZDY KRALEM?
DATA NONLINEARITY: IS ALWAYS GAM KING?

Lukds Fryd *

Abstrakt

Problematika nelinearity v datech se Casto feSi pomoci slozitych modeld, které Casto maji
neparametricky charakter. V této praci je porovnana predikéni schopnost klasického
linearniho modelu s GAM modelem na mikroekonomickych datech. Test dokazuje, ze
Vv ptipadé existence mirné nelinearity, nelze odlisit predik¢éni schopnosti obou modelt.

Kli¢ova slova: splines, GAM, Diebold-Mariano test

Abstract

Nowadays the data nonlinearity is very popular theme which is solved with complex models.
We focus on the prediction ability of GAM and classical linear regression model in
microeconomics data. We found that GAM model does not outperform classical linear
regression model in case of low nonlinearity.

Keywords: splines, GAM, Diebold-Mariano test

1 UVOD

V ekonomie jsou jak diky snadnéj$i interpretaci, tak 1 nizs$i vypocetni slozitosti, preferovany
linedrni modely. V redlnim svété jsou vSak vztahy komplexnéj$i a velmi Casto maji nelinearni
charakter. Ur¢itym kompromisem mize byt Generalized Additive Model (GAM), ktery byl
vyvinut autory Hastie a Tibshirani (1986). Tento typ modelu se stal oblibenym zejména
Vv pfirodnich v&dach pro schopnost postihnout slozité nelinedrni vztahy mezi proménnymi
napt. Bigelow (1999), He a Laurs (1998). Je proto otazkou, zdali je model GAM vhodnou
alternativou i v pfipadech, kdy vztahy mezi proménnymi je popsan “hezkou” funkci. Z tohoto
diavodu je tato prace zaméfena na porovnani GAM modelu s klasickym linearnim modelem
na mikroekonomickych datech slouZicich pro vyuku ekonometrie.

2 METODOLOGIE

2.1 Generalized Additive Models

Jednd se orozsifeny linedrni regresni model, kde jsou jednotlivé regresory nahrazeny
vhodnou nelinearni funkei f(x):

Vi = Bo+ filxi) + (i) + -+ fo(xip) + € 1)

MozZnymi kandidaty na funkce f;(x;;) mohou byt napiiklad modely Lokalni regrese, spline
funkce, skokova funkce, ale je i moznost pouzit pro popis regresoru napiiklad waveletovou

! Clanek vznikl s podporou projektu IGA F4/73/2016 Interni grantové agentury Vysoké $koly ekonomické v
Praze.
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funkci. Pravé flexibilita GAM modelu je jeho hlavni pfednosti. V této praci bude jako
vyrovnavaci funkce pouzita metoda vyhlazujicich spline funkci (smoothing Splines).

Princip metody smoothing splines je nejlépe vidét na nasledujicim optimaliza¢nim algoritmu:

n 2)
Z()’i - g(xi))z + Afg"(t)dt

Kde A piedstavuje tzv. tunning parametr a slouzi k ureni jak moc chceme mit vyhlazenou
spline funkci. Prvni ¢ast z rovnice 2 je pak klasicka ztratova funkce a druha ¢ast predstavuje
penalizaci. Vybér parametru A souvisi se stupni volnosti, kdy v této praci bude pouzita
metoda ,,leave-one-out cross validation error* (LOOCYV).

2.2 Vyhodnoceni predikénich schopnosti modelu

Pro vyhodnoceni predikénich schopnosti obou model bude vyuzita metoda podle Diebold a
Mariano (1995).

d 3)

7@

Kde d predstavuje aritmeticky primér z d, = (yf+h — y‘;‘+h)2 — (yﬁrh — yﬁrh)z, Yern J€
hodnota z out-of-sample vzorku a y,,,, je vyrovnana hodnota vypoctena z modelu
odhadnutém na in-the-sample vzorku. Indexy A a B pak znaci rozdilné metody odhadu. Déle
ﬁ&\) je robustni odhad pomoci metody Newey — West. DM statistika se v distribuci blizi

k normovanému normalnimu rozdéleni a Hy: E(d,) = 0 proti H{: E(d,) < 0 a

HY:E(d,) > 0.

DM =

3 DATA

V praci je pouzit datovy soubor z knihy Introductory Econometrics: A Modern Approach od
Woolridge. Jedna se o soubor BWGHT. Datovy soubor obsahuje 14 proménnych, kdy je
cilem urcit statisticky vyznamné faktory ovliviiyjici vahu novorozence v uncich. Populaéni
regresni funkce je v knize sestavena nasledovné:

bwght = By + Bicigs + B, log(faminc) + Bsparity + Bymale + Bswhite 4)
+ Bemothereduc + [, fathereduc + €

Bwght — vaha novorozence v uncich

Cigs — pocet cigaret vykoutfenych za den v obodbi t€hotenstvi
Faminc — ptijem rodiny v roce 1988 v 1000USD

Parity — pofadi narozeného ditéte v rodiné

Male — pokud je narozené dité¢ chlapec male=1

White - pokud je narozené dité bilé pleti white=1

Mothereduc — pocet let vzdélani matky

Fathereduc — pocet let vzdélani otce
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O nihodné sloZce je zaveden piedpoklad, ze €~i.i.d(0,a?).

4 EMPIRICKA CAST

4.1 In-the-sample

V empirické ¢asti nejprve rozdélime datovy soubor na in-the-sample a out-of-sample. Na
vzorku in-the-sample, ktery bude tvoten 75% dat, odhadneme rovnici 4, dale pak odhadneme
nasledujici rovnici pomoci GAM.
bwght = B, + f(cigs) + f(faminc) + f(parity) + male + white 5)
+ f(mothereduc) + f(fathereduc) + €

Kde f(x) pfedstavuje smoothing spline funkci s vhodné zvolenymi stupni volnosti, na
zaklad¢ kapitoly 2.1.

Vysledky odhadu pro rovnici 4 jsou v tabulce 1.

Proménna | Koeficient | Smér.Chyba t-test P-value
Intercept 104.09 4.88 21.31 0.00
Cigs -0.54 0.12 -4.30 0.00
Lfaminc 1.45 1.08 1.33 0.18
Parity 1.91 0.81 2.36 0.02
Male 3.12 1.34 2.34 0.02
White 5.56 1.84 3.01 0.00
Mothereduc -0.35 0.37 -0.94 0.34
fathereduc 0.47 0.34 1.39 0.16

Tabulka 1. Odhad rovnice 4.

Whittiv test ani BP test nesvéd¢i pro zamitnuti nulové hypotézy o homoskedasticité. Pti
otestovani sdruzené vyznamnosti pro parametry f,, e, f7 nemliZeme zamitnout nulovou
hypotézu a proto pouZijeme omezeny model pro hodnoceni jeho predikénich schopnosti
Vv Casti 4.2.

V ptipadu odhadu rovnice 5 pomoci metody GAM vychazi, ze vzdélani rodi¢i nema
signifikantni vliv na véahu ditéte. Z tohoto diivodu byl model zredukovan do nasledujici
podoby:

bwght = By + s(cigs, 4.6) + s(faminc, 2.9) + s(parity, 4.6)+ 6)
+male + white + €

Kde s() predstavuje funkci smoothing splines a ¢islo v zavorce odhadnuty pocet stupiti
volnosti pomoci LOOCV. V ramci tohoto odhadu se jevi, ze vSechny proménné maji
statisticky vyznamny vliv na vahu novorozence pro ¢ = 0.01, pro proménnou cigs, lIfaminc a
white. Dale miZeme zamitnout nulovou hypotézu o nevyznamnosti parametrii spojenych
s parity a male pro @ = 0.1. V tomto piipadé se jedna o testy linearnich vztahi, v ptipadé
nelinedrnich vztahti, nemtizeme fici ani o jedné z proménnych aproximovanych pomoci
smooth splines, Ze by byla statisticky vyznamna. Pii pohledu na obrazek 1, charakterizujici
zavislost vahy ditéte na vyvoji regresoru miizeme vidét, Ze proménna cigs a Ifaminc vykazuji

41



nelinearnich charakter. Naopak u proménné parity se jedna spiSe o linearni vztah. Z tohoto
divodu bude pro hodnoceni predikénich schopnosti GAM modelu pouzita nésledujici verze
modelu:

bwght = B, + s(cigs, 4.6) + s(faminc, 2.9) + parity + male + white + € 7)

4 ) 1 o
o — o 2 o

= o - o o ] w5 o~ -
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=D g o - 24 L
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Obrazek 1. Vztahy mezi zavisle proménnou a jednotlivymi regresory po odhadu rovnice 6.

4.2 Out-of-sample

Pro porovnani predik¢ni schopnosti byly vyuzity odhady ziskané z predeslé asti, které byly
aplikovany na out-of-sample data. Pro porovnani obou piedpovédi byl pouzit Diebold-
Mariano test, jehoz hodnota vysla -0,095 coz odpovida p-value 0.32. Na zaklad¢ této hodnoty
nelze zamitnout nulovou hypotézu o shodnosti obou pfedpovédi.

5 ZAVER

V praci byla porovnana predikéni schopnost klasického linearniho modelu s modelem GAM,
kde jako bazické funkce byly pouzity smoothing splines. Po nauc¢eni obou modelt na in-the-
sample vzorku a vybrani statisticky vyznamnych proménnych, byly oba odhady aplikovany
na out-of-sample vzorek. Rozdil v predikci byl pak vyhodnocen na zakladé Diebold —
Mariano testu. Z analyzy vyslo, ze GAM model, ktery obsahoval dvé proménné, jejichz vyvoj
byl aproximovan pomoci smoothing spline funkce, neposkytuje statisticky lepsi predikci, nez
klasicky linearni model. PtestoZze na obrazku 1 byl vidét nelinedrni charakter mezi vahou

42



narozeného ditéte a mnozstvim vykoufenych cigaret, respektive piijmem rodiny, nebyla tato
nelinearita natolik vyznamnda, aby klasicky linearni model nebyl schopny poskytnout
statisticky stejné vysledky jako GAM model.
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SOFTVEROVE NASTROJE NA PRIESTOROVU ANALYZU DAT

SOFTWARE TOOLS FOR SPATIAL DATA ANALYSIS

Andrea Furkova, Michaela Chocholata

Abstrakt

Empirické prace zamerané na priestorovu Statistiku a ekonometriu znacne zavisia od
dostupnosti Specializovaného softvéru. Dlhé obdobie priestorova analyza dat trpela
nedostatkom vhodnych softvérovych nastrojov. V sucasnej dobe si vedci mozu vyberat z
pomerne Sirokej skaly programov, tzv. toolbox nastrojov alebo tzv. open source programov.
Prispevok prinasa strucny prehl'ad softvéru, ktory je v sucasnosti k dispozicii na priestorova
analyzu udajov. Vacsia pozornost’ v ¢lanku bude venovana softvéru GeoDa, ktory je jednym z
najpopularnejSich softvérovych moznosti pre priestorova analyzu udajov.

KUrucové slova: priestorova analyza dat, GeoDa, R program

Abstract

Empirical evidence related to the spatial statistical and econometric topics highly depends on
availability of specialized software. For many years spatial data analysis suffered from the
lack of proper software tools. Nowadays scientists can chose from relatively wide range of
programs, toolboxes or open source efforts. This paper provides a brief software overview
currently available for implementing a spatial data analysis. More attention will be paid to
software GeoDa which is one of the most popular software for spatial data analysis.

Keywords: spatial data analysis, GeoDa, R program

1 INTRODUCTION

The implementation of spatial statistical and econometric methods in empirical work in
regional science and urban economics for many years has suffered from the lack of
specialized software. The lack of such tools was criticized in the late 1980s by Haining (1989)
and cited as a major barrier to the adoption and use of spatial statistics and spatial
econometrics by researchers. Researchers from many environmental sciences such as
geography, geology, climatology, oceanography and also from scientific fields such economy
or statistics highlighted geographic information as an inevitable part of their scientific
research. Why do they need to know this information? Because everything that happens,
happens in our street, in our town or city, region, state, country and continent. Geography is
vitally important in our everyday lives and understanding the geography around us and its
importance is essential to our everyday lives. Also the first Law of Geography, according
to Tobler, states that "everything is related to everything else, but near things are more related
than distant things" (see Tobler, 1970, p. 234). Initially attention related to the development of
specialized software for spatial data analysis tented to focus on conceptual issues, such as how
to integrate spatial statistical methods and a GIS (Geographic Information Systems or
Science) environment and which techniques would be most advisable in such a framework. In
recent years, the situation has changed dramatically and a number of options for applying
spatial data analysis are currently on offer to the interested research. Possibilities start from
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programs, scripts and extensions for statistical and GIS packages, to open source effort using
software environments such as R, Java or Python. The purpose of this paper is twofold. First,
it focuses on a brief software overview currently available for implementing a spatial data
analysis and next in more details we will deal with GeoDa (Geographic Data Analysis)
package which is one of the most popular software for spatial data analysis. Our aim is to
describpe  main  functions, utilities and techniques supported by GeoDa
(https://geodacenter.asu.edu/software/downloads).

The paper is organized as follows. The second part provides a brief overview of software
possibilities for spatial data analysis, the third part presents GeoDa software package and
finally main conclusions are the part of the last section of this paper.

2 SOFTWARE OVERVIEW FOR SPATIAL DATA ANALYSIS

Historically, the first opportunity available for researchers engaged in spatial data analysis is
represented by the SpaceStat package (Anselin, 1992a; 1992b) available as freestanding
program. The first version dates back to 1991 and it has been upgraded several times. Main
features offered by SpaceStat regard the possibility of inputting and manipulating spatial
weights matrices (for more details see e.g. Smith, 2014), some features relating to
Explanatory Spatial Data Analysis — ESDA (for more details see e.g. Bivand, 2010b). The
program allows the Maximum Likelihood (ML) estimation of the parameters in the spatial lag
and the spatial error models as well as the testing of the various misspecification hypotheses,
including normality (the Jarque-Bera test), heteroscedasticity (the Breusch-Pagan test) and
spatial dependence (the Lagrange Multiplier and Likelihood Ratio test). The main drawback
of the SpaceStat is an unpleasant and old-fashioned interface based on the “Gauss” language.

A dramatic evolution with respect to SpaceStat represents GeoDa which was developed by
Luc Anselin and his co-workers (Anselin, 2003, 2004; Anselin et al., 2006). As a main
advantage over SpaceStat is considered to be a user-friendly graphical interface based on a
windows environment. GeoDa will be presented in more details in next chapter therefore now
we go on with a brief description of the R for spatial data analysis. In general, R is a free,
open-source, object oriented language and environment for statistical computing and graphics.
Free and open-source means that anyone is free to use, redistribute and change the software in
any way. Using R is worthwhile especially it is free and user does not only get to use the
functions that are built in the software but user can create his own. In R, the fundamental unit
of shareable code is the package which bundles together code, data, documentation, and tests.
These packages can be easily shared with others. On April 2016, there were over 8 200
packages available on the Comprehensive R Archive Network - CRAN (see
http://www.econ.uiuc.edu/~lab/workshop/Spatial_in_R.html). Installation of R versions and R
packages are available at http://cran.r-project.org. R includes many functions that can be used
for reading, visualising, and analysing spatial data. The packages concerning spatial topics
can be roughly structured into the few main topics listed in the Tablel. In general spatial data
comes in many ‘“shapes” and “sizes” and the most common types of spatial data are points,
lines, polygons or grid. Spatial data usually comes in so called shapefile (.shp file) which
stores non topological geometry and attribute information for the spatial features in a data set.
This information is a starting point for spatial data analysis in any specialized software for
spatial data analysis (for more details see e.g. Bivand, 2010a). Manipulating with spatial data
in R is conditioned by installation of the proper packages. Other R packages cover many
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functions to create spatial weight matrix object from polygon contiguities, from point patterns
by distance and tessellations, for summarising these objects and for permitting their use in
spatial data analysis. Many tools of ESDA are accessible and many different hypotheses can
be tested through the R packages. As we have already pointed out, advanced user can
incorporate his own functions or create a whole package. It is also necessary to mention that
packages listed in Table 1 are only a small fraction of all available packages specialized in
spatial topics (see http://cran.r-project.org and https://CRAN.R-project.org/view=Spatial).

Topic Packages

Classes for spatial data sp, spdep, rgdal, rgeos, raster, shp2graph

Handling spatial data raster, gdistance, GeoXp, geosphere, trip

Reading and writing spatial data | rgdal, gdal, maps, maptools, shapefiles, OpenSteetMaps
Visualisation RColorBrewer, mapview, tmap, quickmapr, leaflet
Point pattern analysis spatial, spatsta, spatgraphs, ecspa

Geostatistics gstat, geoR, GeoRglm, gstat

Spatial regression nlme, spdep, shet, McSpatial, spIm

Table 1: Main R packages for spatial data analysis
Source: own elaboration

Besides the R language and environment, nowadays a number of initiatives set up by
individual researchers or groups have made specific routines for spatial data analysis
available. Perhaps, the best known are toolboxes for spatial econometric analysis in software
such as Matlab or Stata (for more details see Arbia, 2006).

3 A SPATIAL DATA ANALYSIS IN GEODA

GeoDa is a relatively recent free program designed to implement techniques for exploratory
data analysis on spatial data in the form of points or polygons in a geographical space. It
represents a dramatic evolution with respect to SpaceStat because of user-friendly graphical
interface. Also in comparison with R environment from this point of view, GeoDa surpluses
because GeoDa is completely driven by a point and click interface and does not require any
programming. On the other hand, in terms of the range of spatial statistical techniques
included, GeoDa is most alike to the collection of functions developed in the R environment.
The contents of sp and spded packages are very similar to tools incorporated in GeoDa.
GeoDa is not customizable or extensible by the user, which is one of the strengths of the R. In
that sense, GeoDa and R are seen as highly complementary, ideally with more sophisticated
users ‘graduating’ to R after being introduced to the techniques in GeoDa.
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Category Function

Spatial data Data input from shape file (point, polygon)
Data input from text (to point or polygon shape)
Data output to text (data or shape file)

Create grid polygon shape file from text input
Centroid computation

Thiessen polygons

Data transformation Variable transformation (log, exp, etc.)
Queries, dummy variables (regime variables)
Variable algebra (addition, multiplication, etc.)
Spatial lag variable construction

Rate calculation and rate smoothing

Data table join

Mapping Generic quantile choropleth map
Standard deviational map
Percentile map

Outlier map (box map)

Circular cartogram

Map movie

Conditional maps

Smoothed rate map

Excess rate map

Exploratory Data Analysis | Histogram

Box plot

Scatter plot

Parallel coordinate plot

Three-dimensional scatter plot

Conditional plot (histogram, box plot, scatter plot)

Spatial autocorrelation Spatial weights creation (Rook, Queen, distance, k-nearest)
Higher order spatial weights

Spatial weights characteristics (connectedness histogram)
Moran scatterplot with inference

Bivariate Moran scatterplot with inference

Moran scatterplot for rates (EB standardization)

Local Moran significance map

Local Moran cluster map

Bivariate local Moran

Local Moran for rates

Spatial regression OLS with diagnostics (e.g., LM test, Moran's )
Maximum likelihood spatial lag model
Maximum likelihood spatial error model
Predicted value map

Residual map

Table 2: GeoDa functionality overview
Source: own elaboration based on Anselin et al. (2010)

GeoDa design is interactive that combines maps with statistical graphs, using the technology

of dynamically linked windows. GeoDa offers only the analysis of discrete geospatial data,
i.e. objects characterized by their location in space either as points (point coordinates) or
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polygons (polygon boundary coordinates). A shape file discussed before is a standard for
storing spatial information. GeoDa contains functionality to read and write such files, as well
as to convert ASCII text input files for point coordinates or boundary file coordinates to the
shape file format. The software implementation of GeoDa consists of two components: the
user interface and graphics windows (based on Microsoft Foundation Classes - MFC) on the
one hand and the computational engine (including statistical operations, randomization,
spatial regression is pure C++ code and largely cross platform based on) on the other hand.
GeoDa is mainly oriented at graphical tools, simple descriptive spatial analysis such as spatial
autocorrelation statistics, and the analysis of spatial outliers and a wide range of functions
relating to ESDA. The spatial econometric regression routines in GeoDa are limited in
estimation of the classical linear regression via OLS and ML estimation of the parameters
associated with the spatial error and the spatial lag models (for more details see e.g. Anselin
et al., 2010). The basic diagnostics for spatial dependence, spatial heteroskedasticity and
normality are available for the standard OLS regression residuals. Asymptotic inference is
based on the Likelihood Ratio Test and on an estimate of the asymptotic covariance matrix
using the algorithm developed by Smirnov (for more details see Arbia, 2006). GeoDa enables
the construction of different types of spatial weight matrices reading a shape file. However,
the estimation procedures only permit symmetric structures for the spatial weights (e. g.
contiguity or distance-based weights) and they cannot be performed on more sophisticated
structures such as e.g. k-nearest neighbours weighting scheme.

The functionality served by GeoDa can be classified into six categories. The categories and
associated functions are given in Table 2. The latest version GeoDa 1.8 contains several new
features such as support for more spatial file formats, full space-time data support in all views,
basemap layers for all maps, averages charts, scatter plot matrices, nonparametric spatial
autocorrelation (correlogram), and flexible data categorization.

4 CONCLUSION

An important factor that helped promote the dissemination of spatial data analysis and spatial
econometric methods to empirical practice was the availability of a growing number of
software tools. Nowadays, researcher can choose among relatively large number of software
tools. This paper was aimed at main software tools overview for spatial data analysis, more
detailed in GeoDa software. Our intention was to provide brief useful survey to reader
interested in spatial topics.
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VLIV ZAOKROUHLOVACI CHYBY NA REALIZOVANY ROTPTYL
IMPACT OF ROUNDING ERROR ON REALIZED VARIANCE

Viadimir Holy

Abstrakt

Pifi odhadu integrované variance cen finan¢nich aktiv je nutné zohlednit mikrostrukturni Sum,
ktery znacné€ vychyluje realizovany rozptyl. Jedna ze sloZek mikrostrukturniho Sumu je chyba
zpuisobend zaokrouhlovdnim cen. Analyzujeme ménovy par EUR/CZK a zkouméame rozptyl
zaokrouhlovaciho Sumu a jeho vliv na celkové vychyleni realizovaného rozptylu.

Klicova slova: Vysokofrekvencni data, Zaokrouhlovaci chyba, Mikrostrukturni Sum, Realizo-
vany rozptyl, Forex

Abstract

When estimating the integrated variation of financial asset prices, it is necessary to take into
account the microstructure noise which makes realized variance biased. One of the components
of the microstructure noise is an error caused by rounding of prices. We analyze the currency
pair EUR/CZK and investigate the variance of rounding noise and its impact on the overall bias
of realized variance.

Keywords: High-Frequency Data, Rounding Error, Microstructure Noise, Realized Variance,
Forex

1 Uvop

Dostupnost finan¢nich vysokofrekvencnich dat nabizi nové mozZnosti a vyzvy v odhadu rozptylu
cen akcif a ménovych kurzi. PouZivani vysSich frekvenci pfindsi vice informaci, ale v datech
se pak objevuje tzv. mikrostrukturni Sum, ktery zna¢né vychyluje realizovany rozptyl. Tento
Sum je zptisoben mnoha faktory: bid-ask spreadem, asymetrickou informaci, chybami v zazna-
mendvani cen a v neposledni fadé i zaokrouhlovdnim cen. V tomto ¢lanku se budeme zabyvat
komponentou mikrostrukturniho Sumu, ktera predstavuje chybu vzniklou zaokrouhlovanim cen.

2 TEORETICKE ZAKLADY

Necht' p7 je jednorozmérny proces logaritmickych cen a pfedpoklddejme, Ze se jednd o spojity
semimartingal

P =pzs+/0 u(s) ds+/0 o (s) W, (1)

kde u(s) je caglag drift proces, o(s) je caglag volatility proces a Wy znai WienerGv proces.
Proces p; se nazyvd eficientni cena. Misto p; ov§em ve skutecnosti pozorujeme diskrétni proces
Dy, definovany jako

Py = pp,+ & (2)

kde &, je mikrostrukturni Sum. V literatufe je toto nejbéZnéjsi situace, jak je uvedeno napf.
v knize [3] nebo v knize [1]. Pro odhad rizika aktiva se pouZziva tzv. integrovand variance (IV)
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definovana jako
b
IV(a,b) = / 2 (5)ds. 3)
a

Pfirozenym estimatorem IV je tzv. realizovany rozptyl (RV) dany predpisem

(pt, pt,-,l )2' (4)

™=

RV" =

i=1

Pokud uvaZujeme proces kontaminovany mikrostrukturnim Sumem (2), miZeme rozepsat RV
jako

n

n
RV” Z(ptl pl‘, 1 +22 pl‘l Pt 1 gtz gtz 1 Z gtl gtz 1 : (5)
i=1 i=1 =

Druhy a tieti len v (5) zptisobi, Ze pii velkém poctu pozorovani je RV znacné vychyleny.

3 SuM ZPUSOBENY ZAOKROUHLOVANIM
Mikrostrukturni Sum pfitomny v (2) rozloZime na
&, =&’ +€f, (6)

kde 85 je Sum zpusobeny zaokrouhlovanim a 8;,-0 je vSechen ostatni Sum zptisobeny dalSimi

faktory. Zaokrouhlovaci Sum 85 je deterministickd funkce ndhodnych veliin pj a stio, kterou
lze zapsat jako

R 0 0 0
8)?,' :f(p;k,‘?gti):Lp;ki—{_gti—l_p;ki_gti? (7)
kde symbolem |x| zna¢ime zaokrouhleni ¢isla x na nejblizsi celé Cislo. Pokud je pozorovatelna
cena p;, zaokrouhlena na 3 desetinnych mist, zaokrouhlovaci Sum nabyvé hodnot z intervalu

Re05-107,05-107P). (8)

Pokud pro jednoduchost budeme uvazovat nulovou sériovou korelaci Sumu et a nulovou ko-
relaci s eficientni cenou p;. a Sumem 8, , 1ze vychyleni realizovaného rozptylu zptisobené zao-
krouhlenim vypocitat jako

n
Z eX — g )? =2n-var(gf). 9)

4 ANALYZA ROZDELENI ZAOKROUHLOVACICH CHYB

V této sekci budeme zkoumat distribucni funkci zaokrouhlovaciho Sumu S,If. Analyzujeme Ca-
sovou fadu ménového paru EUR/CZK od 1.1.2016 do 31.10.2016. Ceny toho ménového paru
jsou v datech zaokrouhleny na 4 desetinnd mista. Pokud data zaokrouhlime na méné desetin-
nych mist, miZeme zkoumat empirické rozdéleni odchylek od pivodnich cen zaokrouhlenych
na 4 desetinnd mista. V obrazku 1 jsou vykresleny histogramy empirického rozdéleni cen pii
zaokrouhlovani na 0 azZ 3 desetinnd mista.
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Histogramy empirickych cen
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Obrazek 1: Histogramy zaokrouhlovacich chyb empirickych cen.

Podobnym zplsobem miizeme v grafu 2 zobrazit histogramy pro ceny ziskané ze simulaci.
Proces p;; uvazujeme jako geometricky Brownidv pohyb a provedeme 10° simulaci. Empirické
a zejména simulované histogramy naznacuji, Ze pfi zaokrouhleni na vyssi pocet desetinnych
mist se rozdéleni Sumu p;, podoba rovnomérném rozdéleni.

Histogramy simulovanych cen
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Obrazek 2: Histogramy zaokrouhlovacich chyb simulovanych cen.

Podobnost se spojitym rovnomérnym rozdélenim na intervalu (—0.5 - 1078,0.5. IO’ﬁ) se po-
kusfme ovéfit statistickymi testy. PouZijeme Pearsontiv y? test na Eetnosti prvnich nenulovych
Cislic v Sumu Stlf. Pro simulované ceny jesté pouZijeme Kolmogoroviiv-Smirnoviv test pro cely
Sum Stlf . Vysledky v tabulce 1 ukazuji, Ze pro empiricky Sum hypotézu o rovnomeérnée rozdéle-
nych Cislicich zamitdme. To ovSem miiZze byt zptisobeno zaokrouhlenim na maly pocet Cislic.
V pripadé simulovaného Sumu oba testy potvrdili rovhomérné rozdéleni pti zaokrouhleni na 2
Cislice a vice.
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Desetinnd mista 0 1 2 3 4 5
Empirickd p-hodnota y~ 0.000 0.000 0.000 0.000 - -
Simulovand p-hodnota x> 0.000 0.000 0.076 0.749 0.687 0.667
Simulovand p-hodnota K-S 0.000 0.000 0.697 0.793 0.661 0.199

Tabulka 1: P-hodnoty Pearsonova x? testu pro prvni &islici a Kolmogorova-Smirnovova testu.

5 ANALYZA ROZPTYLU ZAOKROUHLOVACICH CHYB

Vice nez samotné rozdéleni Sumu etlf nds zajima pouze jeho rozptyl. Pokud predpokladame, Ze
Sum 85 zaokrouhleny na f3 desetinnych mist je rovnomérné rozdéleny, lze jeho rozptyl spocitat
jako

1
Ry _ -B
g )=-—=10"". 10
var( 2 ) 7 (10)
V tabulce 2 jsou uvedeny vybérové rozptyly pro empirické i simulované ceny a rozptyly pfi
predpokladu rovnomérného rozdéleni. Pfi zaokrouhleni na vyssi pocet Cislic se vybérové roz-

ptyly velmi podobaji rozptylu rovnomérného rozdéleni.

Desetinna mista 0 1 2 3 4 5
Empiricky rozptyl ~ 9.30-10~%  7.66-10~% 7.28-10° 8.62-1078 - -
Simulovany rozptyl 4.75-1072 8.17-107% 8.35-107% 8.35-107% 8.33-1071 8.33.107!2
Rozptyl rovn. roz.  8.33-1072 8.33-107* 8.33-10° 8.33-107% 8.33.1071 8.33.10712

Tabulka 2: Rozptyly empirickych a simulovanych cen a rozptyly rovnomérného rozdélent.

Tyto vysledky nds tedy motivuji pro modelovani rozptylu Sumu 85 podle vzorce (10). Graf
3 ndm ukazuje prumérné denni vychyleni realizovaného rozptylu pfi riznych poctech pozo-
rovani pro ménovy par EUR/CZK. Spojitd ¢ara predstavuje pozorované vychyleni zplisobené
celkovym Sumem &, pferuSovand ¢dra pak pfedstavuje vychyleni zpiisobené zaokrouhlovdnim
modelované podle vzorct (9) a (10). Vychyleni zptisobené zaokrouhlovanim je zfejmé linedrni,
zatimco celkové vychyleni md sloZit&jsi strukturu. Ostatni slozky Sumu &, totiz mohou byt z4-
vislé v Case a také zavislé na eficientni cené. V redlnych datech se Casto objevuje negativni
korelace s eficientni cenou, coZ mé za nasledek zapornost celkového vychyleni pro vétsi pocet
pozorovani, jak je popsdno v ¢lanku [2].
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Vychyleni realizovaného rozptylu

Pocet pozorovani za den

Obrazek 3: Celkové vychyleni realizovaného rozptylu (nepferusovana ¢ara) a vychyleni zptso-
bené pouze zaokrouhlovanim (pferusovana cara).

6 ZAVER

Empirickd a simulacni studie ukédzala, Ze pfi zaokrouhlovani cen na vyssi pocet Cislic je mozné
pocitat rozptyl zaokrouhlovacitho Sumu pomoci vzorce pro rozptyl rovhomérného rozdélent.
Analyza cen ménového paru EUR/CZK, které jsou k dispozici zaokrouhlené na 4 desetinna
mista, pak odhalila, Ze zaokrouhlovaci Sum je vyznamnou soucdsti celkového mikrostrukturniho
Sumu.
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NAVRH ROBUSTNIHO ZACHRANNEHO SVYSTEMU POMOCI
MAXIMALNIHO SCENARE

ROBUSTNESS OF EMERGENCY SYSTEM DESIGN BY MAX-HULL
SCENARIO
Jaroslav Janacek, Marek Kvet

Abstrakt

Navrh zéchranného obsluzného systému spociva v umisténi omezeného poctu obsluznych
stiedisek V ne¢kterych z moznych umisténi tak, aby byly uspokojeny pozadavky uzivatelii na
obsluhu a aby bylo minimalizovano zatizeni prumérného uzivatele. O zatizeni uZivatele je
ptedpokladédno, Zze je timérné jeho vzdalenosti od nejbliz§itho obsluzného stiediska. Navrh
robustniho systému je definovan jako navrh, ktery bere v uvahu dané scéndie tak, ze
minimalizuje maximalni hodnotu uéelové funkce optimalni pro jednotlivé scénare. Min-max
vazebni podminky pouzivané v standardnich modelech ptedstavuji nezadouci zatéz kazdého
solveru tuloh celoCiselného programovani kvuli $patné konvergenci metody vétvi a hranic.
V tomto clanku se snazime tento nedostatek pieckonat konstrukci a pouzitim takzvaného
maximalniho scénéfe.

Kli¢ové slova: navrh zachranného systému, radidlni formulace, robustnost, maximalni scénadr

Abstract

Emergency service system design locates a limited number of service centers at some of
possible locations to satisfy the users’ demands for service with the objective to minimize
disutility perceived by an average user. The disutility is assumed to be proportional to the
distance of a user location from the nearest service center. A robust service system design is
defined as the design, which complies with specified scenarios by minimizing the maximal
objective function of the individual instances corresponding with the particular scenarios. The
min-max link-up constraints used in standard models represent an undesirable burden of any
IP-solver due to bad convergence of the branch-and-bound method. Within this paper, we try
to overcome the drawback following from the link-up constraints by constructing and using
so-called max-hull scenario.

Keywords: emergency system design, radial formulation, robustness, max-hull scenario

1 INTRODUCTION

When an emergency service system is designed, the designer must take into account that
traversing time between a service center and the affected user might be impacted by various
random events following weather or traffic. Thus, the system designer must face the demand
for system resistance to such critical events [1], [6]. Most of the approaches to increasing the
system resistance are based on making its design resistant to possible detrimental scenarios,
which can appear in the road network as a consequence of random events. An individual
scenario is characterized by particular time distances between a users’ location and a possible
service center location. A robust service system design has to comply with all the given
scenarios. The usual way of taking into account all scenarios is based on minimizing the
maximal objective function of the individual instances corresponding with the particular
scenarios. The min-max link-up constraints represent an undesirable burden in any integer
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programming solving tool. An emergency service system design for a given road network in
serviced area locates limited number of service centers at positions from a given set of
possible locations to satisfy the system users’ demands. Within this paper, the amount of
perceived disutility is assumed to be proportional to the distance from a user location to the
nearest located service center and then, sum of time distances from particular system users to
the nearest located service center is minimized [2], [4], [5]. According to [1], we focus on the
min-sum emergency service system design, which is robust considering given finite set of
scenarios. To model the design problem, a radial formulation with homogenous system of
radii [3] is employed. We present the original approach [1] to the robust design using the
radial formulation with premature termination of the branch-and-bound method [6] and
compare it to the approach using the so-called max-hull scenario.

The remainder of the paper is organized as follows: Section 2 is devoted to the description of
the original robust design of the emergency service system with min-sum objective including
the radial formulation. The max-hull scenario construction and usage are described in Section
3 and the associated numerical experiments are performed and compared in Section 4. The
findings are summarized in Section 5.

2 ROBUST EMERGENCY SYSTEM DESIGN USING SCENARIO SET

The robust emergency system design problem with homogeneous radial formulation can be
described according to [3], [4] and [6] in the following way. Let symbols J and | denote the
set of users’ locations and the set of possible service center locations respectively. Symbol bj
denotes the number of users, who share the location j and p denotes the maximal number of
service centers, which can be chosen from I. The objective is to minimize the maximal system
disutility over the set U of scenarios by suitable deployment of p centers. The objective
function value under a given scenario is defined as the sum of all disutility values associated
with the individual users. Disutility following from the distance between locations i and j
under a scenario ueU is denoted as djj,. Within this paper, we consider that each value of dj,
is integer and less than or equal to the value v+1. The strategic decisions are modeled by
decision variables y;e{0, 1}, iel. The variable y; takes the value of 1 if a service center is
located at i and it takes the value of 0 otherwise. The variable h is used as the upper bound of
the objective function values connected with individual scenarios.

In addition, zero-one variables Xjs, for s =0 ... vand ueU are introduced to express disutility
perceived by an individual user. The variable x;s, takes the value of 1, if the disutility under
the scenario ueU of a user at jeJ from the nearest located center is greater than s and it takes
the value of 0 otherwise. Then the expression Xjou + Xj1u + Xjou T ... + Xjwu €Xpresses the value of
disutility dj,~ from the user location j to the nearest located service center under the scenario
ueU. We introduce a zero-one constant ajj,* under the scenario ueU for iel, jeJ and se[0..v].
The constant a;;,° is equal to 1, if the disutility dij, between the user location j and the possible
center location i is less or equal to s, otherwise aj;,° is equal to 0. Then, the radial-type min-
sum robust emergency service system design problem can be formulated as follows [6].

Minimize h 1)

Subjectto: X, +Y a5y, =1 for jel, s=0,1...,v, ueU 2)
iel

PIRES" (3)

iel
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ijz\/:xjsu <h forueU (4)

jed s=0

y, €{0,1} foriel 5)
X 20 forjeJ,s=0,1..,v,ueU (6)
h >0 (7)

In this model, the objective function (1) represented by variable h gives the upper bound of
the all objective function values over the set U of scenarios. The constraints (2) ensure that
the variables Xjs, are allowed to take the value of O, if at least one center is located in radius s
from the user location j and the constraint (3) causes that the number of located service
centers does not exceed p. The link-up constraints (4) ensure that each individual objective
function value is less than or equal to the upper bound h. The constraints (5), (6) and (7) are
usual obligatory constraints.

3 ROBUST EMERGENCY SYSTEM DESIGN USING MAX-HULL
SCENARIO

By inspection of the model (1)-(7), we can find that the subscripts i and u form inseparable
pair in all variables and all constraints excepting variables y; and link-up constraints (4). It
follows that each size of the model (either number of variables or number of constraints)
grows proportionally with the cardinality of the set of scenarios. The grooving size of the
model may cause technical insolvability of the problem with big number of scenarios. That is
why we concentrate on suggesting such approximate methods, which can replace the above
approach by another one, which does not depend on the number of scenarios. One of the
possible suggestions is to inspect all the scenarios for each pair (i, j), where ie/ and jeJ and
determine djj.max according to (8).

dij—Max = max{diju ueU} (8)

Then, after introducing auxiliary variables xjs for s = 0 ... v and jeJ and the zero-one
constants a;° for iel, jeJ and se[0..v] analogically to variables X, and constants a;;,’, the
following model can be constituted instead the former model (1)-(7).

Minimize ijzlejs )
i 50
Subjectto: x,+» aty; =1 for jeJ, s=0,1,...,v (10)
i
; Y, <p (12)
y.€{0, 1} foriel (12)
X;s 20 forjeJ,s=0,1,..,v (13)

4 NUMERICAL EXPERIMENTS

Within this section, we present the overview of numerical experiments aimed at comparison
of the results obtained by earlier and later suggested approaches to robust service system

57



design. To solve the problems described in the previous sections, the optimization software
FICO Xpress 7.9 (64-bit, release 2015) was used and the experiments were run on a PC
equipped with the Intel® Core™ i7 5500U processor with the parameters: 2.4 GHz and 16
GB RAM. The used benchmarks were derived from the real emergency health care system,
which was originally implemented in selected regions of Slovakia. For each self-governing
region, i.e. Bratislava (BA), Banska Bystrica (BB), Kosice (KE), Nitra (NR), Tren¢in (TN),
Trnava (TT) and Zilina (ZA), all cities and villages with corresponding number of inhabitants
b; were taken in hundreds. The set of communities represents both the set J of users’ locations
and also the set | of possible service center locations. The cardinalities of these sets vary from
87 to 515 according to the considered region. The number p of located centers was derived
from the original design and it varies from 9 to 52. To enlarge the set of benchmarks, we
added also several instances for the region of Zilina with different values of parameter p. The
network distance from a user to the nearest located service center was taken as the user’s
disutility. The achieved results are summarized in the Table 1. Due to the lack of common
benchmarks for study of robustness, ten detrimental scenarios used in our computational
study were generated randomly in the way described in [6].

An individual experiment was organized so that the referential system design was suggested
for the basic scenario only without considering the other scenarios. The particular results for
the basic scenario are reported in the “BASIC” part of the table. The optimal solution for the
basic scenario b is denoted by y® and the objective function corresponding with the basic
scenario is computed according to (14), where b is substituted for a general scenario u.

fe(y)=> b,min{d,, :iel, y, =1} (14)
jel

Let us denote y" the robust solution obtained by solving the problem (1)-(7), where the
optimization process was limited to 15 minutes in this study. Furthermore, y" denotes the
solution obtained by solving the problem (9)-(13). The corresponding results are reported in
the parts “STANDARD ROBUST” and “MAX-HULL” of the table respectively. To evaluate
any obtained solution from the point of the worst case, objective function f"(y) is introduced
according to (15).

fYy)=max{f"(y):ueU} (15)

For sake of brevity, we report the values of objective functions in percentage, where the value
of f(y°) is considered to be basis. The corresponding denotation of the relative values for a
solution y is F(y), F°(y) or F¥(y) in Table 1. Symbol “CT” denotes the computational time in
seconds.

0o BASIC STANDARD ROBUST MAX-HULL

CT i F'¢) | CT + Fy) {F'o) | CT {Fy™ i F'™)
BA| 87 | 9 | 01 | 17023 | 179 | 10840 | 124.95| 0.1 |120.33 | 133.63
BB | 515 | 52 | 12 111022 [ 6024 | 102.44 {16757 54 110860 111.49
KE 7460 |46 |21 1112.86 (9122 110229 {106.33] 1.3 1112197 11371
NR {350 | 35 | 12 11143690297 10252 [ 106.83 | 1.6 | 10951 | 110.98
TN {276 | 28 |36 1 123.03 | 902.4 | 10405 {111.77| 5.5 1113.74 | 11617
TT 1724977725 706 111511 | 8034 | 103.67 1 108.93| 1.9 1114.60 | 117.42
ZA 3157732 707 1241579006 T 10375 [ 109.57 | 0.7 | 109.48 | 113.40
315 | 158 | 0.9 | 108.39 | 169.2 | 10029 | 103.72| L1 | 10552 | 106.75
315 | 105 | 1.3 | 108.01 | 209.7 | 101.90 | 105.69 | 2.3 |109.14 | 111.98
315 1 79 | 1.8 1 115.94 | 237.4 | 10159 {107.76 | 1.8 |116.25 | 118.46
315 | 63 | 14 {11752 | 901.8 | 106.63 | 111.49 | 0.7 |118.06 | 122.27
315§ 32 | 0.7 §124.15| 9006 | 103.75 | 109.57| 0.7 |109.48 | 113.40
315 1 21 | 0.8 | 12113 | 902.0 | 109.68 | 116.73 | 3.4 | 11568 | 120.90
315§ 16 | 1.2 §128.94 | 9025 | 10350 | 120.61| 1.4 {11551 | 122.94

Zilina

Table 1: The results of numerical experiments for the self-governing regions of Slovakia
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5 CONCLUSIONS

This paper was focused on mastering real-sized instances of the emergency service system
design problem under uncertainty using commercial IP-solver. The uncertainty follows from
the requirement of making the designed system resistant to various detrimental scenarios.
Within this paper, we compared the robust approach based on scenarios with the suggested
max-hull approach. The achieved results have confirmed that the max-hull approach enables
to get the results faster and it is acceptable also from the viewpoint of solution accuracy.
Based on performed computational study, we can conclude that we have presented a useful
tool for the robust emergency service system design, which can be easily implemented using
common commercial optimization software.
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POJEDNANIE O EFEKTiVNOM POCTE VSTANI'C ZACHRANNEJ
ZDRAVOTNEJ SLUZBY

DISQUISITION ON THE EFFECTIVE NUMBER OF THE
EMERGENCY MEDICAL SERVICE STATIONS

Marta Janackova, AlZbeta Szendreyova

Abstrakt

Ciel'om nasho prispevku je overit” hypotézu, ktora navrhuje vhodny pocet stanic zachrannej
zdravotnej sluzby (ZZS) v jednotlivych krajoch Slovenskej republiky. Pre zlepSenie
dostupnosti zdsahu ZZS je vyhodnej$i vacsi pocet stanic ZZS. Ich pocet nie je mozné
zvySovat’ 'ubovolne, najmé z ekonomickych dévodov. Vysledky, ktoré dostaneme na zaklade
hypotézy porovndme s pocCtom stanic redlne umiestnenych v jednotlivych krajoch SR
V sti¢asnosti.

KPucové slova: verejny obsluzny systéem, p-median, zachranna zdravotna sluzba

Abstract

The aim of our paper is to test the hypothesis that suggests the suitable number of the
Emergency medical services stations (EMS) in different regions of Slovakia. To improve the
availability of EMS intervention is preferable to have a larger number of EMS stations. Their
number cannot be increased arbitrarily, mainly for economic reasons. The results, that we get
on the hypothesis, we compare with the real number of stations located in different regions of
Slovakia today.

Keywords: public service systems, p-median problem, emergency medical services

1 UVOD

Optimaliza¢né Ulohy o umiestneni stanic ZZS sa obycCajne zaoberaji vhodnym vyberom
(lokalizaciou) umiestnenia vopred uréeného poctu stanic zo vSetkych moznych umiestneni.
Teraz sa budeme zaoberat' vhodnym poctom umiestiiovanych stanic. Vhodny pocet je dany
dostupnost'ou sluzby pre zakaznika. Dostupnost’ sluzby je ovplyvnena predovsetkym cestnou
sietou, demografickym zloZenim obyvatel'stva, predpismi o poskytovani zichrannej
zdravotnej sluzby apod. Pri novych vyberovych konaniach sa pocet stanic meni len
minimalne. Zistime, do akej miery vysledky nami overovanej hypotézy zodpovedaju
si¢asnému stavu, pripadne ¢i sucasny existujuci pocet stanic ZZS je v zmysle hypotézy
vyhovujuci.

2 HYPOTEZA

Optimalne umiestnenie p stanic je mozné rieSit ako ulohu p-medidnu. Pre naS prispevok
formulujeme tlohu nasledovne:
Majme dant cestnu siet’ a maticu najkratSich vzdialenosti medzi jednotlivymi uzlami siete.

Zuzlov siete vyberieme mnozinu | pripustnych kandidatov na umiestnenie strediska
amnozinu J vSetkych zadkaznikov. Cielom ulohy je umiestnit’ dany pocet p stredisk do
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niektorych uzlov i€l az nich obsluzit' kazdy uzol jeJ tak, aby sucet vzdialenosti medzi
priradenymi uzlami i, j bol minimalny.

Je zrejmé, ze zvicSenim Cisla p v tlohe o p-medidne dostaneme optimélne rieSenie s mensou
hodnotou ucelovej funkcie (UF). Ak budeme ulohu o p-medidne rieSit na intervale
<Pmin, Pmax> bez protivahy, ktord by tladila proti umiestneniu stanice, potom optimalny
vysledok dostaneme pre pmax. Predbezné experimenty ukazali, Ze zavislost’ hodnoty ucelovej
funkcie optimalneho rieSenia tlohy o p-medidne na poc¢te umiestnenych stanic p bude mat’
rydzo konvexny a klesajuci charakter. Priemerny pokles hodnoty UF pre dve po sebe iduce p
je na intervale <pmin, Pmax> uréeny vztahom (UF(Pmin) - UF(Pmax))/(Pmax - Pmin). Vyslovime
nasledujucu hypotézu:

Efektivny pocet umiestnenych stanic nastane v takom per, kde pokles hodnoty UF pri zvySeni
p 0 jednotku bude rovny alebo blizky hodnote priemerného poklesu UF na danom intervale.

3 EXPERIMENTY

Hodnoty Pmin @ Pmax Maji vyrazny vplyv na vypocet priemerného poklesu hodnét tcelovej
funkcie. Pre tento prispevok sme sa rozhodli pouzit’ krajné moznosti, t. j. Pmin=1 @ Pmax = |l|.
Vypocty robime na cestnej sieti SR. Pre kazdy kraj SR rieSime sadu uloh o p-medidne pre
rastiice p z intervalu <pmin, Pmax>. Z hodndt UF z optimalnych rieSeni a prisluSnych intervalov
pre dany kraj vypocitame v kazdej sade priemerny pokles hodnoty UF a tiez aktualny pokles
pre kazdé dve po sebe idiice hodnoty p. Vyber z vysledkov optimélnych rieSeni p-medianu
pre rastice p v Trnavskom kraji je uvedeny v tabulke 1.

Tabulka 1: Trnavsky kraj, 249 obci, pmin= 1, Pmax = 249, smernica = 39,254

P | HUF Pokles P | HUF Pokles P | HUF | Pokles
1| 9735 0 15| 2064 75 29 | 1374 38
2 | 6641 3094 16 | 1989 75 30 | 1336 38
3 | 4692 1949 17 | 1925 64 31| 1305 31
4 | 4141 551 18 | 1870 55 32| 1276 29
5| 3786 355 19| 1817 53 33| 1249 27
6 | 3466 320 20| 1765 52 34| 1226 23
7 | 3169 297 21| 1714 51 35| 1203 23
8 | 2860 309 22 | 1664 50 36| 1181 22
9 2678 182 23| 1617 47 37| 1159 22
10 | 2536 142 24 | 1573 44 38| 1138 21
11 | 2437 99 25| 1530 43 39| 1118 20
12 | 2331 106 26 | 1490 40 40 | 1098 20
13| 2233 98 27 | 1450 40 41 | 1079 19
14 | 2139 94 28 | 1412 38 42 | 1060 19

Priemerny pokles hodnoty UF pre dany interval predstavuje smernicu priamky, ktora umozni
najst’ Pef.

V kazdej sade ndjdeme také (jedno alebo viac) per, V ktorom aktudlny pokles hodnoty UF
najlepSie aproximuje hodnotu priemerného poklesu UF pre danu sadu. Nazorny priklad
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zéavislosti hodnét UF na pocte umiestneni stredisk p z vysledkov optimalnych rieSeni pre
Trnavsky kraj uvadzame v grafe 1.
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Graf 1: Zavislost’ UF na hodnote p pre Trnavsky kraj

Z priebehu zavislosti je zrejmé, ze pre p mensie ako Per je pokles aktudlnej hodnoty UF vacsi
ako priemerny pokles pre dany interval. Opacéne, pre p vicSie ako per je pokles medzi
susednymi hodnotami UF mensi ako priemerny pokles pre dany interval, t.j. pridanie d’alSieho
strediska je v zmysle zlepSenia hodnoty UF menej efektivne. Preto takto uréené pes nazyvame
efektivnou hodnotou pre odhad vhodného poctu na umiestnenie stredisk. Porovnanie hodnot
Per, ziskanych na zdklade uvedenej hypotézy s poctom uzlov, v ktorych su v sucasnosti
umiestnené stanice ZZS, uvadzame v tabulke 2.

Tabulka 2: Porovnanie vy

pocitaného a realneho p

. , Realn
krai | pos (IF;Il:JI;) Pr;)znklle;ny Ints:fval pote ty
stanic
BA 87 2227 25,895 13-15 15
BB 515 28453 55,356 40-43 36
KE 460 24263 52,861 33-36 32
NR 350 13236 37,926 34-36 27
PO 664 35691 53,833 46-50 32
TN 276 10388 37,775 28-30 22
TT 249 9735 39,254 25-30 17
ZA 315 14356 45,72 26-30 29

4 ZAVER

Na zaklade udajov uvedenych v tabulke 2 mdézeme povedat, ze pocet redlne umiestnenych
stanic v jednotlivych krajoch SR je prevazne mensi ako vypocitané hodnoty per. V zmysle
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uvedenej hypotézy a pouzitych parametrov st teda existujice poCty stanic zvolené efektivne.
Je zrejmé, ze vzhladom na ucel posobnosti stanic ZZS je umiestnenie 1-2 stanic, ale aj
naopak napriklad 80 a viac stanic v kraji nerealne. Nuka sa otazka, ako vhodne urcit’ krajné
hodnoty Pmin @ Pmax, @ aky vplyv budi mat’ tieto zmeny na urcenie efektivneho poctu stredisk
Per. Tymito otdzkami sa chceme zaoberat’ neskor.
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TEORETICKE VYCHODISKA MODELU S KOREKCNYM CLENOM*

THEORETICAL BACKGROUND OF AN ERROR CORRECTION
MODEL

Miroslava JanoSova

Abstrakt

Ciel'om predkladaného prispevku je priblizenie teoretickych vychodisk modelu s korekénym
¢lenom. Ide o modely patriace do skupiny modelov vektorovej autoregresie, ktoré vyuzivaju
testovanie stacionarity ¢asovych radov. Prave tieto modely su v si¢asnosti asto vyuzivanym
modelovym aparatom pre ich schopnost’ popisania tak kratkodobych ako aj dlhodobych
vzt'ahov. Dlhodoba dynamika je zabezpefend prostrednictvom zakomponovania pdvodnych,
nestacionarnych ¢asovych radov a kratkodoba dynamika je zachytend v diferencovanych,
staciondrnych ¢asovych radoch.

KUlucové slova: stacionarita casovych radov, model s korekcnym clenom, diferencia ¢asovych
radov

Abstract

The aim of the following paper is to provide the theoretical background of an error correction
model. These models belong to the group of vector autoregressive models which rely on
stationarity tests. Particularly these models are nowadays a frequently applied modelling
framework due to their capability to describe short-term as well as long-term relationships.
Long-term dynamics is kept by incorporating original, non-stationary time series and short-
term dynamics is captured in differentiated, stationary time series.

Keywords: stationary time series, error correction model, differentiated time series

UvVoD

Modely s korekénym ¢Elenom je mozné zaradit’ do skupiny modelov vektorovej autoregresie
S testovanim stacionarity. Na ¢asové rady, ktoré vykazuji nestacionaritu je vyuzivana analyza
kointegracie, ktora postupne viedla k vzniku modelov s korekénym ¢lenom. VyuZivanim
redukcie stupfia oneskorenia mal za nasledok vznik jednoduchs$ich tvarov modelov. Modely
s korekénym ¢lenom st charakteristické ich snahou zachytit' tak kratkodobé dynamické
vztahy ako aj dlhodobé rovnovazne vztahy.

Tieto modely, ktoré predstavuju modely zo skupiny vektorovej autoregresie sktmaju
prepojenie Casovych radov prostrednictvom zavislosti medzi posunutymi hodnotami. Prave
tymto je v modeloch zabezpecena previazanost’ Casovych radov. Tieto modely su Specifickou
formou viacrovnicovych modelov, kde jednotlivé vysvetlované premenné zavisia od svojich
oneskorenych hodndt a od oneskorenych hodndt vsetkych ostatnych premennych, ktoré
Vv modeli vystupuju.

Nevyhnutnym predpokladom konstrukcie takéhoto modelu je preskimanie stacionarity
vyuzivanych ¢asovych radov. Informacie o stacionarite ziskavame prostrednictvom diferencii

! Tento prispevok bol vypracovany v ramci rie$enia projektu APVV 14-0787 ,Zladenie verejnych financii a
starobného dochodkového zabezpedenia (Navrh udrzatelného a rast podporujiceho déchodkového systému
pre starntcu slovenski ekonomiku)”.
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a podl'a poctu diferencii. Prave so stacionaritou sa Casto krat stretdvame pri ¢asovych radoch
makroekonomickych a finanénych datach, aprave vtedy je potrebné pouzit' diferencie
prislusného radu. Koncepcia, ktora je zamerana na dant problematiku bola navrhnutd Engle
a Grangerom. V nasledujicom texte si bliz§ie popiSeme koncepciu modelu s korekénym
¢lenom.

1 MODEL S KOREKCNYM CLENOM

Dynamiku kratkodobych nerovnovaznych vztahov medzi premennymi moézeme vyjadrit
prostrednictvom uz spominaného modelu s korekénym ¢lenom. Momentalne ide o jeden
Z najcCastejsie vyuzivanych modelov.

Tento typ modelu je vyuzivany na urCenie miery vybocenia systému od tzv. ekvilibria. Pri
konstrukcii modelu daného typu modelu sa vychadza z konstrukcie modelu VARZ
Predpokladame [ - rozmerny model VAR(p) typu I(1) v tvare:

XE=C+ﬂDr+E|1Xr—1+".+ EI'PXE—';J-I_a’r (1)

pricom {a.} predstavuje ! - rozmerny gaussovsky proces bieleho Sumu s kovarianénou
maticou Z,, ¢ st kons$tanty, D, je deterministickou zloZzkou. Ak model VAR zapiSeme
V nasledujicej forme:

AX,=c+ 0D, +TAX, |+ +T,AX, ,_, +1IX,_,a, )
Pricom
Ii=—(L—0;——0)prei=l, .p-1,01=—(], -0 ——0,) (3)

uvedeny model je modelom korekcie chyby. Jednotlivé vztahy ato dlhodobé ako aj
kratkodobé su vyjadrené prostrednictvom parametrickej matice II.

V modeli moze prist’ k trom nasledujucim vztahom®:

1) h(II) =1, tj. matica IT ma plnt hodnost’, ¢o znamen4, ze ! - rozmerna Casova rada je
generovand stacionarnym vektorovym procesom {X,.} takyto pripad moze nastat’ pre
p=2,0,=0,,a0, = (p,ps .., kde |p;| < Lprei=1,..,1L Tato situacia je logicka,
Vv pripade, Ze viacrozmernd ¢asova rada je stacionarna, v pripade, Ze su stacionarne jednotlivé
casoveé rady k ich stacionarizéacii nie je potrebné diferencovanie. Ak sa aj napriek tomu
prikroci k diferencovaniu je potrebné aby model diferencii bol vytvoreny na principe modelu
VAR a bol pritomny aspon jeden nediferencovany cClen.

2) h(IT) = 0, to znamen4, Ze matica IT je nulova a model (2) neobsahuje nediferencovany
¢len, I-rozmerna Casova rada je generovana nestacionarnym vektorovym procesom {X,}, jej
stacionarizaciu je mozné vykonat prostrednictvom individudlneho diferencovania
jednotlivych ¢asovych rad, takyto pripad nastava napr. ked p = 2,8, =0,,, a @, = I,. Pri
deferencovani nedochddza k strate informdcii o dlhodobom vzt'ahu medzi ¢asovymi radami
vzhl'adom na skuto¢nost’, Ze ziaden takyto vztah neexistuje.

? Vektorovo autoregresny proces kde, model VAR (p) mdZeme zapisat v tvare
Vo=0,F_, + 0¥+~ + Gp}rt—;:l +a;
3 ARLT, J — ARLTOVA, M. 2007. Ekonomické ¢asové fady. Praha: Garda Publishing, 2007. s. 238
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3) 0 < h(IT) = r < 1, takomto pripade nie je odstraneny nediferencovany ¢len modelu (2),
ale sucasne nie je mozné povazovat’ vektorovy proces {X,} za stacionarny. Vzhl'adom na to,
ze matica IT je nenulovd je mozné medzi Casovymi radami najst dlhodoby vztah
a stacionarizaciu vykonat bez straty informacie prostrednictvom individudlneho
diferencovania. To znamend, ze niektoré casové rady je mozné stacionarizovat’
prostrednictvom diferencovania preto, lebo nie st stcastou ziadneho dlhodobého vztahu
medzi inymi ¢asovymi radami. Iné ¢asové rady vSak nie je mozné stacionarizovat’ preto, lebo
ich linearna kombinicia s inymi c¢asovymi radami je uz staciondra atieto rady su
kointegrované.

V literatire vSak castejSie nachadzame modely s korekénym clenom, ktoré su zapisane
s autoregresne rozdelenymi oneskoreniami — model ADL*,

Model s korekénym ¢lenom, prostrednictvo, ktorého je mozné vyjadrenie tak dlhodobého ako
aj kratkodobého vzt'ahu medzi dvomi premennymi je mozné zapisat’ v tvare:

Ay, = ag + byAx, + (a; — D3y — Gyx. )+ u, )
pricom &, = —(by + b;)/(a; — 1).
Kratkodobt rovnovahu vo vztahu predstavuje Ay, = ag, + byAx, +u, a korekény €len resp.
chybu ekvilibria vyjadruje vztah (a; — 1) (¥._y — 8%,_4).
Parameter a, interpretujeme ako mieru zotrvacnosti, priCom, ¢im je tito zotrvacnost’ vicsia,
tym je mensi vplyv nerovnovahy a teda (1 — a,) sa priblizuje k nule zl'ava. Aby model (4)
mal dlhodobé vztahy, musi byt zachovana platnost’ |a,| < 1, v pripade poruSenia platnosti

podmienky dochédza k naruSeniu mechanizmu korekéného ¢lena a v takom pripade parameter
znazoriujuci korekéného c¢lena je kladny. Ak je hodnota koeficienta a,blizka 1 ide o rychlu

konvergenciu k rovnovahe pri priblizovani sa k 0 ide 0 pomalt konvergenciu k rovnovahe.

Vo vztahu vystupuje parameter by, ktory predstavuje kratkodoby multiplikator a indikuje nam
vplyv kratkodobej zavislosti medzi vysvetl'ovanou a vysvetl'ujlicou premennou (kratkodobu
elasticitu).

Parameter &, je dlhodobym multiplikatorom a vyjadrujeme prostrednictvom neho dlhodobu

elasticitu vysvetlovanej premennej vo vztahu k vysvetlujiicej premenne;j.

Vztah y = (a, — 1) predstavuje koeficient kratkodobého prispdsobenia. Tento koeficient by
mal dosahovat’ zdporné hodnoty a meria rychlost’ prisposobenia k rovnovahe. Pri hodnotach
bliziacich sa 1 ide o rychle prispdsobovanie sa k rovnovahe naopak pri hodnotach bliZiacich
sa 0 ide 0 pomalé prisposobovanie sa rovnovahe.

Pri modeloch na principe ¢lena korigujuceho chybu nevznika problém falosnej regresie,
vzhl'adom na skuto¢nost, Ze premenné Ay, a Ax, su stacionarnym a ¥, a x, su kointegrované.
Ich linearna kombinacia (v,_; — d1%,_,) je stacionarny. Pri odhade parametrov modelu ECM
je mozné vyuzitie metddy najmenSich Stvorcov apri hodnoteni odhadov t-test a F-test
Statistickej vyznamnosti.

Model zaloZeny na principe EC je moZné rovnako pouzZit' aj pre viac nezavislych
premennych, a teda budeme vychadzat' z modelu ADL(1,1,p)

Yi=agta¥o gy + by X+t bp, X + by X g+ + b, %y, Tu, (5)

po matematickej Giprave dostavame vseobecny model s korekénym ¢lenom:

* Autoregressive Distrubuted Lags (1,1) — model, ktory predpoklada éasové oneskorenie o jedno obdobie,
zapideme vtvare ¥; = ap +ayVe_y + bpx + byx; + u; kde u; spifia podmienky bieleho $umu.
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AY, = ag + by AX + -+ pr&'Xt“p —(1-ay) [Yr—1 — Xm0 Xr—m) (6)

+ (a-l - 1 + bl}l + bj_lj]Xt_Li + e + [al + pr + bl’p)Xt—L'p +1,|',r
Vztah (6) je mechanizmom prisposobenia sa zavislej premennej k dlhodobej rovnovéahe
prostrednictvom pdsobenia vSetkych vysvetl'ujucich premennych.

ZAVER

V prispevku sa venujeme teoretickému pristupu modelu korekcie chyby, ktorého konstrukcia
vychadza z VAR modelu. Charakterizovali sme tri zakladné situacie, ktoré mézu vzniknat
v dosledku tvorby modelu s korekénym ¢lenom. Nasledne sme poukazali aj na modely
s korekénym ¢lenom, ktoré su zapisane s autoregresne rozdelenymi oneskoreniami. Hlavnou
motivaciou vzniku predkladaného prispevku bolo preskimanie moznosti ako pristupovat’
k modelovaniu ak je na$im cielom zobrazenie tak kratkodobych ako aj dlhodobych vztahov
medzi modelovanymi premennymi. Prave modely zaloZené na principe korekcie chyby tto
moznost’ poskytuju.
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EFEKTIVNOST REGIONALNIHO PREROZDELENIA ZDROJOV EU
NA UROVNI NUTS 3 NA SLOVENSKU V ROKOCH 2007-15

EFECTIVITY OF REGIONAL ALOCATION OF EU SOURCES AT
NUTS 3 LEVEL IN SLOVAKIA DURING 2007-15 PERIOD

Ivan Lichner, Marek Radvansky, Tomads MikloSovi¢

Institute of Economic Research SAS*

Abstrakt

Slovensko v ramci programového obdobia 2007-2013 implementovalo zo Strukturanych
a Kohézneho fondu prostriedky v objeme 11,5 mld. Eur. Ciel’ implementacie bol definovany
v NSRR sa sustredil len na dosiahnutie konvergencie k priemeru EU na trovni krajiny a nie
z hl'adiska moznosti ovplyvnenia regiondlnej konvergencie v ramci krajiny. Predlozeny
¢lanok sa venuje porovnaniu objemu implementacie v ramci jednotlivych krajov SR na trovni
NUTS 3, ako aj identifikacii moznej efektivnosti takto vynalozenych prostriedkov.

Kruacové slova: Kohézny fond, strukturne fondy, model HERMIN, regiondlna politika

Abstract

During the progarmming period 2007-2013 Slovakia implemned 11.5 bil. EUR from
Structural and Cohesion Funds. Aims of EU funds implementation were defined in NSRF and
focused only on convergence of Slovak regions to level of EU average. Convergence of
Slovak regions among each other was not taken into account. This paper represents
assessment of regional distribution of EU funds and identification of possible effectivness of
those funds.

Keywords: Cohesion fund, Structural funds, HERMIN mdoel, regional policy

UvVOD

Predpoklady vplyvu politiky stdrznosti v pripravnej faze programového obdobia 2007-2013
boli zhrnut¢ vramcovom dokumente ,Ex-ante hodnotenie Narodného strategického
referenéného ramca“ vytvoreného Ekonomickym ustavom SAV v roku 2006 (Sikula a kol.,
2006). V ramci uvedeného hodnotenia sa konstatuje, ze strategicka ¢ast’ dokumentu venujtica
sa oCakavanym vplyvom politiky sidrZnosti je orientovand narodohospodarsky so zretelom
na dosiahnutie celkovej konvergencie SR ku krajinam EU bez dostatoéného zretela na
regionalny rozmer, ktory mal byt nasledne dosiahnuty skor individudlne v planoch
jednotlivych operaénych programov. V zhrnuti hodnotenia sa na strane 20 piSe: ,,Navrhované
kontextové ukazovatele, ktoré maji hodnotit’ realizaciu podpory su Casto formulované tak, Ze
nebude moZné ich vykazovat’ na Urovni NUTS 2 a niZSie, teda regionalny rozmer tychto
intervencii nebude mozné preukdzat.“ KedZze ciele implementdcie ani objem alokacii

! Tento &lanok bol podporeny Agenturou na Podporu Vyskumu a Vyvoja na zaklade zmluvy k
projektu ¢. SK-PL-2015-0058.
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Vv detailnejSej miere nezohladnovali potrebu vnutornej kohézie ani potrebu relativne
rovnomernejSieho rozdelenia prostriedkov medzi krajmi SR, hlavnym zamerom predlozeného
Clanku je porovnanie realneho a relativneho objemu implementovanych prostriedkov
vzhladom na ekonomicku vykonnost kraja, ako aj odhadnutie dosiahnutej (ocakévanej)
efektivnosti takto vynalozenych prostriedkov.

1. METODIKA

Na analyzu vplyvov politiky sudrznosti sa pouzivaji viaceré kvalitativne a kvantitativne
metody, ktorych sacastou st aj modelové simulacie a hodnotenia zalozené na
ekonometrickych modeloch. Zakladnou motivaciou analyz dopadov SF a KF je ziskanie
odpovedi na otdzky, ktoré su priamo prepojené na efektivnost’ politiky sudrznosti
v redukovani regionalnych disparit, efektivnosti distribtcie finanénych prostriedkov a potrebu
reformy politiky sudrznosti v pripade pristupu d’aldich krajin do EU. Prvymi snahami
0 hodnotenie  politiky stdrznosti pomocou ekonometrického modelu boli modelové
simulacie vyuzivajice modelu HERMES. Tento model viak bol pouzity iba pre Irsko.
Nasledovnikom modelu HERMES bol model HERMIN, ktory uz pokryl vacsi geograficky
priestor vramci EU. Zagiatkom devitdesiatych rokov bol model HERMIN pouzity na
hodnotenie vplyvov SF a KF v irsku a Portugalsku, neskor pribudli Grécko a Spanielsko.
V priebehu prvej dekddy nového milénia bol model HERMIN Eur6pskou Komisiou (EK)
vytvoreny pre vietky krajiny EU 27. Okrem modelu HERMIN vyuzila EK na analyzu politiky
stadrznosti aj model QUEST (Varga ain’tVeld, 2009), ktory predstavuje dopytovo
orientovany typ modelu. V sucasnosti sa zvySuje snaha o ndjdenie nasledovnika tychto
modelov a vznikaju rdzne alternativne typy modelovych pristupov (MASST, EulmpactMod,
RHOMOLO, GMR-EUROPE a pod.), ktoré sa vSak zatial' zapasia s problematickost’ou ich
aplikovatelnosti v praxi. Vacésina funkénych regionalnych modelov v Eurdpe pouziva
regiondlne Clenenie na trovni NUTS 2. Vzhl'adom na decentralizaciu, ktord na Slovensku
prebehla v roku 1996 vsak ako funkéné regiony moédzeme oznacit' urovenn NUTS 3, t. j.
samospravne kraje. Z tohto dovodu bol autormi upraveny regionalny model HERMIN na
urovein NUTS 3 regionov. Detailna Struktiira modelu je opisana v Radvansky a kol. (2016).

Poc¢iatky modelu HERMIN mozno hladat v komplexnom, viac sektorovom modeli
HERMES, ktory bol vyvinuty Eurdpskou komisiou na zaciatku roka 1980 ( d' Alcantara a
Italianer, 1982 ). HERMIN bol povodne navrhnuty, ako mensia verzia modelu HERMES, aby
bola aplikovatelnd v podmienkach, kde je problém s dostupnostou udajov, napr. v
chudobnejsich, menej rozvinutych &lenskych $tatoch a regionoch EU na zapadnej a juznej
periférii (irsko, Severné {rsko, Portugalsko, gpanielsko, talianskej Mezzogiorno, a Grécko ).
Dosledkom nedostatku podrobnych udajov a dostatocne dlhych ¢asovych radov, bez
Struktirnych zmien bolo, Ze modelovy rdmec musel byt zaloZzeny na pomerne jednoduchom
teoretickom ramci. Tato relativna jednoduchost’ je prave jednou z hlavnych vyhod modelu
HERMIN.

Jednou zo zékladnych charakteristik vSeobecného modelu HERMIN je to, ze ide o model
malej otvorenej ekonomiky. Zdikladny teoreticky model zarovenn zohladnuje Struktiru
nastrojov politiky stdrznosti. Tvorba a S$truktGra tohto modelu musi spiitat’ niekolko
zékladnych predpokladov:

e Ekonomika musi byt' agregovana na maly pocet sektorov, ktoré umoznuju identifikovat’
klucové Struktiirne zmeny v ekonomike pocas skimaného obdobia.

e Musi mat vySpecifikovany mechanizmus, pomocou ktorého je ekonomika prepojena s
,»vonkajSim svetom* a ktory by mal zachytavat: medzinarodni vymenu tovarov a sluZzieb,
inflaéné prenosy, migraciu pracovnej sily, ako aj priame zahrani¢né investicie. VonkajSia
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(alebo svetovd) ekonomika je velmi dolezitym priamym aj nepriamym faktorom,
ovplyviujicim ekonomicky rast a konvergenciu krajiny k rozvinutym krajinam EU.

e Produkcia jednotlivych hospodarskych sektorov zahrnutych v modeli je vyjadrena
pomocou produkénych funkeii v Specifickom tvare CES (Constant Elasticity Substitution)
a C-D (Cobb-Douglas).

e Tvorca a pouzivatel modelu musi rozpoznat mozny konflikt medzi sicasnym stavom
ekonomiky, ktory na zaklade historickych dat popisuje model HERMIN, a budicim
oc¢akdavanym stavom ekonomiky priblizujucej sa prostrediu dominovanému jednotnym
spoloénym trhom EU

Na naplnenie tychto predpokladov sa najcastejSie pouziva teoretickd modelova Struktira
vseobecného modelu HERMIN, ktora sa skladd zo Styroch sektorov: sektor priemyslu,
obsahujuci predovsetkym sektory ekonomiky obchodujuce so zahrani¢im, sektor trhovych
sluzieb, ktory pozostadva zo sektorov ekonomiky neobchodujucich so zahrani¢im a tvoriacich
predovsetkym domécu ponuku, podohospodarsky sektor a verejny sektor (nazyvany aj sektor
netrhovych sluzieb).

Z hladiska tvorby a pouzitia produkcie model pozostava z troch blokov, a to bloku ponuky,
bloku absorpcie (dopytu) a bloku rozdelenia prijmov v ekonomike. Model je skonstruovany
ako integrovany systém rovnic s prepojeniami medzi jednotlivymi blokmi a sektormi a je
postaveny na keynesyanskych predpokladoch a mechanizmoch, ktoré tvoria jadro modelu. V
opodstatnenych pripadoch obsahuje aj prvky postavené na neoklasickej ekonomickej tedrii,
predovsetkym v bloku ponuky. Napriklad vystupy sektora priemyslu nie st iba jednoducho
determinované dopytom, ale model zohl'adnuje aj potencidlne vplyvy cenovej a nakladovej
konkurencie. Odraza tak predpoklad, Ze firmy hladaji miesta alebo krajiny minimalizujlce
naklady produkcie. Dopyt po vyrobnych faktoroch v odvetviach priemyslu a trhovych sluzieb
je odvodeny na zaklade ndkladovej minimalizacie produkcnej funkcie CES (produkéna
funkcia s konstantnou elasticitou substitucie).

V bloku ponuky vSeobecného modelu HERMIN je modelovand agregatna ponuka (vystup
jednotlivych sektorov), cena vystupu, index nominéalnej mzdy, mzdova inflacia, konkurencie
schopnost’, dopyt po praci a dopyt po investiciach. Blok taktieZ obsahuje rovnice agregatne;
ponuky prace, nezamestnanosti a migracie pracovnej sily. Blok absorpcie (dopytu) obsahuje
rovnice na modelovanie domdcej spotreby, domaceho dopytu a saldo zahrani¢ného obchodu.
Blok rozdelenia prijmov obsahuje rovnice na vypocet cien vydavkov verejného sektora,
prijmu, disponibilného prijmu domacnosti, verejného deficitu, verejného dlhu a saldo bezného
uctu.

Aplikacia tohto modelu na regionalnej urovni bola vyvinuta vo WARR, v Pol’sku, pricom
region (v pripade Pol'ska NUTS 2) je odhadovany ako samostatny satelitny model
S previazanostou na narodné udaje. Hlavna vyhoda regiondlneho ekonometrického modelu
HERMIN spociva v relativne jednoduchej Struktire, ktord zarovein umoziiuje analyzovanie
vplyvov politiky studrznosti na urovni regionov. Je uspesne aplikovatelny pre malé otvorené
ekonomiky aaj v podmienkach obmedzenej udajovej zakladne. Jeho hlavna nevyhoda je
neschopnost’ zohl'adnit’ vyssSie spominané spill-over efekty.

V slovenskych podmienkach bol odhad ex-ante vplyvu odhadovany po prvykrat len na
narodnej urovni odpora¢anym modelom HERMIN (pozri Kvetan akol., 2006). Dalsia
aplikacia tohto typu modelu bola vytvorena autormi Hudec a kol. (2009). Prva regionalna
aplikacia v slovenskych podmienkach na Grovni NUTS 3 bola vytvorena v roku 2016 (pozri
Radvansky a kol., 2016). Autori v tejto analyze vyuzili schému pol'ského modelu, ktory bol
uz aplikovany v podmienkach geografického rozlozenia NUTS 2 v Pol'sku. Tuto modelova
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Struktaru sme vyuzili aj pri hodnoteni efektivnosti vyuzitia zdrojov na regionalnej Grovni
V tomto ¢lanku.

Objemy finan¢nych prostriedkov implementované v jednotlivych regionoch boli
identifikované na zaklade spracovania udajov o realizovanych projektoch z databazy ITMS.
V pripade projektov realizovanych v jednom NUTS 3 regione islo o relativne jednoduchu
ulohu, v pripade nadregionalnych projektov bolo potrebné realizovat dezagregaciu
pridelenych zdrojov medzi regiény na uzemi ktorych sa projekt realizoval. Pri kvantifikacii
erpania SF a KF v ramci nadregionalnych projektov boli zohl'adnené $pecifikd operaénych
programov a podporovanych projektov, ¢o umoznilo presnejSiu dezagregaciu udajov
0 Cerpani na regionalnu uroven.

2. HLAVNE ZISTENIA

Efektivnost’ geografického rozloZzenia finanénych prostriedkov SF a KF sme posudzovali
z viacerych hladisk. V prvom rade geografické rozdelenie Gerpania prostriedkov SF a KF na
urovni regidonov NUTS 3 do znacnej miery odzrkadl'uje ekonomicku vykonnost’ jednotlivych
regionov (snaha o regionalnu konvergenciu) a charakter projektov realizovanych na ich
uzemi (rieSenie problémovych oblasti, napr. investi¢né dlhy).

S ohl'adom na limitovanu opravnenost cerpania finanénych prostriedkov a relativne nizky
podiel Cerpania v Bratislavskom kraji (BA), bolo v tomto kraji ku koncu roka 2014
vyCerpanych priblizne 9 % celkového objemu vyuziteInych zdrojov. Vzhl'adom na zvySené
tempo Cerpania (investicie do dopravnej infrastruktiry a modernizacie hromadnej dopravy)
Vv priecbehu roku 2014 odsunul Bratislavsky kraj v objeme cCerpania na posledné miesto
Trnavsky kraj (TT). Z dovodu pol'nohospodarskeho zamerania produkcie2 na vacsine izemia
Nitrianskeho kraja (NR) &erpal tento regién podobny objem finanénych prostriedkov zo SF
a KF ako Bratislavsky kraj. VysSia koncentracia velkych infrastruktarnych projektov
realizovanych prevazne v severo-juznej osi Povazia mala za nasledok, Ze takmer 18 %
finanénych prostriedkov zo SF a KF bolo do konca roka 2014 vy&erpanych na tizemi
Trencianskeho kraja (TN). V Trencianskom kraji vydavky na infraStrukturu tvorili viac ako
76 % celkovych vydavkov zo SF a KF smerujucich do tohto kraja. Relativne vysoku
koncentraciu vydavkov na infratruktiiru sme zaznamenali aj v Zilinskom (ZA) a PreSovskom
(PO) kraji, v ktorych tvorili 62 %, resp. 60 % celkovych vydavkov. Dal§iu dvojicu krajov
s podobnou uroviiou Cerpania tvoria Banskobystricky (BB) a Kosicky (KE) kraj, v ktorych
bolo vyerpanych priblizne 12 % celkovych vydavkov zo SF a KF. Podobne ako v
pripade severnej dvojice krajov vychodnej cCasti Slovenska, aj pri tychto krajoch tvorili
vydavky na infrastruktiru priblizne polovicu celkového Cerpania (52 % BB, resp. 47,7 %
KE). Z pohl'adu objemov Cerpanych prostriedkov aich Struktiry existuji zna¢né rozdiely
v geografickom rozdeleni Cerpania finanénych prostriedkov na urovni krajov NUTS 3, ktoré
boli determinované sledovanymi ciel'mi.

Dal§im dolezitym aspektom pri skiimani efektivnosti geografickej alokécie je pohlad na
schopnost’ jednotlivych regionov &erpat’ dostupné finanéné prostriedky zo SF a KF —
absorpcnd kapacita regionov. Pri detailnom pohlade na priebeh Ccerpania finanénych
prostriedkov fondov EU podas programového obdobia 2007 — 2013 je zjavné, ze doslo
k oneskoreniu zacatia redlneho Cerpania. V prvych rokoch programového obdobia, t.j. 2007
a2008, bolo Cerpanie iba marginalne vzhladom na rozsah dostupnych zdrojov, pricom

2 Tento typ produkcie je finanéne podporovany z inych fondov EU.
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podstatni Cast’ vydavkov tvorili prostriedky technickej pomoci vyuzivané subjektmi
zapojenymi do implementacie politiky sudrznosti.

Graf 1: Podiely jednotlivych krajov na &erpani SF a KF

M Bratislavsky kraj

B Trnavsky kraj

B Trenciansky kraj

B Nitriansky kraj

m Zilinsky kraj

m Banskobystricky kraj

1 PreSovsky kraj

m Kosicky kraj

Zdroj: ITMS

Az rok 2009 je mozné povazovat za rok zaciatku redlneho Cerpania finan¢nych prostriedkov
zo SF a KF, pric¢om prevazni &ast prostriedkov &erpanych vtomto roku smerovala na
na$tartovanie infrastruktarnych projektov Vv Trenéianskom, Zilinskom a Banskobystrickom
kraji. Podobny stav sme zaznamenali aj v roku 2010, v ktorom sa zacali realizovat’ vo vacsej
miere infrastrukturne projekty aj v PreSovskom kraji. Od roku 2011 doSlo k
vyraznému zintenzivneniu tempa Gerpania finanénych prostriedkov fondov EU, pri¢om prvy
krat v tomto roku prekrocil vo vSetkych krajoch objem cerpanych prostriedkov sumu 100 mil.
EUR. Do roku 2012 bol viditelny trend rastu intenzity Cerpania vo vsetkych regionoch
Slovenska. V roku 2013 sa tento trend v pripade Styroch krajov zastavil (TT, NR, ZA a BB)
a doslo k miernemu poklesu ¢erpanych finanénych prostriedkov v porovnani s rokom 2012.
To by mohlo indikovat, Ze aktualna arovei Gerpania finanénych prostriedkov zo SF a KF na
urovni niektorych krajov je blizko k ich absorp¢nej kapacite.

Tabul’ka 1: Podiel Gerpanych prostriedkov zo zdroja EU na HDP kraja v %

BA 0,0 0,1 0,2 0,4 0,5 0,6 0,7 1,2 1,2
TT 0,0 0,0 0,4 0,9 15 18 1,6 15 2,6
TN 0,0 0,0 2,0 3,4 3,0 3,3 51 4,2 7,3
NR 0,0 0,0 0,5 1,2 1,9 2,1 1,6 1,4 2,8
ZA 0,0 0,0 1,6 29 3,0 3,0 2,8 3,6 58
BB 0,0 0,0 1,4 3,3 2,9 3,2 2,9 2,2 55
PO 0,0 0,0 0,8 2,6 4,1 4,2 50 3,9 7,0
KE 0,0 0,0 0,4 1,3 2,0 2,7 3,5 2,2 41
SR 0,0 0,0 0,8 1,6 2,0 2,2 2,4 2,2 3,8

Zdroj: vypocty autorov

Tento fakt je podporeny aj relativne vysSou efektivnostou ¢erpanych finanénych prostriedkov
zo SF a KF v pripade Bratislavského kraja, v ktorom tieto prostriedky tvorili menej ako 1 %
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regiondlneho HDP. V priebehu roku 2014 doslo k viacerym komplikdcidm v Cerpani
prostriedkov SF a KF, ktoré sa napriek o¢akavanej akceleracii prejavili naopak medziroénym
poklesom tempa Ccerpania vo vSetkych regidnoch s vynimkou BA aZA. Jednym zo
zakladnych problémov programového obdobia 2007 — 2013 bolo oneskorenie cerpania
finanénych prostriedkov v rokoch 2007 a2008, ktoré bolo len velmi komplikovane
korigované Vv poslednom roku s moznostou cerpania zdrojov. Medzi dalSie problémy
limitujuce uroven ¢erpania v krajoch patrila nedostato¢na pripravenost’ projektovych vyziev
na zaciatku programového obdobia, komplexnost’ problematiky Cerpania, relativne vysoka
administrativna narocnost’ atazko splniteIné podmienky niektorych vyziev, ato
predovsetkym vo vdzbe na malé a stredné podniky.

Graf 2: Cerpanie financnych prostriedkov podla regiénov NUTS 3 vratane kofinancovania, mil. EUR
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Zdroj: autori na zaklade dat z ITMS

Dolezitt informaciu o efektivnosti ¢erpania nam poskytuje pohl'ad na kumulativnu hodnotu
narastu HDP v désledku implementacie SF a KF na trovni jednotlivych krajov. Do konca
roku 2014 bol najvyssi podiel dodato¢ného kumulativneho HDP v porovnani s troviiou HDP
v roku 2007 zaznamenany v pripade Zilinského (38 %), Presovského (35 %) a Trenéianskeho
kraja (25 %). Najnizsi podiel bol v roku 2014 zaznamenany v Bratislavskom Kraji, v ktorom
dosiahol priblizne 12 %. Obdobny vyvoj je mozné vidiet z grafu 3 aj v pripade dopadov
v roku 2015, pricom v PreSovskom, Tren¢ianskom a Zilinskom kraji je mozné ocakavat
vytvorenie dodatoéného HDP thrnne predstavujiceho viac ako polovicu urovne HDP
implementaciou fondov EU v roku 2015, na tGrovni 19 % HDP roku 2007, sa realizoval
Vv Bratislavskom kraji. Je vSak nutné poznamenat’, ze objem prostriedkov ¢erpanych v tomto
regione predstavuje len zhruba 6 % HDP roku 2007 a teda efektivnost’ pouzitia prostriedkov
SF a KF v tomto regione je relativne vysoka.

Na zéklade hodn6t CSF multiplikatora sa ako najefektivnejSi javi Bratislavsky kraj, ktory
predstavuje ekonomicky najsilnejsi region v SR a jeho absorpény potencial aj napriek znacnej
akceleracii v poslednych rokoch programového obdobia vysoko prevySuje objem
alokovanych prostriedkov. Rovnako aj charakter projektov realizovanych v ramci BA
zahfnalo predovSetkym aktivity S vySSou pridanou hodnotou, ktoré generuju vysSie
multiplikacné efekty. Multiplikacné efekty su v tomto kraji relativne vysSie aj z dovodu, ze
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velkd Cast’ Cerpanych zdrojov bola pouzitd na mzdy v pracovne narocnejSich sektoroch
sluzieb. Tieto mzdy nésledne relativne rychlo generuju cez rastici dopyt domadacnosti
dodato¢né nepriame efekty v ekonomike regionu. V tomto kraji dosiahol na konci roku 2014
CSF multiplikator relativne vysokt hodnotu 3,1, avSak podiel ¢erpania na HDP azv roku 2014
prekro¢il 1% HDP, ¢o sa prejavilo na relativne nizSich efektoch v absolitnom vyjadreni.
Skupinu krajov s vys$sou mierou efektivnosti predstavuju Zilinsky, Trnavsky a Nitriansky
kraj, ktoré profitovali zo svojej ekonomickej sily a relativne vysSieho podielu vydavkov na

podporu priemyslu a sluzieb.

Graf 3: Porovnanie kumulativneho cerpania a dodatocného HDP v rokoch 2014 a 2015 podla regionov NUTS 3
a SR, podiel na HDP roku 2007
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Trenciansky kraj, ¢o bolo sposobené vysokym podielom vydavkov na infrastrukturu, pri
ktorych sa multiplikaéné efekty dostavia az s vda¢$im Casovym posunom. Investicie do
infrastruktury so sebou prindsaji aj nizSie nepriame efekty na hospodarstvo regionu
vzhl'adom na relativne niz8i objem mzdovych prostriedkov. Podobnt efektivnost’ dosiahol aj
ekonomicky slabsi Kosicky kraj, v pripade ktorého efektivnost’ do znaénej miery potiahli
vydavky na vyskum a vyvoj a na pomoc priemyslu a sluzbam.

Tabulka 2: Kumulativny multiplikator CSF podla regionov NUTS 3

Bratislavsky kraj 2,2 2,5 2,7 2,6 2,7 3,0 3,1 3,2
Trnavsky kraj 0,8 1,0 1,3 15 1,8 2,0 2,1 2,2
Trenciansky kraj 0,9 1,2 1,3 1,4 15 1,6 1,7 1,8
Nitriansky kraj 0,8 1,0 1,1 1,4 1,6 1,8 2,0 2,0
Zilinsky kraj 1,2 1,6 1,8 19 2,0 2,2 2,3 2,3
Banskobystricky kraj 0,8 1,0 1,1 1,2 1,4 1,6 1,7 1,7
Presovsky kraj 0,9 1,1 1,2 1,3 15 1,6 1,7 1,8
Kosicky kraj 0,9 1,0 1,2 1,3 1,6 1,6 1,7 1,8
SR 14 1,3 1,4 15 1,7 1,8 2,0 2,0

Zdroj: vypocty autorov

Poslednu skupinu s podobnymi hodnotami CSF multiplikatora tvoria ekonomicky najslabsie
kraje Banskobystricky a PreSovsky, v ktorych bola zna¢na Cast’ prostriedkov smerovand do
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budovania a modernizacie infraStruktary, ¢im prispeli k zniZzovaniu ich investi¢éného dlhu. Za
pozitivum je mozné povazovat fakt, ze hodnota multiplikatora sa v pripade vSetkych regiénov
postupne zvySovala a vV pripade ziadneho regionu nebola v roku 2014 niz8ia ako 1. Ako
vysoko efektivne moézeme oznacit' regiony, v ktorych dosiahla troven CSF multiplikatora
hodnotu vyssiu ako 2. Této hranica predstavovala podl'a Bradley a Untiedt (2009) Groveit CSF
multiplikatora, ktoru dosahovali stredne efektivne krajiny v programovom obdobi 2000 —
2006. Hlavnym zdrojom rozdielov regiondlneho multiplikatora je  Struktara
implementovanych projektov, priCom vyssSia efektivnost' bola zaznamenana v regidonoch,
v ktorych sa realizovali projekty s relativne vyS$Sou pracovnou naro¢nostou a mierou pridanej

hodnoty.

3. DISKUSIA A ZAVERY

Dosiahnuté vysledky naznaGuju, Ze geografické rozdelenie finanénych zdrojov SF a KF v
programovom obdibi 2007-2013 sledovalo ciele definované politikou sudrznosti. Ako
najefektivnej$i v Cerpani zdrojov politiky sidrznosti je mozné vyhodnotit’ Bratislavsky kraj,
¢o vsSak bolo determinované v prevaznej miere sektorovou Struktirou prostriedkov ¢erpanych
v tomto kraji, ktora bola relativne vyznamne zamerana na podporu vedy a vyskumu, sluzieb a
I'udskych zdrojov v institiciach zodpovednych za riadenie a implementaciu prostriedkov
fondov EU. Az v roku 2014 sa do $truktriry investicii v tomto kraji pridali aj vydavky na
podporu priemyselnej produkcie.

Hodnoty CSF multiplikatora v jednotlivych regionoch indikuju, Ze vydavky na podporu
priemyslu a sluzieb prinasaju intenzivnejSie okamzité efekty na rast HDP, zatial’ o investicie
do infrastruktiry sa prejavia az s relativne znacnym oneskorenim. Hoci st investicie do
infrastruktury z kratkodobého az strednodobého hladiska menej efektivne, predstavuji
nevyhnutny predpoklad pre buduci d’alsi ekonomicky rast jednotlivych regiénov. Z hladiska
regionalnej alokacie je teda potrebné brat’ do uvahy konflikt medzi rastovou a kohéznou
alokaciou SF a KF v programovom obdobi 2007-2013. Geograficka efektivnost’ rozdelenia
zdrojov merand CSF multiplikatorom indikuje snahu o plnenie cielov NSRR, a finan¢né
prostriedky boli do zna¢nej miery alokované geograficky efektivne.

Vysledky efektivnosti merané hodnotou CSF multiplikatora ukézali, Ze v Ziadnom z krajov
neboli prostriedky fondov EU v programovom obdobi 2007-2013 vyuzité neefektivne,
nakol'ko vo vSetkych regionoch dosiahla hodnota CSF multiplikatora hodnotu vyssiu ako 1.
Najvyssiu efektivnost’ sme zaznamenali v pripade Bratislavského a Zilinského kraja v pripade
ktorych sa pozitivne prejavili najmé investicie do oblasti vedy a vyskumu. Za relativne
vysoko efektivne mozno povsazovat kraje v pripade ktorych dosiahla urovein CSF
multiplikatora hodnotu vyssiu ako 2 (BA, TT, NR a ZA).

Je zrejmé, Ze ciele politiky stdrznosti a podpory ekonomického rastu na narodnej a
regionalnej Urovni moézu byt protichodné z hladiska alokéacii ako aj predpokladanej
efektivnosti Cerpania. Je preto dolezité dat’ do suladu ciel’ politiky sudrznosti a jeho vplyvu na
ekonomicky vyvoj na narodnej a regiondlnej urovni (narodnd vs. regiondlna konvergencia) v
ramci tvorby ucelenej rozvojovej politiky.
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UVOD DO EKONOMETRICKEJ ANALYZY SO SYSTEMOM R!
INTRODUCTION TO ECONOMETRIC ANALYSIS WITH R SYSTEM

Martin Lukacik

Abstrakt

Rozvoj ekonometrickej analyzy je v poslednych rokoch uzko spojeny s rozvojom vypoctovej
techniky a zodpovedajiceho softvéru. Bez kvalitného programového vybavenia by sme
nemohli realizovat’ takmer ziadne analyzy. V tomto prispevku sme sa rozhodli predstavit
zaklady ekonometrickej analyzy s programovacim systémom R, ktory je volne dostupny
a predstavuje kvalitnu alternativu komerénym Specializovanym softvérovym produktom.

KUrucové slova: ekonometrickd analyza, programovaci systéem R, RStudio

Abstract

The development of econometric analysis is in recent years closely linked to the development
of computers and appropriate software. Without quality software, we could not implement
almost any analysis. In this paper, we decided to introduce the basics of econometric analysis
with R programming system, which is freely available and it is a quality alternative to
commercial software product.

Keywords: econometric analysis, R programming system, RStudio

1 UVOD

Postup ekonometrickej analyzy si vysvetlime na dvoch prikladoch linearnych regresnych
modelov, priom vyuzijeme Udaje o vydavkoch domacnosti na spotrebu a disponibilnom
prijme, ktoré uvadza Hatrak (2003). Udaje k prvému prikladu sa daju stiahnut’ napriklad na
internetovej stranke http://fhi.sk/files/katedry/kove/ucebnice/EMEG/Kap02-pr5.xls.

Okrem tohto prikladu vyuzivajuceho prierezové data, na ktorom ukazeme testovanie
heteroskedasticity, prezentujeme aj priklad s Casovymi radmi a viacerymi vysvetlujucimi
premennymi O spotrebe cigariet v zavislosti od realneho prijmu na osobu a redlnej ceny
cigariet, ktory uvadza Ramanathan (1998), na ktorom ukazeme testovanie autokorelacie.
Udaje k druhému prikladu sa nachadzajti v harku Kap7Tab31 v stibore Ekonometrial .xls na
internetovej stranke http://fhi.sk/sk/katedry-fakulty/kove/ucebnice/ekonl.

Najskor ulozime stibor Kap02-pr5.xls v Exceli vo formate typu .csv. Skor ako urobime to isté
s harkom Kap7Tab31 suboru Ekonometrial.xls, dopiSeme nad roky do prvej bunky nazov
stipca ROK. Nasledne mozeme subory s datami, ktoré si podla slovenskych pravidiel
(oddelovac bodkociarka a pre desatiny ¢iarka) importovat’ ako Lukacik et al (2016) prikazmi:

> hatrak <- read.csv(file = "Kap02-pr5.csv", sep=";")

> ramanathan <- read.csv(file = "Ekonometrial.csv"”, sep=";", dec =",")
> attach(hatrak)

> attach(ramanathan)

! Prispevok vznikol s podporou projektov VEGA 1/0444/15 "Ekonometricka analyza produkénych moznosti
ekonomiky a trhu prace na Slovensku" a VEGA 1/0028/14 "Regionalne modelovanie ekonomického rastu krajin
EU s dérazom na modely priestorovej ekonometrie".
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2 ODHAD PARAMETROV LINEARNYCH MODELOV

Pri odhade parametrov linearneho regresného modelu pomocou metédy najmens$ich Stvorcov
(MNS) mézeme vyuzit silni podporu maticového zapisu systému R alebo jeho funkcie.

Predpokladajme pre vydavky domacnosti na spotrebu model v tvare:

spotreba, = £, + 5, prijem, +u; 1)
a pre spotrebu cigariet logaritmicky model v tvare:
InQ =4+ B InY, + B, InR + 5,082+, (2)

Pre vektor odhadnutych parametrov |§ plati podl'a MNS znamy vztah:
~ -1
B=(X"X) X'y ©)

kde X je matica vysvetlujucich premennych, ktorej prvy stipec v prvom priklade je vektor
Jednotlek druhy stipec je vektor pri Jem ay je vektor spotreba. V druhom pripade je opét
prvy stipec vektor jednotiek, druhy stipec je vektor logaritmov Y, treti stipec je vektor
logaritmov P, §tvrty stipec je vektor umelej premennej D82 a 'y je vektor logaritmov Q.

Vytvorime maticu vysvetl'ujucich premennych Xh pre model (1) a maticovymi operatormi
(solve() pre inverziu matice, t() pre transpoziciu matice a %*% pre sucin dvoch matic)
vypocitame vektor B (ozna¢ime ho beta_vyrl). Nasledne model odhadneme funkciou Im
a jeho odhad zapiseme do objektu lin_mod1. Porovnanim vidime, ze vysledky sa zhoduju.

Vytvorime maticu vysvetlujacich premennych Xr pre model (2) a rovnakymi maticovymi

operatormi vypocitame vektor B (oznatime ho beta_vyr2). Nasledne model odhadneme

funkciou Im ajeho odhad zapiSeme do objektu lin_mod2. Porovnanim opét vidime, Ze
vysledky sa zhoduju.

Postup odhadu parametrov modelu (1) maticovo a zabudovanou funkciou Im:

> Xh <- cbind(1, prijem) # vytvorime maticu vysvetlujiicich premennych Xh
> peta_vyrl <- solve(t(Xh) %*% Xh) %*% t(Xh) %*% spotreba # odhad vektora beta_vyrl
> |Im(spotreba ~ prijem) # odhad parametrov linearneho modelu funkciou
> lin_mod1 <- Im(spotreba ~ prijem) # odhad zapiseme do objektu lin_modl
> summary(lin_mod1) # komplexnejsi vypis informacii 0 parametroch z odhadu

Postup odhadu parametrov modelu (2) maticovo a zabudovanou funkciou Im:
> Xr <- chind(1, log(Y), log(P), D82) # vytvorime maticu vysvetlujicich premennych Xr
> peta_vyr2 <- solve(t(Xr) %*% Xr) %*% t(Xr) %*% log(Q) # odhad vektora beta_vyr2
> Im(log(Q) ~ log(Y) + log(P) + D82) # odhad parametrov linearneho modelu funkciou
> lin_mod2 <- Im(log(Q) ~ log(Y) + log(P) + D82) # odhad zapiseme do objektu lin_mod2
> summary(lin_mod2) # komplexnejsi vypis informacii 0 parametroch z odhadu
Odhadnuty model (1) pre vydavky domacnosti na spotrebu ma tvar:
spotreba, = —632,93 + 0,7267prijem; n=>50
(922,08) (0,046) 6=1865 F=2455
[-0,686] [15,67] R>=0,8365 RZ =0,8330

adj

Pod hodnotami odhadnutych parametrov st zapisané¢ odhady Standardnych odchylok
parametrov (v okrihlych zatvorkach) a t-Statistik (v hranatych zatvorkach).
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Odhadnuty model (2) pre spotrebu cigariet ma tvar:
InQ,=-4,636 + 0,684InY;— 0,322InP;— 0,125D82 n=29

(0576) (0,075) (0,089 (0,028) 6=0,0472 F=41
[-8,050] [9,085] [-3,630]  [-4,404] R*=0,8311 R’;=0,8108
Console
Console ! =/1 = Xr <- cbind(1, Tlog(¥), log(P), D82)
» Xh <- cbind(1, prijem) > beta_vyr2 <- solve(t(Xr) %*% Xr) %¥*% t(xr) %*% log(Q)
> beta_vyrl <- solve(t(xh) %*% xh) %*% t(Xh) %*% spotreba > beta_vyr2
> beta_wyrl [,11
[,1] -4.6360081
-632.9266479 0.6841978
prijem  0.7267341 -0.3220709
> Im(spotreba ~ prijem) D82 -0.1245595
> Tm(log(Q) ~ log(¥) + log(P) + D82)
Call:

call:

Im(formula = spotreba ~ prijem) Im(formula = Tog(Q) ~ Tlog(¥) + log(P) + D82)

Coefficients: Coefficients:

(Intercept) prijem (Intercept) Tog(¥) Tog(P) D82
-632.9266 0.7267 -4.6360 0.6842 -0.3221 -0.1246
= Tin_modl <- Im(spotreba ~ prijem) > lin_mod2 <- Im(log(Q) ~ Tog(¥) + log(P) + D82)
> summary (1in_modl) > summary (1in_mod2)
call: Ccall:
ImCformula = spotreba ~ prijem) Im(formula = Tog(Q) ~ Tog(Y¥) + log(P) + D82)
Residuals: Res'idua_ﬂs:
Min 1la  Median 3Q Max
Min 19 Median 30 Max 0.12045 -0.02273 -0.01360 0.01795 0.12167
-3781.1 -1000.1 54.4 1287.4 4630.9 ) ) ) ) )

- Coefficients:
Coefficients: Estimate Std. Error t value Pr(>[t])

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl) (Intercept) -4.63601 0.57589 -8.050 2.10e-08 ***
(Intercept) -632.92665 922.07874 -0.686 0.496 Tog(Y) 0.68420 0.07531  9.085 2.14e-09 ***
prijem 0.72673 0.04638 15.668 <Ze-16 *¥** Tog(P) -0.32207 0.08872 -3.630 0.001272 **
N D82 -0.12456 0.02828 -4.404 0.000175 *¥**
Signif. codes: - " "
0 tx%x1 g Q0L ‘%% Q.01 ‘%' 0.05 ‘.’ Q.1 ¢ ' 1 Signif. codes:

Q ¢wxx? 0 001 ‘*** Q.01 ‘** 0.05 ‘.’ 0.1 1

Reiwc.lu]ﬂ standardd?rrgré3é§65 on 38 deg;ees of frst-adog 833 Residual standard error: 0.04719 on 25 degrees of freedom
Mu t1p,e Illfsquar‘e - - ’ Adjusted R-squared: " Multiple R-squared: 0.8311, Adjusted R-squared: 0.8108
F-statistic: 245.5 on 1 and 48 DF, p-value: < 2.2e-16 F-statistic: 41 on 3 and 25 DF, p-value: 8.36le-10

Obrazok 1: Odhad parametrov oboch linedrnych modelov maticovo a funkciou

3 DALSIE VYSLEDKY ODHADU VYPOCITANE FUNKCIOU LM

Pri odhade modelu pomocou funkcie sa vypocita az 12 rdéznych zloziek objektu. Pozriet’ si ich
mozeme v okne Environment programu RStudio alebo vypisat’ prikazom names(lin_mod1).
Vypocitané su: coefficients, residuals, effects, rank, fitted.values, assign, gr, df.residual,
xlevels, call, terms a model.

Na obr. 1 vidime, aké informacie ziskame pomocou prikazu summary(lin_mod1). Ak by sme
priradili summary() do objektu s nazvom napriklad out_lin_mod1 prikazom:

> out_lin_mod1 <- summary(lin_mod1)

a pre tento objekt si pozreli jeho zlozky prikazom names(out_lin_mod1), vidime, Ze priradené
st: call, terms, residuals, coefficients, aliased, sigma, df, r.squared, adj.r.squared, fstatistic
a cov.unscaled. Niektoré zlozky su totozné so zlozkami objektu model. Vyhodou priradenia
k objektu je, ze mame k nim priamy pristup cez nazov objektu, za ktory dame znak dolara
a zan zapiSeme nazov zlozky. Napriklad F Statistika hypotézy, ¢i sa vSetky parametre modelu
okrem konstanty siéasne rovnaju 0, vypisana na konci summary s p-value hodnotou, sa ziska:

> out_lin_mod1$fstatistic
a okrem jej presnejSej hodnoty 245,4968 sa zobrazia aj stupne vol'nosti Citatel'a a menovatela.

Tabulka s odhadnutymi parametrami, odhadmi ich Standardnych hodnoét, t Statistikami
a pravdepodobnostnymi hodnotami je v zlozke coefficients, ktory je maticou. To znamena, ze
na jej prvky sa odvolame ich poziciou, napr. Standardnd odchylka parametra sklonu
k spotrebe je out_lin_mod1$coefficients[2,2].

79



Podobne (XTX)'l je v zlozke cov.unscaled, ktora je maticou a na jej prvky sa odvolame ich
poziciou. Ak by sme jej pomocou chceli ziskat’ rozptyl parametra sklonu k spotrebe, musime

M A w7 . W M W 4 . _1 r
najskor vypoéitat’ varianéno-kovarianénti maticu V = o (XTX) prikazom:

>V <-out_lin_mod1$cov.unscaled*out_lin_mod1$sigma’2
a nasledne sa odvolame na jeho poziciu V[2,2].
Pre odhadnuty model existuje okrem summary() nickol’ko d’alSich tzv. generickych funkcii:

o coef() (alebo coefficients()) vyberie odhadnuté parametre,

e resid() (alebo residuals()) vyberie rezidualy,

o fitted() (alebo fitted.values()) vyberie vyrovnané hodnoty,

confint() konfiden¢né intervaly odhadnutych parametrov,

predict() progndézované hodnoty pre nové udaje,

vcov() odhadnuta varianéno-kovarianéna matica (netreba ratat’ V cez cov.unscaled),
anova() analyza rozptylu,

plot() diagnostické grafy,

deviance() sucet Stvorcov rezidualov,

logLik() logaritmus vierohodnostnej funkcie,

AIC() pripadne BIC() Akaikeho prip. Schwarzovo informa¢né kritérium.

Potom napr. bodovy odhad (druha ¢ast’ vypisu za call pri zadani odhadu modelu funkciou) sa
da ziskat’ prikazom:

> coef(lin_mod1)
a intervalovy odhad na 5 % hladine vyznamnosti zasa prikazom
> confint(lin_mod1,level = 0.95)

Pri progndézovani je vhodné vytvorit novy datovy rdmec, aby sme neprepisali skutocné
hodnoty vysvetl'ujicich premennych. KedZe najvicsia hodnota prijmu v tdajoch je 29721,
zadame nové hodnoty ako sekvenciu od 30000 po 54000 zo skokom 1000 prikazom:

> new_x <- data.frame(prijem=seq(30000,54000,1000))

a nasledne prognézujeme spotrebu pre tieto hodnoty prijmu vratane Standardnych odchylok.
Argumentom interval = "confidence" vypocitame intervalové prognézy pre stredné hodnoty
vysvetl'ujucej premennej (leZiace na regresnej priamke) a argumentom interval = "prediction”
vypocitame intervalové prognézy pre individualne hodnoty vysvetl'ujucej premennej:

> predict(Im(spotreba ~ prijem), new_x, se.fit = TRUE, interval = "prediction™)
Pri prognoze jednej hodnoty (napr. pre prijem = 20000) mézeme oba kroky spojit’ do jedného:
> predict(Im(spotreba ~ prijem), data.frame(prijem=20000), se.fit=TRUE, interval = "prediction™)

Pri praci s ¢asovymi radmi mdze byt vyhodné premennt zaviest' ako objekt typu ts, lebo
vtedy mézeme vyuzit' diferencie a oneskorenia premennych. V tomto type objektu sa definuje
prvé a posledné obdobie a frekvencia dat (rocné =1, Stvrtro¢né = 4, mesacné = 12). Nase data:

> Q <- ts(data = ramanathan$Q, start=1960, end=1988, frequency = 1)
> Y <- ts(data = ramanathan$Y, start=1960, end=1988, frequency = 1)
> P <- ts(data = ramanathan$P, start=1960, end=1988, frequency = 1)
> D82 <- ts(data = ramanathan$D82, start=1960, end=1988, frequency = 1)
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4 GRAFY ZAVISLOSTI PREMENNYCH A VYSLEDKOV ODHADU

Okrem odhadov ndm programovaci systém R mdze poslazit’ aj na vizualizaciu dat pomocou
grafov. Zakladnym prikazom zobrazenia vzajomnej zavislosti dvoch premennych je plot. Ako
prvy argument zadavame premennii na osi X a nasledne premennt na osi y. Dalsie argumenty
Specifikuju tvar znaku oznacujuceho hodnoty (pch), ich farbu (col), nadpis grafu (main),
mierky osi alebo legendu.

> plot(prijem, spotreba, pch=16, col="blue", main="Vydavky domacnosti") # graf zavislosti

Ak sme odhadli parametre modelu pomocou funkcie Im, moézeme zobrazit' na grafe aj
regresna priamku prikazom abline s prvym argumentom nazvom modelu. DalSie argumenty
Specifikuju vlastnosti regresnej priamky, napriklad jej hrabku (lwd).

> abline(lin_mod1, Iwd=2) # prida do grafu regresnu priamku
Ak sme odhadli model pomocou funkcie Im, mézeme zobrazit’ na tomto grafe aj rezidualy.

Na zobrazenie rezidudlov na tomto bodovom grafe si potrebujeme vytvorit premenné, do
ktorych si zapaméatame vektor hodndt rezidudlov a vektor vyrovnanych hodnét.

> res <- signif(residuals(lin_mod1), 5) # zapamdtame si zaokriihlené rezidudaly
> pred <- predict(lin_mod1) # zapamdtame si vyrovnané hodnoty spotreby

Rezidualy zobrazime funkciou segments ako Ciary spajajuce dvojice bodov skuto¢nych
hodnét (prvé dva argumenty st ich stradnice X a y) a vyrovnanych hodnét z modelu (d’alsie
dva argumenty st ich suradnice X a y). Na lepsie odliSenie im zmenime farbu na svetlo modru.

> segments(prijem,spotreba,prijem,pred,col="light blue™) # zobrazi rezidualy ako ciary

Ak chceme namiesto rezidualov zobrazit’ intervalovi prognézu ako hranice okolo regresnej
priamky, najskor ju musime vypocitat’ (varuje nés, ze prognézujeme pre podvodné tdaje):

> predf <- predict(lin_mod1, interval="prediction", level=0.95) # vypocet intervalu prognozy
> plot(prijem, spotreba, pch=16, col="blue", main="Vydavky domacnosti") # graf zavislosti
> abline(lin_mod1, Iwd=2) # prida do grafu regresni priamku
> lines(prijem, predf[,2], col="red", Iwd=2)  # pridd dolnii hranicu ako 2. stipec prognézy
> lines(prijem, predf[,3], col="red", wd=2)  # pridd hornii hranicu ako 3. stipec prognézy
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Obrazok 2: Graf regresnej priamky so zobrazenymi rezidudlmi vliavo a s prognozou vpravo
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Medzi generickymi funkciami odhadnutého modelu je aj plot(), ktory slazi na zobrazenie
diagnostickych grafov. Ak by sme priamo zadali plot(lin_modl), tak by nas program postupne
4 krat vyzval na stlacenie kldvesu Enter, aby ndm zakazdym zobrazil iny diagnosticky graf.
Ak chceme zobrazit’ vSetky 4 grafy spolu, musime pred prikazom plot rozdelit’ zobrazovaciu
plochu na 4 ¢asti, pre kazdy graf jednu (po zobrazeni to vratime spat’ par(mfrow = c(1, 1))):

> par(mfrow = c¢(2, 2))

> plot(lin_mod1)
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Obrazok 3: Diagnostické grafy odhadnutého linearneho modelu (4 predvolené typy)

Reziduély podla prvého grafu vyzeraju byt heteroskedastické (pre viacSie vyrovnané hodnoty
su viac rozptylené) a podl'a druhého QQ grafu maji normalne rozdelenie (body lezia takmer
na priamke). Vsetky grafy ndm do pozornosti davaju pozorovania 2, 41 a 47, ktoré najviac
vplyvaji na vysledny odhad.

Ak pracujeme s ¢asovymi radmi a vytvorili sme udaje typu ts (s Casovou peciatkou time
stamp), mozeme pre kazdu premennt tato peciatku zobrazit’, napr. pre Q prikazom tsp(Q).
Zobrazenie asového vyvoja jednej premennej, napr. Q, sa vykona prikazom:

> plot(Q, col="blue", lwd=2, main="Spotreba cigariet")

Zobrazenie asového vyvoja viacerych premennych sa vykona prikazom:

> ts.plot(log(Q),log(Y),log(P),gpars=list(xlab="year" ylab="logs",Ity=c(1:3),col=1:3))
> legend("topright", c("Q", "Y", "P"), bty = "n", col = 1:3, Ity = ¢(1:3))
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Obrazok 4: Graf jednej a viacerych premennych v case

Rovnako vieme zobrazit’ aj priebeh rezidualov alebo porovnat’ vyrovnané a skuto¢né hodnoty
zavislej premennej V Case, ak ich zadame ako typ ts:

> res2 <- ts(data=residuals(lin_mod2), start=1960, end=1988, frequency = 1)

> pred2 <- ts(data=predict(lin_mod2), start=1960, end=1988, frequency = 1)

> ts.plot(res2, 0, gpars=list(ylab="Rezidudly", lty=c(1,2)))

> ts.plot(log(Q), pred2, res2, 0, gpars=list(lty=c(1,1,1,2), col=1:4))

> legend("center", c("log(Q)", "vyrovnané", "rezidualy"), bty = "n", col = 1:3, Ity = 1)
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Obrdzok 5: Graf rezidudlov v case a Vyrovnané a skutocné hodnoty zavislej premennej v case

5 TESTOVANIE A RIESENIE HETEROSKEDASTICITY

Ako sme naznacili uZz pri diagnostickych grafoch, predpokladame, ze rezidualy modelu
vydavkov domécnosti na spotrebu nie su konStantné. Tento predpoklad je dolezité overit
pomocou niektoré¢ho ztestov heteroskedasticity. NajpouzivanejSim testom je Breuschov-
Paganov test, ktory vysvetl'uje napr. Lukacik et al (2013).

Vo vSeobecnom linedrnom modeli:
Yi = By + BXiy + BoXip + ot BX T, (4)

predpokladdme, ze rozptyl ndhodnych zloziek jednotlivych pozorovani je funkciou
nendhodnych premennych 73, Z, az Zy, pricom tymito premennymi moZu byt niektoré alebo
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aj vSetky vysvetlujiice premenné v§eobecného modelu Xj, ale aj l'ubovolné iné nestochastické
premenné. Zvycajne predpokladdme linedrny funkény vztah medzi rozptylom nahodnych
zloziek a tymito premennymi:

ol =, + oz, vz, + a7 (5)

Test overuje nulova hypotézu o nepritomnosti heteroskedasticity, ¢i sa vSetky parametre o;
s vynimkou konstanty sucasne rovnaju 0. Testovacia procedura sa realizuje v tychto krokoch:

1. odhadneme parametre modelu metédou najmensich Stvorcov a vypocitame hodnoty
rezidualov € a ich $tvorce ei2 pre kazdé pozorovanie,

. . , y a2 I
2. vypotitame priemerni hodnotu §tvorca rezidualu e*==>"e’,
i1
3. vytvorime novi pomocnu premennu, ktorej hodnoty ziskame ako podiel Stvorca rezidualu
a priemernej hodnoty $tvorca rezidualu g, =e’ / e,
4. odhadneme parametre modelu, kde nova pomocna premenna je zavislou premennou
a vysvetl'ujacimi premennymi su Z3, Z, az Z, zo vztahu (5),
5. testovacia Statistika Breuschovho-Paganovho testu je jednou polovicou vysvetleného
suctu Stvorcov ESS z tohto modelu.

Zapredpokladu, ze ,,problémovou premennou* spésobujtiicou heteroskedasticitu (Z;) je prijem,
sa B-P postup da v programovacom systéme R vykonat’ nasledovnou sekvenciou prikazov:

> g <- (residuals(lin_mod21)"2)/(devn=deviance(lin_mod1)/length(residuals(lin_mod1)))
> lin_mod1bp_test <- Im(g ~ prijem)  # model zavislosti g od ,, problémovych premennych *
> ppstat <- (var(g)*(length(g)-1)-deviance(lin_mod1bp _test))/2 # B-P statistika

Vzhl'adom na istu komplikovanost’ postupu vypoctu Statistiky B-P navrhli Koenker a Bassett
alternativu tohto testu, ktora je jednoduchsie a rychlejSie vypocitate'na. V ich postupe nie je
nevyhnutné zavadzat'" pomocnu premennu do testovacieho modelu, ale postacuju priamo
Stvorce rezidudlov ziskané metddou najmensich Stvorcov. Testovacia Statistika Koenkerovho
verzie testu sa vypodita ako nR?.

> lin_mod1bp_koenker <- Im(residuals(lin_mod1)"2 ~ prijem)  # testovaci model Koenkera
> koenker <- summary(lin_mod1bp_koenker)
> bpkoenker <- length(residuals(lin_mod1bp_koenker))*koenker$r.squared # B-P Koenker

Nulovt hypotézu homoskedasticity pre obe Statistiky zamietame, ak st vicSie ako kriticka
hodnota *-rozdelenia s poétom stupiiov volnosti = po&tu premennych testovacicho modelu.
Statistiky bpstat = 6,0849 aj bpkoenker = 7,2023 si1 vicsie ako y(1) = 3,8415.

Vidime, ze v celom postupe sa odvolavame iba na vypocitané hodnoty z pévodného modelu.
A takisto, ze zmenit’ ,,problémovu premennt* sposobujicu heteroskedasticitu (resp. pridat’ ich
viac) je velmi jednoduché, lebo len v druhom prikaze inak Specifikujeme pomocny model
zavislosti pomocnej premennej g. Vytvarat’ nova funkciu, aj ked’ je to lakavé, nemusime, lebo
uz bola vytvorena, ale aby sme ju mohli pouzivat’, vyzaduje instalovat’ pridavny balik Imtest.

Po nainstalovani a spristupneni balika Imtest prikazmi:
> install.packages("Imtest")
> library(Imtest)

sa Koenkerova verzia Breuschovho-Paganovho testu heteroskedasticity spusti pre odhadnuty
model prikazom:
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> pptest(lin_mod1)

Pokial’ sa zad4 ako argument iba ndzov modelu, su za ,,problémové premenné“ povazované
vSetky premenné modelu, ktorych rezidudly podozrievame z heteroskedasticity, ¢o je nas
pripad (takou premennou je prijem). Ak chceme testovat’ vlastni predpokladanu zavislost
rezidualov, zadame ju v tvare odhadovaného modelu ako druhy argument. Potom:

> pptest(lin_mod1, ~ prijem + I(prijem"2))

testuje zavislost vtvare: e =a,+a,prijem +a,prijem’, pricom sme vyuZili moznost
izolacie vypoctu kvadratickej funkcie pomocou I() ako insulate v zadani linearneho modelu.
Tato Specifikacia, mimochodom, zodpovedd Whiteovmu testu zavislosti Stvorcov rezidudlov
od vysvetlujucich premennych, $tvorcov vysvetlujicich premennych a vzajomnych sac¢inov
vysvetl'ujacich premennych (v modeli s 1 vysvetl'ujicou premennou vzajomné suciny nie si).

RieSenim heteroskedasticity je odhad vazenou metdédou najmensich Stvorcov, o znamena, ze
obe strany vseobecného lineérneho modelu 4) Vydelime Standardnou odchylkou a dostaneme:

ﬂo +131 +182 + +ﬂk_+_ (6)
of of of of o, C;
¢o uz je model s homoskedastickymi ndhodnymi zlozkami. Pre nas pripad podl'a B-P testu,
kde $tvorce rezidualov (nahradzajtice rozptyl) st funkciou premennej prijem, to znamena, ze
celt rovnicu predelime odmocninou premennej prijem:

spotrebai prijem LU )
J/ prijem, «/prljem \/pruem J prijem

Pri odhade modelu vyuzZivame nielen izolaciu vypoctu druhej odmocniny, ale aj odhad bez
absolutneho ¢lena, ktory sa v Specifikacii zada pridanim -1 na koniec (alebo 0 + na zaciatok):

> lin_mod1 vaz <- Im(I(spotreba/sqrt(prijem)) ~ I(1/sgrt(prijem)) + I(prijem/sgrt(prijem)) -1)
> summary(lin_mod1_vaz) # komplexnejsi vypis odhadu vdzeného modelu

Funkcia Im ma moznost’ pri odhade linearneho modelu priamo zadat’ vahy prostrednictvom
argumentu weights. Z premennej zadanej pri odhade vazenou metéodou ako vahy sa
automaticky pocita druha odmocnina a az td sa pouzije pri vypocte, preto sa zada ako 1/prijem:

> lin_mod1_weight <- Im(spotreba ~ prijem, weights = I(1/(prijem)))
> summary(lin_mod1_weight)

Vysledky odhadu parametrov oboch spdsobov su rovnaké, sprievodné Statistiky sa liSia.

6 TESTOVANIE A RIESENIE AUTOKORELACIE

Predpokladajme, ze rezidualy modelu spotreby cigariet su autokorelované. Tento predpoklad
je dolezité overit pomocou niektorého ztestov autokorelacie. NajpouzivanejSim testom
autokorelacie 1. radu je Durbinov-Watsonov test, ktory vysvetl'uje napr. Lukacik et al (2013).

Vytvarat' funkciu na vypocet Durbinovej-Watsonovej Statistiky nemusime, lebo uz bola
vytvorend, a rovnako ako v predoslom pripade vyzaduje instalovat’ pridavny balik Imtest.
Ked'Ze to sme uz urobili, staéi nam zadat’ prikaz dwtest() s argumentom nazvom modelu:

> dwtest(lin_mod2) # DW test autokorelacie radu 1

Vysledna hodnota DW = 1,4569 je doplnena pravdepodobnostnou hodnotou p-value = 0,0199,
ktora zobrazuje hladinu vyznamnosti, od ktorej zamietame Hp 0 nepritomnosti autokorelacie.
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Pri publikovanej pravdepodobnostnej hodnote nemusime konfrontovat’ vysledok s tabul’kami,
ktoré obsahuju oblast’ na ktorej nevieme rozhodnut’ (sem patri vysledok), ale preferujeme zaver
ziskany z p-value, lebo ta zohl'adiiuje konkrétnu maticu vysvetl'ujacich premennych.

Na testovanie autokorelécie, a to nielen 1. radu, existuji d’alsie testovacie postupy navrhnuté
Ljungom a Boxom alebo Breuschom a Godfreyom. Ljungov- Boxov test vypocitavany pre
I'ubovol'ny ¢asovy rad zadame prikazom Box.test() s argumentmi rad rezidualov a typ:

> Box.test(residuals(lin_mod2), type = "Ljung-Box") # LB test autokoreldcie radu 1 (default)
> Box.test(residuals(lin_mod2), type = "Ljung-Box", lag = 2) #LB test autokoreldcie radu 2

Vysledna hodnota LB; = 2,2892 je mensia ako kritickd hodnota z*-rozdelenia s poctom
stupiiov volnosti = testovanému radu autokorelacie, *(1) = 3,8415. Nezamietame Ho
0 nepritomnosti autokorelacie 1. radu (ani 2. radu, lebo LB, = 3,8163 < 4(2) = 5,9915).

Breuschov a Godfreyho test pre rezidualy zadame prikazom bgtest() s ndzvom modelu:
> pgtest(lin_mod?2) # BG test autokoreldcie radu 1 (default)
> pgtest(lin_mod2, order = 2) # BG test autokorelacie radu 2

Vysledna hodnota BG; = 2,8854 je mensia ako kritickd hodnota z*-rozdelenia s po&tom
stupiiov volnosti = testovanému radu autokorelacie, 7*(1) = 3,8415. Nezamietame Ho
0 nepritomnosti autokorelacie 1. radu (ani 2. radu, lebo BG; = 4,8185 < #*(2) = 5,9915).

Ak by sme postup zopakovali pre model spotreby cigariet bez umelej premennej D82:

INQ, =4, + 4. InY +5,InR +y, (8)
tak vsetky testy zamietnu nepritomnost’ autokorelacie 1. radu:
> lin_mod2b <- Im(log(Q) ~ log(Y) + log(P)) # odhad zapiseme do objektu lin_mod2b
> summary(lin_mod2b) # komplexnejsi vypis informacii 0 parametroch z odhadu
> dwtest(lin_mod2b) # DW test autokoreldcie radu 1
> Box.test(residuals(lin_mod2), type = "Ljung-Box") # LB test autokorelacie radu 1
> pgtest(lin_mod?2) # BG test autokoreldcie radu 1

lebo DW = 1,0201 s jej p-value = 0,0006 a LB; = 7,2384 a BG; = 8,9685 su1 vi&sie ako y*(1).

Ako rieSenie autokorelacie zvolime dynamizaciu modelu (aj ked’ podl’a dvoch testov pomohlo
zaradenie umelej premennej — vidime v modeli (2)), tzn. pridanie oneskorenej zavislej
premennej medzi vysvetl'ujice premenné (ked’ze mame autokorelaciu radu 1, priddme zavisla
premennu oneskorent o 1 obdobie) a logaritmicky model spotreby cigariet bude mat’ tvar:

INQ =4+ A InY + 5 InE+4InQ, +u, ©)

Odhad parametrov tohto modelu si vyzaduje vytvorenie nového datového ramca, do ktorého
zahrnieme casovy prienik existujucich pouzitych premennych (oneskorena premenna existuje
0d 1961 do 1989, pricom vsetky ostatné premenné od 1960 do 1988) od 1961 do 1968. Prikaz
na prienik udajov je ts.intersect. Pri vytvarani prieniku vyuZzijeme funkciu lag na oneskorenie
objektu ts o 1 obdobie, k = —1. Novy datovy ramec pouzijeme na odhad modelu lin_mod3.

> ram_dat <- ts.intersect(IQ = log(Q), 1Q1 = lag(IQ, k = -1), IY = log(Y), IP = log(P))

> lin_mod3 <- Im(1Q ~ IY + IP + 1Q1, data = ram_dat)

> summary(lin_mod3)

Testovanim autokorelacie rezidualov modelu lin_mod3 sa nepreukaze jej pritomnost’.
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7 PRIDAVNE BALIKY PRE DALSIE EKONOMETRICKE ANALYZY

Tento ivod nemozZe postihnlt’ rozsiahle mozZnosti, ktoré ponuka ekonometricka analyza. Ale
prakticky pre kazdy bezny problém uz boli navrhnuté pridavné baliky.

Problematika dynamickych modelov s oneskorenymi premennymi sa lepSie rie$i pomocou
balika dynlm, v ktorom st dovolené diferencie premennej pomocou d(meno_premennej) alebo
oneskorenia premennej o0 k obdobi pomocou L(meno_premennegj, k).

Oblast’ panelovych dat je spracovana v baliku plm, kde sa v odhade modelu naviac $pecifikuje
typ modelu model = "pooling”, model = "within" pre fixné efekty alebo model = "random”
pre nahodné efekty so spresnenim cez random.method. Samozrejme v datovom ramci je

charakterizovany prierezovy aj ¢asovy rozmer, napr. pomocou index = c("country”, "year™").

Pre viacrovnicovy systém linearnych rovnic je ureny balik systemfit, ktory umoziuje odhady
metodami "OLS", "SUR", "2SLS", "3SLS", "WLS" a "W2SLS".

Pre regresné modely priestorovej ekonometrie su uréené baliky spdep a sphet (pristup GMM).
Balik splm je vhodny pre priestorové panely a probit modely st v baliku spatialprobit.

Pocet publikovanych balikov neustale rastie a mnoho oblasti je rieSenych viacerymi balikmi,
preto na ul'ahcenie orientdcie medzi nimi vytvorili tvorcovia systematizovany katalog balikov
podrla oblasti na stranke https://cran.r-project.org/web/views/, kde je zaradena aj ekonometria
https://cran.r-project.org/web/views/Econometrics.html.
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UVOD DO PRACE SO SYSTEMOM R*
INTRODUCTION TO R SYSTEM

Martin Lukacik, Adriana Lukacikova, Karol Szomolanyi

Abstrakt

Rozvoj statistickej analyzy je v poslednych rokoch tzko spojeny s rozvojom vypoctovej
techniky a zodpovedajiceho softvéru. Bez kvalitného programového vybavenia by sme
nemohli realizovat’ takmer ziadne analyzy. V tomto prispevku sme sa rozhodli predstavit
zaklady préace s programovacim systémom R, ktory je voI'ne dostupny a predstavuje kvalitni
alternativu komerénym $pecializovanym softvérovym produktom.

KUlucové slova: analyza, programovaci systém R, RStudio

Abstract

The development of statistical analysis is in recent years closely linked to the development of
computers and appropriate software. Without quality software, we could not implement
almost any analysis. In this paper, we decided to introduce the basics of R programming
system, which is freely available and it is a quality alternative to commercial software
product.

Keywords: analysis, R programming system, RStudio

1 INSTALACIA SYSTEMU R A JEHO NADSTAVBA RSTUDIO

InStaldcia programovacieho systému R v prostredi Windows je jednoducha. Z internetovej
stranky  https://cran.r-project.org/bin/windows/base/ stiahneme instalaény program R.
Spustime ho a zvolime jazyk, ktory sa bude pouZivat pocas inStaldcie (napr. ceStina).
V jednotlivych krokoch v sprievodcovi inStalacie potvrdime, Ze rozumieme licencii a zvolime
prie€inok, do ktorého bude systém R nainStalovany. Poslednym ddlezitym krokom je vyber
sucasti, ktoré sa maju nain$talovat, kde si mo6Zzeme vybrat’ medzi 32 a 64 bitovou verziou
programu. Odportaca sa inStalovat’ 32 bitova verziu programu v 32 bitovom operacnom
systéme a 64 bitova verziu programu v 64 bitovom opera¢nom systéme Windows. Aku verziu
operacného systému méame nainstalovanu, zistime v okne, ktoré spustime sucasnym stlatenim
klavesov ¢ a Pause.

Po inStalacii programovacieho systému R odpori¢ame nainStalovat’ aj prijemnejSie grafické
prostredie k tomuto systému - RStudio, ktoré najdeme na internetovej stranke
https://www.rstudio.com/products/rstudio/download/. Instalacia si opét’ vyzaduje iba volbu
priec¢inku, do ktorého bude RStudio nainstalované. Vsetky prikazy uz zaddvame iba v jeho
prostredi cez konzolu.

RStudio (rovnako ako aj R bez neho) vyuziva dva zékladné sposoby zaddvania prikazov, a to
bud’ pomocou konzoly, v ktorej sa po zadani Enter na konci prikazu, tento ihned” vykona
alebo pomocou tzv. scriptu teda sekvencie prikazov, ktora sa uklada do suborov s priponou .R
(iba vel'ké R). Zakladna obsluha programu je umoznené aj pomocou hlavnej ponuky.

! Prispevok vznikol s podporou projektu KEGA 044EU-4/2015 "Vypracovanie monografie Bayesovska
ekonometria pre prax a Studentov postgradudlneho stadia".

88


https://cran.r-project.org/bin/windows/base/
https://www.rstudio.com/products/rstudio/download/

2 JEDNODUCHE PRIRADENIE HODNOT

Na zaciatku prace po spusteni programu alebo automaticky pri spusteni nového projektu
(File>New_Project) sa nastavuje pracovny prie¢inok, aby program vedel odkial’ ma ziskavat’
udaje. Nastavime ho pomocou ponuky Session>Set Working_Directory>Choose_Directory.
AKk si vyberieme napr. prie¢inok FHI_EU/Documents na disku Z, program tto zmenu vykona
a v konzole zaroven vidime zobrazeny prikaz a jeho Strukturu (syntax):

> setwd("Z:/FHI_EU/Documents")

Pri praci so syst¢tmom R je ddlezit¢ poznat Struktaru jednotlivych prikazov. Pomoc pri
Struktare prikazu s vysvetlenim a ukdzkovymi prikladmi ziskame cez zadanie otdznika
a nazvu daného prikazu, napriklad:

> ?mean

ktory zobrazi pomoc k prikazu mean sliziacemu na vypocet aritmetického priemeru v okne
prehliadaca. Analogicky moézeme pomoc ziskat cez zadanie nazvu daného prikazu
v zatvorkach za prikazom help, napriklad:

> help(Im)

ktory zobrazi pomoc k prikazu Im sliziacemu na odhad parametrov linearneho modelu v okne
prehliadaca.

Aj z prikladov, ktoré su zobrazené pri vysvetleniach tychto prikazov, vidime, akym spdsobom
sa pracuje s hodnotami v programe. Operatorom priradenia je <- (znak men$i a pomlcka
vytvarajuce Sipku priradenia) alebo kvoli konvencii aj = (znak rovnosti).

Aritmetickd postupnost’ hodnét s krokom 1 sa zadd pomocou operatora : (dvojbodka), s inym
krokom ako 1 pomocou funkcie seq, za ktora sa do zatvoriek zadaju argumenty prva hodnota,
posledna hodnota a krok zadany ako by=cislo oddelené Ciarkami. Zadanim nazvu objektu sa
zobrazi jeho zadany obsah. Text pisany za znak mriezky # (hashtag) predstavuje nasu textova
poznamku k prikazu.

> X <- 20 # priradenie ciselnej hodnoty 20 do x

>y = 10 # priradenie ciselnej hodnoty 10 do y

> 7 <- ]:6 # priradenie ciselnej postupnosti od 1 do 6 do z

> u <- seq(2,10,by=2) # priradenie postupnosti po dvoch od 2 do 10 do u

€ Rstudio — O X
File Edit Code View Plots Session Build Debug Tools Help
[+ e + - = Addins - & Project: (None) ~
Console Environment  History
> x <= 20 T [l | _*import Dataset * 4 List =
E]j( 20 Global Environment =
=y = 10 Values
=y u num [1:5] 2 4 6 8 10
[1] 10
X 20
>z <- 1:6
> Z ¥ 10
11123456 z int [1:6] 1 2 3456

= u <- seq(2,10,by=2)
- u Files Plots Packages Help Viewer
[11 2 4 6 810 3 A

= 7
=
R: Fitting Linear Models =

Obrazok 1: Jednoduché priradenia hodnét v systéme R
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3 VEKTORY, MATICE A CISELNE ZOZNAMY

Zoznam hodnot pripominajuci vektor sa vytvori pomocou funkcie c, za ktora sa do zatvoriek
zadd zoznam jeho prvkov oddelenych ¢iarkami. Riadkovy vektor v matematickom zmysle sa
vytvori pomocou funkcie cbind, za ktorad sa do zatvorick zadd zoznam jeho prvkov
oddelenych ¢iarkami. Maticu z riadkovych vektorov (zoznamov) vytvorime pomocou funkcie
rbind (sldZiacej na vytvorenie stipcového vektora), za ktort do zatvorick zaddme zoznam
vektorov oddelenych ¢iarkami. Rozmery matice alebo vektora zobrazime pomocou funkcie
dim, za ktort zadame do zatvoriek nazov objektu. Matica sa vSeobecne vytvori funkciou
matrix, ktorej argumentom je vektor alebo zoznam hodndt a jej rozmery sa Specifikuji
pomocou argumentov nrow a/alebo ncol. Udaje sa v matici vypliaju po stipcoch. Ak ich
chceme zadavat’ po riadkoch, musime nastavit’ argument byrow funkcie matrix na hodnotu
TRUE. Zobrazenie alebo prepis konkrétneho prvku matice ziskame zapisom jeho pozicie
Vv hranatych zatvorkéch za jej nazvom.

> a<-c¢(1,2,3,4) # vytvorenie zoznamu hodnot a

> b <- ¢bind(5,6,7,8) # vytvorenie riadkového vektora b

> ¢ <-rbind(1,2,3,4) # vytvorenie riadkového vektora c

> M <- rbind(a,b) # vytvorenie matice M z riadkovych zoznamov a vektorov
> G <- matrix(cbind(1,2,3,4,5,6), nrow=2, ncol=3) # vytvorenie matice G

> H <- matrix(c(1,2,3,4,5,6), nrow=2, byrow=TRUE) # vytvorenie matice H
> H[2,3] <- 0 # prepis prvku v druhom riadku a tretom stlpci matice H na 0

Console Environment = History
= a < c(l,2,3,4) T [l | _t*Import Dataset = 4 List =
?1? 12314 Global Environment =
= b <- cbind(5,6,7,8) Data
> b b num [1, 1:41 56 7 8
] L G2l L3 LAl c num [1:4, 11 12 3 4
. é <= rbind(1,2,3,4) G num [1:2, 1:31 123456
- H num [1:2, 1:3] 14 25 30
[,1] M num [1:2, 1:41 1526 37 48
[1,1 1 values
2,1 2 a num [1:4] 12 3 4
[3,1] 3
[4,1] 4
= M <- rbind(a,b)
> M Files Plots Packages Help Viewer
[,11 [,21 [,3] [,4] ~
a 1 2 3 4 A S T .
5 6 7 8 R: Fitting Linear Models =
= G <- matrix(chind(1,2,3,4,5,6)
, nrow=2, ncol=3) Im {stats} R Documentation
= G
[,11 [,21 [,3] ipas .
i 1 3 s Fitting Linear Models
[2,1 2 4 6
= H <- matrix(c(1,2,3,4,5,6), nr e
ow=2, byrow= TRUE) Description
= H
[,11 [,21 L,3] 1mis used to fit linear models. It can be used to carry out
1,1 1 2 3 regression, single stratum analysis of variance and analysis of
2 : ] 4 5 6 covariance (although acv may provide a more convenient
> H[2,3] <= 0 interface for these). v
> | < >

Obrazok 2: Vytvaranie vektorov a matic v systéme R

Z obrazkov 1 a 2 vidime, ze v pracovnom priestore (Environment) sa vytvaraji jednotlivé
objekty pre hodnoty (Values) alebo data (Data) podl'a danych prikazov. Ak chceme vymazat
pracovny priestor, zvolime vol'bu Session>Clear_Workspace. Vsetky hodnoty z neho sa daja
v ponuke Session ulozit’ do stiboru s priponou .RData alebo z neho spat’ nahrat’, ¢o RStudio
ponika aj pri ukonCeni prace. Ak chceme vycistit zdpisy v konzole, zvolime
Edit>Clear_Console. Napriek ich vyc¢isteniu sa klavesmi $ipka nahor a nadol dokazeme
pohybovat’ medzi jednotlivymi zadanymi prikazmi, ktoré sa zobrazuju po riadkoch.
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Takisto po ukonceni prace (Quit Session) zostiva v pracovnom priecinku ulozeny subor
.Rhistory, v ktorom st ulozZené vSetky prikazy (aj nespravne zadané) postupne pouzité pocas
prace v konzole.

4 RETAZCE A ICH SPAJANIE

Okrem objektov, ktoré su celo¢iselného typu (integer), alebo maju plavajicu desatinnu ¢iarku
(numeric), pripadne st maticového typu (matrix), systém rozliSuje aj objekty logického typu
(logical) nadobudajice hodnoty TRUE (skratene T) alebo FALSE (skratene F) a takisto
retazce (character). Typ objektu zistime prikazom class s argumentom nazov objektu.
Retazec zadame do objektu ako Tl'ubovolni postupnost’ znakov v tvodzovkach alebo
apostrofoch. Prikaz paste spaja retazce do jedného celku, pricom oddelova¢ je urceny
argumentom sep. Ak zvolime prikaz paste0, spoja sa bez oddelovaca.

> b <- “James* # priradi do objektu b retazec James

> ¢ <- 'Bond' # priradi do objektu c retazec Bond

> meno <- paste(b,c,sep =" ") #spoji b a c znakom _do objektu meno
> class(meno) # zisti typ objektu meno

> vsetkyX <- paste0("X",1:5) # vytvori zoznam X1 az X5

Console Environment  History

> 1 < 4>3 9 [J  _ #importDataset~ = ¥ — List~
=

[1] TRUE Global Environment =

> class(1) values

[1] II]O%'iC&" "“ a "James"

> a =- .Jame? b "Bond"

= b <- 'Bond ] TRUE

> paste(a,b)

[1] "James Bond" meno "James_Bond"

> meno «<- paste(a,b,sep = "_") vsetkyX chr [1:5] "xX1" "X2.

= class (meno)
[1] "character™

> vsetkyX <- paste0("X",1:3) Files Plots Packages Help Viewes

= vsetkyX

[1] "X1" "X2" "X3" "X4" "X5" S & 0 :

> class (vsetkyXx) R: Fitting Linear Models =

[1] "character™”

= r'4 >

Obrazok 3: Retazce a ich spajanie v systéme R

5 ARITMETICKE A LOGICKE OPERATORY
Zéakladnymi aritmetickymi operatormi su:

+ pre sCitanie, - pre od¢itanie, * pre nasobenie, / pre delenie, * pre umociovanie,
% / % pre celociselné delenie (div) a %% pre zvySok po celociselnom deleni (mod).

Logickymi operatormi su:

== pre rovna sa, != pre nerovna sa, <, >, <=, >= pre porovnania, && pre logické a (and),
|| pre logické alebo (or), ! pre negaciu a is.na(X) pre zistenie, ¢i ma x chybajuce hodnoty.

Ak matice X a Y maju potrebné rozmery pre zodpovedajuce operacie:

X %*% Y vypocita sucin matic, X * Y vypocita sii¢in matic po prvkoch, X %x% Y (takisto aj
kronecker(X, Y)) vypocita Kroneckerov sucin matic, t(X) zobrazi transponovani maticu
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k matici X, diag(X) zobrazi diagonalne prvky matice X, eigen(X) vypocita vlastné cisla
a charakteristické vektory matice X a chol(X) vypocita Choleskeho dekompoziciu matice X.

6 MATEMATICKE, STATISTICKE A VLASTNE FUNKCIE

Aj ked’ programovaci systém R sluzi najma na vytvaranie vlastnych funkcii, napr. Rodrigues
(2014) ukazuje jednoduchu deklaraciu f (X) = 1/ Jx

> MyFunction <- function(x) { return(1/sqrt(x)) } # vrdti inverziu odmocniny
tak obsahuje uz v zékladnej instalacii zakladné matematické a Statistické funkcie:

abs(x), sqrt(x), round(x,digits=n), exp(x), log(x), log10(x), sin(x), cos(x), tan(x), factorial(x),
sum(x), min(x), max(x), mean(x), var(x), sd(x), cov(x, y), cor(x, y), median(x), quantile(x, p),
table(x) a summary(x), ktorych funkcionalita je zrejma z nazvu funkcie.

Console Environment  History
= MyFunction <- function(x) » [ # Import Dataset * 7 List
{ return(1/sqrt(x)) 1}

- a «— 25 Global Environment =

= MyFunction vValues

function(x) { return(l/sqrt( a 25

) 1 - Functions

= MyFunction(a) .

[1] 0.2 MyFunc_. function (x)

= MyFunction(9)
[11 0.3333333

> Files Plots Packages Help Viewer

Obrdzok 4: Vytvorenie viastnej funkcie v systéme R

Systém R pontka viaceré funkcie pre pravdepodobnostné rozdelenia: dnorm(x) pre hodnotu
funkcie hustoty normovaného normalneho rozdelenia, pnorm(q) pre hodnotu distribucnej
funkcie normovaného normalneho rozdelenia pre kvantil g, gnorm(p) vrati hodnotu kvantilu
pre percentil p a rnorm(n) vrati n ndhodnych ¢isel z normovaného normalneho rozdelenia.

Obdobné funkcie zacinajiice pismenami d, p, q a r pre funkciu hustoty, distribu¢nu funkciu,
kvantil a nahodné Cisla existuju aj pre d’alSie spojité rozdelenia, pricom vypiSeme len funkcie
sltiziace na ziskanie hodnot hustoty: dnorm(x, mean, sd) pre normalne rozdelenie, dt(x, df) pre
Studentovo rozdelenie, dcauchy(x, location, scale) pre Cauchyho rozdelenie, dlogis(x,
location, scale) pre logistické rozdelenie, dexp(x, rate) pre exponencialne rozdelenie, df(x,
dfl, df2) pre Fisherovo rozdelenie, dchisq(x, df) pre ¥2 rozdelenie, dinorm(x, mean, sd) pre
lognormalne rozdelenie, dweibull(x, shape, scale) pre Weibullovo rozdelenie, dgamma(x,
shape, rate) pre gama rozdelenie, dunif(x, min, max) pre rovnomerné rozdelenie na intervale
(min, max) a dbeta(x, a, b) pre beta rozdelenie na intervale (a, b).

Pre diskrétne rozdelenia je situacia podobna, existuji funkcie za¢inajlice pismenami d, p, gar
pre pravdepodobnostni funkciu, distribu¢ni funkciu, kvantil a nahodné C¢isla, pricom
vypiSeme len funkcie sliziace na ziskanie hodndt pravdepodobnosti: dbinom(x, n, p) pre
binomické rozdelenie, dgeom(x, prob) pre geometrické rozdelenie, dnbinom(x, size, prob) pre
negativne binomické rozdelenie, dhyper(x, m, n, k) pre hypergeometrické rozdelenie, dpois(x,
lambda) pre Poissonovo rozdelenie, dmultinom(x, mean, sd) pre multinomické rozdelenie,
dsignrank(x, n) pre rozdelenie Wilcoxonovej jednovyberove;j Statistiky a dwilcox(x, m, n) pre
rozdelenie Wilcoxonovej dvojvyberovej Statistiky.
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7 IMPORT UDAJOV DO SYSTEMU R

Pred analyzou Tlubovolnych dat ich najskér musime importovat do systému R.
Predpokladajme, ze data su ulozené v pracovnom prieinku ako Mzdy.csv, teda siibor vo
formate hodnot oddelenych ciarkou (Comma-separated value), ktory sa da exportovat’ z
roéznych programov alebo ulozit’ v Exceli. Sibor v tomto tvare vidime na obrazku 5 vl'avo.

Pripominame, ze v USA je desatinnym oddel'ovacom bodka a hodnoty st oddelené Ciarkou,
kym na Slovensku je desatinnym oddelovacom ciarka a hodnoty st oddelené v stbore typu
.csv bodkociarkou.

, Lister - [zAFHI_EU\Documents\Mzdy.csv]  — O X , Lister - [zAFHI_EU\Documents\Mzdy.txt] — O X
Subor Upravit MoZnosti Kédovanie Pomocnik 100 % | |Subor Upravit MozZnosti Kodovanie Pomocnik 100 %
lage,educ,exper,married,age wage educ exper married age
769,12,11,1,31 769 12 11 1 31
808,18,11.1.37 808 18 11 1 37
825.14.11.1.33 825 14 11 1 33
650,12,13,1.32 650 12 13 1 32
562,11,14,1,34 562 11 14 1 34
1400,16,14,1,35 1400 18 14 1 35
600,10,13,0,30 600 10 13 ] 30
1081,18,.8.1.38 1981 18 8 1 38
1154,15,13,1,.36 1154 15 13 1 36
1000.12.16.1.36 1000 12 16 1 36

Obrdzok 5: Sibor typu .csv a sibor s idajmi zarovnanymi v stipcoch

Stubor typu .csv importujeme do systému R prikazom read.csv, ktorého argumenty file
Specifikuji nazov suboru, header ¢i st v prvom riadku nazvy premennych, sep aky znak sa
pouziva na oddelenie Cisel, dec aky znak je desatinny oddelova¢ a skip kolko riadkov od
zacCiatku treba preskocit’, kym sa za¢nu nacitavat’ hodnoty (ak je nad Gdajmi a ndzvami nejaky
popisny text).

> Mzdy <- read.csv(file = "Mzdy.csv", header =T, sep = ",") # data v US
Prikaz na import dat pre udaje uloZené podla slovenskych pravidiel vyzera takto:
> Mzdy <- read.csv(file = "Mzdy.csv", header =T, sep=";",dec =",")

Druhou moznostou je, ze data st ulozené v pracovnom priecinku ako Mzdy.txt, teda obyc¢ajny
textovy stbor s idajmi zarovnanymi v stlpcoch pod sebou. Subor v tomto tvare vidime na
obrazku 5 vpravo.

Console Envirenment  History
> ?read.csv 2 |l  _#* import Dataset = 4 List=
= Mzdy <- read.csv(file = "Mzdy.csv", h -
eader = T, sep = ",™) Global Environment =
= Mzdy Data
wage educ exper married age ©mzdy 10 obs. of 5 variables
1 769 12 11 1 31 .
2 308 18 1 1 37 wage : int 769 808 825 650 562 14.
3 825 14 11 1 33 educ : int 12 18 14 12 11 16 10 1.
4 650 12 13 1 32 exper : int 11 11 11 13 14 14 13 .
5 562 11 14 1 34 married: int 1111110111
6 1400 16 14 1 35 age : int 31 37 33 32 34 35 30 38.
7 600 10 13 0 30
8 1081 18 8 1 38 Files Plots Packages Help Viewer
9 1154 15 13 1 36 —~
10 1000 12 16 1 36 e 5 1n
= R: Data Input =
read.csv(rfile, header = THUE, sep = - ~
dec = ".", fill = TRUE, comm v
L4 >

Obrazok 6: Import udajov zo suboru typu .csv do systému R

V pripade obycajnej tabulky v textovom subore pouzijeme prikaz read.table, ktory ma
rovnaké argumenty ako prikaz read.csv.

> Mzdy <- read.table("Mzdy.txt", header = T) # ddta oddelené medzerou
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Ak chceme naé¢itat’ tdaje s inymi nazvami stipcov (slovenskymi), ako s v stbore, stadi
preskocit’ prvy riadok s nazvami cez argument Skip, zadat' FALSE pre argument header. To
spOsobi nacitanie s prednastavenymi nazvami V1 az V5, ktoré¢ zmenime d’alSim prikazom
colnames.

> Mzdy <- read.table("Mzdy.txt", header = F, skip = 1)
> colnames(Mzdy) <- ¢("mzda", "vzdelanie", "prax", "Zenaty", "vek")

Na import dat z takychto typov stborov (iba s datami bez inej pridanej informacie) mézeme
pouzit' aj nastroj Import Dataset programu RStudio, ktory sa spusti v okne so zalozkou
Environment a je intuitivny.

Import Dataset

Name Input File
Mzdy

wage, educ, exper ,married, age
769,12,11,1,31
808,18,11,1,37

Encoding | Automatic < g%g;]ﬁ:]{;‘jt 33
562,11,14,1,34

poaang - @ ves O g w06 8 3d s
iosi,1g,8,1,38

Row names | Automatic A 1154,15,13,1,36
1000,12,16,1,326

Separator |Comma -

Decimal Period N

Quote Double quote (") =

Comment |None M

Data Frame
na.strings  |NA

wage educ exper married age
769 12 11 31
Strings as factors 808 18 11 37

,_.
=
=}
=)
"
@
"
=
R OR R
w
w

Import Cancel

Obrdzok T: Import udajov cez nastroj Import Dataset programu RStudio

Importované udaje st nahraté v relacii systému R ako Specidlny typ (potvrdi to prikaz
class(Mzdy)), ktory nazyvame datovy ramec (data frame). Predstavuje zoznam vektorov
s atribtmi, ako s nazvy stipcov. Prehl'ad o zakladnych charakteristikach vsetkych stipcov
v datovom ramci ziskame funkciou summary(Mzdy). Ak nas zaujimaju charakteristiky iba
jednotlivych premennych, mdézeme vyuzivat zabudované funkcie s odkazom na premennu
v datovom ramci cez znak $, napr. v tvare sd(Mzdy$wage), ktory zobrazi standardni odchylku
iba pre hodnoty v stipci wage.

> summary(Mzdy) # zdkladné charakteristiky stipcov v datovom rdamei Mzdy
> sd(Mzdy$wage) # Stand. odchylka hodnot wage v datovom ramci Mzdy

Aby sme nemuseli vypisovat’ takéto dlhé retazce, moéZeme ich priradit’ ku objektom s kratSim
nazvom prikazmi ¢ alebo cbind vysvetlovanymi skor alebo prikazom attach s nazvom
datového ramca ako argumentom. Prikaz attach umozni pristup priamo k stipcom datového
ramca, Treba si dat’ pozor, ak mame nahratych viacero mnozin udajov, ¢i neobsahuju
premennt s rovnakym nazvom.

> wage <- ¢(Mzdy$wage) # priradi stlpec z datového ramca do objektu wage
> age <- chind(MzdySage) # priradi stipec z ddtového ramca do vektora age
> attach(Mzdy) # zdkladné charakteristiky stipcov v ddatovom ramci Mzdy
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Console Environment  History

> summary (Mzdy) A # ] | _mportDataset~ ¥ List =
wage educ exper )

Min. : 562.0 Min. :10.00 Min. : 8.00 CSloballEnionmentiy

1st Qu.: 679.8 1st Qu.:12.00 1st Qu.:11.00 Data

Median : Ség.g Median :ig.gg Median :i;.gg age int [1:10, 1] 31.
Mean : . Mean : . Mean : .

3rd Qu.:1060.8  3rd Qu.:15.75 3rd Qu.:13.75 @Mmzdy 10 obs. of 5 var..
Max. :1400.0 Max. :18.00 Max. :16.00 wage : int 769 808 825 65..

married age educ : int 12 18 14 12 11.

Min. 0.0 Min. :30.00 exper : int 11 11 11 13 1_
1st Qu.:1.0 1st Qu.:32.25 married: int 1 11111 .
Median :1.0 Median :34.50 age : int 31 37 33 32 34 _
Mean :0.9 Mean :34.20 P —

3rd Qu.:1.0 3rd Qu.:36.00

Max. -1.0 Max. -38.00 wage int [1:10] 769 808..

> sd(Mzdy$wage)

[1] 269.3595

= class (wage)

Error: object 'wage' not found
> wage <- c(Mzdy$wage)

> class (wage)

[1] "integer"

> age <- cbind(Mzdy$age) = Export =
= class(age)

[1] "matrix"

= attach(Mzdy)

The following objects are masked _by_ .GlobalEnv:

Files Plots Packages Help Viewe=

age, wage

> class (educ)
[1] "integer"
>

Obrazok 8: Pristup k importovanym udajom v datovych ramcoch

8 HISTOGRAM, BODOVY A CIAROVY GRAF

Okrem vypoctov sluzi programovaci systém R aj na zobrazovanie dat pomocou grafov. Dva
zakladné prikazy, ktoré sa pri tom vyuzivaji su hist a plot. Prikaz hist je uréeny na zobrazenie
diskrétnych udajov (pocetnosti) pomocou histogramu. Na histograme moézeme zobrazit’
absolutne alebo aj relativne pocetnosti. Absolitne pocetnosti zobrazime v tabul'ke prikazom
table. Prikazom length ziskame jej pocet pozorovani. Relativne pocetnosti si absolttne
pocetnosti predelené celkovym poctom pozorovani.

Zadanie samotné¢ho argumentu ndzvu premennej za prikazom hist vykresli Ciernobiely
histogram. Dal§ie argumenty ako: main zapiSe nazov grafu; xlab a ylab prepisu
preddefinované nazvy popisiek; col zmeni farbu stipcov; logicky argument freq rozhodne, &i
sa zobrazia absolutne alebo relativne pocetnosti a xlim a ylim definuju rozsah hodnét na
osiach grafu.

> table(educ) # zobrazi tabulku absolutnej pocetnosti pre educ

> length(educ) # zobrazi pocet pozorovani pre educ

> table(educ)/length(educ) # zobrazi tabulku relativnej pocetnosti pre educ
> hist(educ) # vykresli ciernobiely histogram absolutnej pocetnosti pre educ

> hist(educ, main = "Roky vzdelania"”, xlab = "Vzdelanie”, ylab = "Absoliitna pocetnost™,
freq =T, col = "light blue", ylim = ¢(0,5), xlim = ¢(8,21))

n

> hist(educ, main = "Roky vzdelania", xlab = "Vzdelanie", ylab = "Relativna pocetnost”, freq
=F, col ="purple”, ylim = ¢(0,0.3), xlim = ¢(8,21))
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Console Environment  History

> table(educ) ? [  _#ImportDatasets ¥ List =
educ - i

10 11 12 14 15 16 18 Global Environment =

11 3 1 1 1 2 Data A
?l}e;gth(educ) @ mzdy 10 obs. of 5 variab.

> table(educ)/TengthCeduc) wage : int 769 B08 825 650 56.
educ educ : int 12 18 14 12 11 16 ..
10 11 12 14 15 16 18 exper : int 11 11 11 13 14 14
0.1 0.10.30.10.10.10.2 married- dint 1.1 1 1.1 1 0 1

i I;}‘Iﬁiieduc) Files Plots Packages Help Viewer

= hist(educ, main = "Roky vzdelan 2 zoom | H| Export~ | @ y 4
ia", xlab = "vzdelanie", ylab = "

Absolatna pocetnost”, freq =T, ¢
ol = "Tight blue", ylim = c(0,5),
x1im = c(8,21))

> hist(educ, main = "Roky vzdelan
ia”, xlab = "vzdelanie"”, ylab = "

Relativna pocetnost", freq = F, ¢

ol = "purple”, ylim = c(0, 0.3},

x1im = c(8,21))

=

Roky vzdelania

3 [ N N I R
8 12 16 20

Relativna podetnost’
000 025

Vzdelanie

Obrazok 9: Pocetnosti a ich zobrazenie v tabulke a na histograme

Grafy sa zobrazuju v programe RStudio v okne Plots, pricom vzdy, ked’ zadame novy prikaz
zobrazenia grafu, zobrazuje sa iba posledny graf. Ak sa chceme vratit’ k predchadzajucim
grafom, pouzijeme Sipky na paneli v okne Plots alebo prikazy v hlavnej ponuke Plots
programu RStudio. Ak sa chceme pozerat na zvdcSeny graf, vyuzijeme Zoom, ktory nam
aktualny graf zvacsi a zobrazi v samostatnom okne. Grafy modZeme uloZit' ako obrazky
v roznych formatoch alebo ako subor typu .pdf pripadne ho skopirovat’ do schranky
(clipboard). Pri kazdej akcii sa vol'ba musi presnejsie Specifikovat'.

Okrem histogramov sa Casto vyuziva Ciarovy graf (line) alebo bodovy graf XY (scatter).
Zobrazime ich prikazom plot. Ak za prikaz zadame ako argument jednu premennt, zobrazi sa
jej bodovy priebeh v poradi udajov v premennej; ak dve premenné, zobrazi sa bodovy graf
dvojic XY (scatter). Dal§imi argumentmi ako: type menime typ grafu, potom type = “I*
zmeni graf na Ciarovy (line); Iwd meni hrubku ciary; main zadd nazov grafu; sub zada
podnadpis grafu; xlab a ylab prepisu preddefinované nazvy popisiek; col zmeni farbu stipcov.
Vysledny graf mozeme doplnit’ prikazom legend o legendu alebo zobrazenie priebehu d’alsej
premennej prikazom lines.

> plot(wage) # zobrazi bodovy priebeh wage s indexom v poradi udajov

> plot(age, wage) # zobrazi bodovy graf dvojic wage a age

> plot(age[married==1],wage[married==1] ) # zobrazi iba dvojice Zenatych

> plot(sort(educ)[married==1] type="1",lwd=2,col="blue",ylim=c(8,18),ylab = "")
> lines(sort(exper[married==1]), col = "green", Iwd=2) # prida premennu

> legend(""bottom", horiz =T, legend = c("Educ", "Exper"), pch="_"

col = c("blue”, "green")) # prida popis do grafu
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Console Environment  History

- a‘-‘l:ta‘zh (Mzgyj T =5 _#*Import Dataset 4 List=
> plot(wage

> plot(sort(wage)) Global Environment »

= plot(age,wage) Data

> D10t(age[marr1ed==1]1wage[marr1ed==}]2 Mzdy 10 obs. of 5 variables

> plot(sort(educ) [married==1],type = "1

Twd = 2,col = "blue”,ylim = c(8,18),y]

ab = "")

> lines(sort(exper[married==11), col ="

green™, lwd = 2)

> legend("bottom",horiz=T,legend = c("Ed Files Plots Packages Help Viewer

uc”, "Exper™), pch = "_", col = ¢("blue" .
"gr‘eene)) ). P ¢ ] & zoom | H export~ | @ y <
==
©
¥ _|
_ _—
o _| /
— Educ Exper
w —
| | T [
2 4 6 8
Index

Obrazok 10: Bodové a ciarové grafy premennych

9 INSTALACIA PRIDAVNYCH BALIKOV — PODPORA ANALYZ

Vyhodou programovacieho systému R je moznost doinstalovat’ I'ubovolny pridavny balik
obsahujici naprogramované prikazy k roznym oblastiam analyz alebo ¢innostiam pri praci
s datami. Informéacie o pridavnych balikoch (packages), ktorych je vyse 9000, najdeme na
stranke https://cran.r-project.org/web/packages/available_packages by name.html.

V pocitaCoch s priamym pripojenim na internet sa zvoleny balik nainstaluje prikazom
install.packages ktorého argumentom je jeho nazov alebo v programe RStudio cez ponuku
Tools>Install_Packages, kde sa nazov balika (alebo viacerych oddelenych c¢iarkou) zada do
prostredného riadku. Pouzivatel moze v ponuke Tools>Global_Options v ¢asti Packages
zmenit’ nastaveny server (krajinu), odkial’ sa baliky stahuju.

Pri priamom pouZzivani systému R nasleduje otdzka volby servera vzdy po vybere
Install_package(s) z ponuky Packages. Pocas inStalacie balika by mali byt zobrazované
spravy o jej priebehu. Po instalacii sa balik aktivuje na pouzitie prikazom library alebo
zaskrtnutim poli¢ka pri nazve balika v okne Packages v programe RStudio. Pri praci s novou
reladciou (napr. pri opdtovnom spusteni systému na d’al$i den), ak chceme vyuzit prikazy
balika, musime ho nanovo aktivovat’.

Ako priklad uvedieme prikazy na nainStalovanie balika dplyr.

> install.packages("dplyr") # stiahne a nainstaluje pridavny balik dplyr
> library("dplyr") # aktivacia pridavného balika dplyr pre danui relaciu
> help(package=dplyr) # zobrazi pomocnika k pridavnému baliku dplyr
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Console

> insta]].packages(fdp]yr") A
Installing package into ‘C:/Users/FHI
_EU/Documents/R/win-1ibrary/3.3’

package ‘assertthat’ successfully unp
acked and MD5 sums checked

package ‘tibble’ successfully unpacke
d and MD5 sums checked

package ‘lazyeval’ successfully unpac
ked and MD5 sums checked

package ‘DBI’ successfully unpacked a
nd MD5 sums checked

package ‘BH’ successfully unpacked an
d MD5 sums checked

package ‘dplyr’ successfully unpacked

Environment

r a

Global Environment =

History
_*Import Dataset * List =

Install Packages

Install from: ? Configuring Repositories

Repository (CRAN, CRANextra) =
Packages (separate multiple with space or comma):
dplyr

Install to Library:
C:/Users/FHI_EU/Documents/R/win-library/3.3 [Default] =

and MD5 sums checked
The downloaded binary packages are in ipstzlildepandenties
C:\Users\FHI_EU\AppData\Local

\Temp\RtmpGOmiQo\downloaded_packages

Install
= LV .

Cancel

Obrazok 11: Spustenie a priebeh instalacie pridavného balika (package)

Kazdy pouzivatel’ si moze vytvorit’ vlastny pridavny balik, pomocou ktorého sa moze podeli
0 svoj koéd. Podrobny popis tvorby balika najdeme v knihe Wickhama (2015). Pridavné
bali¢ky, ktoré boli vytvorené na podporu réznych typov analyz (econometrics, bayesian
inference) su zhromazdené na internetovych strankach https://cran.r-project.org/web/views/.
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MODEL TVORBY TURNUSOV V AUTOBUSOVEJ DOPRAVE
S RESPEKTOVANIM BEZPECNOSTNEJ PRESTAVKY

DESIGN OF ROTATIONS IN PUBLIC BUS TRANSPORT WITH
REGULAR BREAKS

Tomas Majer, Stanislav Paluch

Abstrakt

V prispevku prezentujeme matematicky model tvorby turnusov vo verejnej autobusovej
doprave. Okrem Kklasickych optimalizatnych kritérii, akymi st minimalizdcia poctu
potrebnych autobusov a minimalizacia diZky prazdnych prejazdov medzi spojmi sa
zameriame na splnenie dodato¢nych podmienok kladenych na pracovny cas vodicov
pravidelnej dopravy, konkrétne na spravne planovanie bezpe¢nostnej prestavky po Styroch
hodinach vedenia vozidla. Model experimentdlne overime na redlnych tidajoch mestske;j
hromadnej dopravy v niektorom okresnom meste na Slovensku.

KPucové slova: turnusy vozidiel, zmiesané linedrne programovanie, bezpecnostnd prestavka

Abstract

The paper presents a mathematical model of design of rotations in public bus transport.
Besides classical optimization criteria such as minimizing the number of required buses and
minimization of empty drives between journeys we focus on the fulfilment of additional
conditions imposed on driver’s working time, namely the proper planning of regular break
after four hours of driving. Proposed model is experimentally verified on real data of urban
public transport in a district town in Slovakia.

Keywords: vehicle scheduling, mixed linear programming, regular break

1 UVOD

Do osemdesiatych rokov minulého storocia sa planovanie turnusov robilo ru¢ne. S rozvojom
vypoctovej techniky sa rozvijaji aj metddy pocitatovej tvorby turnusov — priklady niektorych
pristupov rozvrhovania vozidiel vidiet v [1] prehl'ad rozvrhovania osadok je v [7].

Podmienky vo vtedajsom Ceskoslovensku sa vyrazne lisili od podmienok vo vyspelych
zapadnych Statov, preto bolo treba vyvijat’ vlastné optimalizacné metddy. Od roku 1980 sa v
ramci $tatnej vyskumnej ulohy R-04-514-004 , Optimalizacia osobnej dopravy CSAD“ na
VUD v Ziline rozvijaju optimalizaéné metédy tvorby turnusov, ktoré v r.1983 prvy tspesny
vypocet turnusov znizujuici aj pocet autobusov aj pocet prazdnych najazdenych km oproti
skutoénému stavu. Po roku 1989 &ast’ riesitel'ského kolektivu presla z VUD na Zilinska
univerzitu, kde rozvoj rozvrhovacej problematiky pokracuje dodnes. Niektoré Specidlne
vysledky mozno najst’ v [3], [5], [6]. Stucasny stav tejto problematiky zachycuje praca [4].

Jednou zo $pecifickych podmienok kladenych na turnusy vozidiel na Slovensku je, ze autobus
riadi len jeden alebo sa pri riadeni striedaju dvaja vodi¢i. To znamena, ze okrem beznych
poziadaviek na presun autobusu v ¢ase a priestore (autobus nemodze byt na dvoch miestach
naraz), musia turnusy spifiat’ aj poziadavky kladené na pracovny &as vodicov pravidelne;
autobusovej dopravy. Tieto poziadavky su definované v zakone 121/2004 o pracovnom Case

99



a dobe odpocinku v doprave a o zmene adoplneni niektorych zakonov. Z nich sa tvorby
turnusov tyka najmi bezpe¢nostna prestavka a prestdvka na odpocinok a jedenie. V nasom
prispevku sa budeme zaoberat’ prvou menovanou.

2 MATEMATICKY MODEL

Spojom nazveme usporiadanu Stvoricu (cody, cpry, mod,, mpry), kde codj, je ¢as odchodu
z prvej zastavky mod,, (miesto odchodu) a cpry, je Cas prichodu do poslednej zastavky mpry
(miesto prichodu) spoja k.

Jednotlivé elementy matice M = {m(u,v)} predstavuju ¢as potrebny na prazdny prejazd
autobusu zo zastavky u do zastavky v.

Spoj j moéze byt obsluhovany tym istym autobusom po Spoji i, ak plati:
cod; = cpr; + m(mprl-,modj). 1)

Inak povedané, ak sa autobus po ukonceni obsluhy spoja i na zastavke mpr; stihne presunat
na zastdvku mod; tak rychlo, aby stihol zaCiatok obsluhy spoja j. Budeme tomu hovorit, ze
spoj j moze nasledovat’ za spojom j a znacit' i < j.

Turnus vozidla nazveme takl postupnost’ spojov iy, iy, ..., i;-, pre ktora plati i; < i, < -+ < i},
¢ize postupnost’ takych spojov, ktor¢ moézu byt obsluzené jednym autobusom. Turnus
predstavuje rozvrh prace pre jeden autobus na cely den.

2.1 Minimalizacia po¢tu potrebnych autobusov

Cielom je pouzit’ na obsluZenie vSetkych spojov o najmensi pocet autobusov, t.j. rozdelit
mnozinu spojov S do ¢o najmenSieho poctu turnusov tak, aby kazdy spoj patril prave do
jedného turnusu. Takyto rozvrh budeme nazyvat’ turnusovy plan.

Relaciu naslednosti spojov < moéZeme reprezentovat pomocou digrafu G = (S,E), kde
E={G)i€sjeS,i<j}
Nech mno6ina spojov S = {1,2,3,...,n}. Binarna premenna x;; bude vyjadrovat, ¢i spoj j
bude (x;; = 1) alebo nebude (x;; = 0) obsluhovany bezprostredne za spojom i jednym
autobusom v jednom turnuse.

Ak by boli vSetky premenné x;; =0, potom by na obsliZenie vSetkych spojov bolo
potrebnych [S| = n autobusov. Lebo kazdy spoj by bol vo svojom turnuse a vsetky turnusy by
obsahovali prave jeden spoj. Ak by prave jedna premenna x;; nadobudla hodnotu 1, potom by
bolo potrebnych n — 1 autobusov, lebo prave jeden turnus by obsahoval dva spoje. Kazda
premenna x;;, ktord nadobudne hodnotu 1, uSetri jeden autobus. Pocet potrebnych autobusov
potom vyjadruje vzt'ah:

n— Z xij' (2)
(L.j)EE
Minimalizovat pocet autobusov znamena maximalizovat’ sumu . e X;j. Matematicky

model na rieSenie problému S minimalnym poc¢tom turnusov by teda mal tvar:

Maximalizuj Xij (3)
ij,(L)EE
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za podmienok z xijj<lprej=1.n @)

i,(i))EE
xij<lprei=1.n (5)

J.(i.J)EE
x;j € {0,1} pre vetky i,j = 1..n (6)

Matematicky model (3) az (6) predstavuje model prirad’ovacieho problému, ktory bude davat
celocCiselné riesenie aj bez podmienky (6), ktora moze byt nahradend podmienkou:

x;j = 0pre vSetky i,j = 1..n. (7)
Uloha navrhnat' turnusovy plan s minimalnym poétom autobusov bez d’alich poziadaviek je
teda rieSite'na v polynomidlnom case.
2.2 Minimalizicia diZky prazdnych prejazdov

VyrieSenim modelu (3)-(6) sme zistili potrebny pocet autobusov, oznaéme ho symbolom T.
Ak zachovanie tohto poctu vynutime pridanim Strukturdlnej podmienky, mozeme ucelova
funkciu zmenit’ a minimalizovat’ sucet prazdnych prejazdov. Model by mal potom tvar:

Minimalizuj Z xy m(mpr;, mod; ) (8)
ij,(i,j)EE

za podmienok Z Xj<lprej=1.n (9)
i,(i,j)EE

xijS1prei=1..n (10)
J.(L.J))EE

x; =1S1=T (11)

ij,(i,j)EE
x;j € {0,1} pre vetky i,j = 1..n (12)

Tento model vSak nezohl'adiiuje pristavné a odstavné jazdy z/do garaze a minimalizuje len
prejazdy medzi spojmi. Ozna¢me symbolom D depo (gardz), ktoré bude pre nase potreby
Specialna zastavka. Element m(D, mod;) matice prejazdov M predstavuje dlzku pristavne;j
jazdy (jazdy z garaze na miesto odchodu spoja i) a element m(mprj, D) matice prejazdov M
predstavuje dizku odstavnej jazdy (jazdu z miesta prichodu spoja j do garaze).

Zaved'me bindrne premenné u; a v;, ktor¢ budt nadobudat’ hodnotu 1 prave vtedy, ked’ spoj j

bude prvym resp. spoj i poslednym spojom turnusu. Potom na minimalizaciu prazdnych
prejazdov vratane pristavnej a odstavnej jazdy moézeme pouzit’ model:

Z x;; m(mpr;, mod;) + Z u; m(D, mod;)
o =

+ > vym(mpr, D)
i€s (13)

Minimalizuj
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za podmienok u; + Z xjj=1lprej=1.n (14)

i,(i,))EE
v; + Z xij=1prei=1.n (15)
J.(Lj)EE
Xy =S| =T (16)
ij,(i,j)EE
xij,uj,vl- € {0,1} pre V§Ctky l,] =1..n (17)

2.3 Kontrola bezpe¢nostnej prestavky

Bezpecénostna prestavka musi nasledovat’ najneskor po 4 hodinach vedenia vozidla a mala by
trvat’ minimalne 30 minut. Bezpecnostni prestavku mozno rozdelit’ aj na viac Casti, kazda
Cast’ ale musi trvat’ minimalne 10 minut. PreruSenie vedenia vozidla na menej ako 10 minut sa
zapocitava do Casu vedenia vozidla.

Bezpecnostnu prestavku budeme kontrolovat’ v uz hotovych turnusoch. Ked’ spocitame Cas
vedenia vozidla v l'ubovolnom ¢asovom okne dizky 270 minut (4,5 hodiny), &as vedenia
vozidla nesmie presiahnut’ 240 minat. Priklad casti turnusu, kde doslo k poruseniu
ustanovenia o0 bezpecnostnej prestavke je znazorneny v tabul'ke Tab. 1.

Linka Spoj  Miesto Cas Miesto Cas Prejazd Prejazd Cas
odchodu odchodu prichodu odchodu pred po statia
spojom spoji

27 25 59 13:27 70 14:00 0 0 5
27 28 70 14:05 59 14:38 0 0 21
7 51 59 14:59 39 15:25 0 0 4
7 52 39 15:29 59 15:54 0 0 0
12 17 59 15:54 24 16:21 0 0 5
12 18 24 16:26 56 16:50 0 2 7
12 19 18 16:59 24 17:21 0 0 5
12 20 24 17:26 59 17:54 0 0 0

Tab.1: Ukdzka casti turnusu S porusenym pravidlom o bezpecnostnej prestavke

V 270 mintutovom ¢asovom okne od 13:27 do 17:57 je jedinou prestavkou v dizke viac ako 10
minut prestavka v ¢ase od 14:38 do 14:59 nasledujuca po spoji 28 na linke 27. Této prestavka
ma len 21 mintt a teda ¢as vedenia vozidla v tomto ¢asovom okne je 249 minut, t.j. viac ako
240 minut.

Ak chceme zakazat’ vyskyt takejto Casti turnusu, musime do modelu (13) az (17) pridat’
Strukturalnu podmienku, ktora zakaze vyskyt vSetkych siedmych spojov za sebou v jednom
turnuse, t.j. so siedmych premennych x;; méze nadobudat’ hodnotu 1 maximalne 6 z nich:

X27/25,27/28 t X27/28,7/51 T X7/51,7/52

(18)

+%7/5212/17 + X12/17,12/18 T X12/1812/19 + X12/19,12/20 < 6
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Podobni podmienku musime pridat pre vSetky porusenia bezpecnostnej prestavky. Po
vypocte modelu (13) az (17) spolu s niekol’kymi podmienkami typu (18) sa mdze stat, ze
opat’ dojde k poruSeniu ustanovenia o bezpecnostnej prestavke, ale uz zretazenim inych
spojov. Ak sa tak stane, priddme do modelu d’alSie podmienky a model znovu vypocitame.
Postup opakujeme az dovtedy, kym budid vSetky mat’ turnusy bezpe€nostni prestavku na
spravnom mieste. Vzhl'adom na zmensovanie mnoziny pripustnych rieSeni sa tiez méze stat’,
ze model nebude mat’ pripustné rieSenie. To by znamenalo, Ze treba zvysit’ pocet turnusov,
lebo nie je mozné urobit’ turnusovy plan s minimalnym poctom autobusov a zaroven dodrzat’
ustanovenie 0 bezpeénostnej prestavke.

3 EXPERIMENT

Navrhnuté matematické modely sme pouzili na uréenie turnusov pre spoje mestskej
hromadnej dopravy premavajlice pred par rokmi v simesti Martin — Vrutky.

Ide 0 723 spojov premavajucich na 17 linkach cez pracovny den, garaz je v Ciselniku zastavok
reprezentovand ¢islom 59.

V prvom kroku sme vyriesenim modelu (3) az (6) zistili, ze turnusovy plan bude pozostavat’
z 39 turnusov, t.j. T = 39. Nasledne sme tento pocet turnusov pouzili v modeli (13) az (17).
Zostavenie tychto modelov skriptom v jazyku Python aich vyrieSenie pritom trvalo cca 62
resp. 66 sekund.

Potom sme analyzou rieSenia modelu (13) az (17) zistili niekol’ko poruseni ustanovenia
0 bezpecnostnej prestdvke a pre kazdé poruSenie sme do modelu pridali podmienku typu
podmienky (18), samozrejme pre spravne spoje z analyzovaného turnusu. Casy opakovaného
rieSenia modelu s postupne pridavanymi podmienkami uvadzame v tabul’ke Tab. 2.

Hterdera éas’ zostavenia Cas vypoctu Pocet poru:éeni
resp. Upravy modelu modelu bezp.prestavky

1 56,43 s 7,38 s 7

2 0,34 s 7,59 s 2

3 0,33s 7,31s 9

4 0,34 s 8,17 s 6

5 0,33s 8,59 s 8

6 0,34 s 7,82s 5

7 0,34 s 8,69 s 0

Tab.2: Casy vypoctu jednotlivych iterdcii pri odstrafiovani poruseni ustanovenia
0 bezpecnostnej prestavke

Celkovy cas opakovaného rieSenia bol cca 112 sekiund a vSetkych 39 turnusov po siedme;j
iteracii spliialo ustanovenie o bezpecnostnej prestavke.

4 ZAVER

V prispevku sme definovali problém tvorby turnusov a formulovali MILP matematické
modely na urCenic minimalneho poctu potrebnych autobusov a navrhovanie turnusov
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s minimalnou diZkou prazdnych prejazdov. Tiez sme navrhli postup, ako opakovanym
vypo¢tom modelu s pridanymi podmienkami zakazujicimi poruSovanie pravidla
0 bezpecnostnej prestavke pre konkrétnu postupnost’ spojov dosiahnut’ vytvorenie turnusov
s minimalnou diZkou prazdnych prejazdov a re$pektovanim ustanovenia o bezpe&nostne;
prestavke podla prislusného zakona.

Pod’akovanie
Tento prispevok vznikol vd’aka podpore grantu APVV-14-0658 "Optimalizacia mestskej a
regionalnej verejnej dopravy".

Pouzita literatura

1. Ceder, A.: Public-transit vehicle schedules using a minimum crew-cost approach,
Total Logistic Managment vol. 4, pp 21-42, 2011.

2. Gurobi Optimization Inc.: Gurobi Optimizer Reference Manual, dostupné na
http://www.gurobi.com/documentation/6.5/refman.pdf, 2015.

3. Paluch, S.: Two approaches to vehicle and crew scheduling in urban and regional bus
transport, Proceedings of international conference Quantitative Methods in
Economics 2008, High Tatras, Slovakia, pp. 212-218, 2008.

4.  Paluch, S.: Vehicle and crew scheduling problem in regular personal bus transport -
the state of art in Slovakia, Proceedings of 16th international conference on transport
science ICTS 2013, Portoroz, Slovenija, pp. 297-304, 2013.

5. Pesko, S.: The minimum fleet size problem for flexible bus scheduling, Studies of
the Faculty of management science and informatics University of Zilina vol. 9(1), pp.
75-81, 2001.

6.  Pesko, S.: Flexible bus scheduling with overlapping trips, Proceedings of
international conference Quantitative Methods in Economics 2008, High Tatras,
Slovakia, pp. 225-230, 2008.

7. Wren, A, Rousseau, J.M.: Bus driver scheduling - an overview, Computer-Aided
Transit Scheduling, Springer Verlag, 1995.

Kontaktné udaje

Ing. Tomas Majer, PhD.

Zilinska univerzita v Ziline, Fakulta riadenia a informatiky
Univerzitna 8215/1, 010 26 Zilina

Tel: (421 41) 513 4284

email: tomas.majer@fri.uniza.sk

doc. RNDr. Stanislav Paluch, CSc.

Zilinska univerzita v Ziline, Fakulta riadenia a informatiky
Univerzitna 8215/1, 010 26 Zilina

Tel: (421 41) 513 4250

email: stanislav.paluch@fri.uniza.sk

104


mailto:tomas.majer@fri.uniza.sk
mailto:stanislav.paluch@fri.uniza.sk

MODELOVANIE PRIJMOV DOMACNOSTI V CGE MODELLI

MODELING THE HOUSEHOLDS’ INCOME IN THE CGE MODEL
Veronika Mit’kova, Eduard Hozlar

Abstrakt

Clanok sa venuje odhadu parametrov podielu vo funkciach prijmov domécnosti v modeli
vSeobecnej ekonomickej rovnovahy. Pouzitou metddou je ekonometricky odhad, sledovanym
obdobim st roky 1995 az 2014. Regiondlne ¢lenenie je na Bratislavsky kraj a ostatné kraje
Slovenskej republiky, s dezagregaciou verejného sektora a ostatnych sektorov a vyrobnych
faktorov na pracu a kapital. Splnenie podmienok klasického ekonometrického modelu vedie
k deformécii pévodnych funkénych vztahov definovanych modelom a bude potrebné volit
iné metddy odhadu tak, aby boli dodrzané.

KUPucové slova: prijem domdcnosti, CGE model, ekonometricky odhad

Abstract

The paper deals with the estimation of the share parameters of households’ income functions
in the computable general equilibrium model. The methodology of econometric estimation is
used, the time range of 1995 till 2014. Regional disaggregation to Bratislava region and rest
of the regions of the Slovak Republic, commodity disaggregation to the public sector and
other sectors, and labor and capital factors. Fulfillment of the classic econometric model leads
to the deformation of original functional forms defined by the model and there is a need to
find another methods of estimation to satisfy them.

Keywords: houseiold’s income, CGE model, econometric estimation

1 UVOD

V ¢lanku sa venujeme ekonometrickym odhadom parametrov funkcii prijmov domacnosti v
modeli v§eobecnej ekonomickej rovnovahy (CGE — Computable General Equilibrium model).
Na odhady hodnét parametrov st tradicne pouzivané kalibracné metody, ktoré vychadzaju
z poznania stavu ekonomiky kurcitému casu. Ich vyhodou je moznost' ziskat' hodnoty
parametrov modelu z databazy, ktorda nevyzaduje dlhé casové rady, ako je tomu
v ekonometrickom modelovani. VyuZivaji bodovy odhad, ktory je vSak silne ovplyvneny
volbou casového obdobia, za ktoré konStruujeme databdzu udajov, ¢o modze viest
k skreslenym odhadom hodnét napr. elasticit, parametrov posunu a podielu. Prikladom mozu
byt’ turbulentné obdobia predkrizovych obdobi, roky prasknutia realitnych, internetovych ¢i
inych bublin, ktoré maji nasledne dosah na hodnoty makroekonomickych agregatov, a tym aj
hodn6t parametrov modelu. Nasledna kalibracia hodndt parametrov CGE modelu potom
vedie k takym hodnotam, ktoré su sice reprezentantom prislusného obdobia, nie je vSak
vhodné vyuzivat’ ich na experimenty s modelom v inych obdobiach. Ekonometricky odhad
tato slabinu eliminuje, vyzaduje vSak data dlhych casovych obdobi, ktoré nie st vzdy
dostupné. Kritikou kalibracie a metodolégiou ekonometrickych odhadov sa zaoberaji napr.
Jorgenson (1984), Lau (1984), ich prace boli nasledované McKitrick (1988) a Diewert a
Lawrence (1994). V nedavnej minulosti boli vyvinuté techniky kombinujice rdzne pristupy
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k odhadom parametrov CGE modelov, ktoré vyuzivaji vsetky dostupné udaje, pozri napr.
Arndt et al. (2002).

2 MODEL VSEOBECNEJ EKONOMICKEJ ROVNOVAHY

Cielom tohto ¢lanku je odhad parametrov funkcii prijmov domdacnosti v CGE modeli
pomocou ekonometrického odhadu zalozenom na ¢asovych radoch pre Slovensku republiku
za obdobie 1995q1 az 2014g4. Udaje nie sG sezonne oéistené, zamerne pracujeme
s neupravenymi datami. Casové rady s dezagregované z regionalneho hladiska na sektor
Bratislavského kraja (BA) azvySku Slovenska (SK), z hl'adiska komodit na agregovany
verejny sektor (PS), ktory zahffhia verejnu spravu, obranu, zdravotnictvo, Skolstvo a socialne
sluzby ana agregovany sektor ostatnych komodit (NS). Vyrobné faktory predpokladame
pracu (LAB) akapital (CAP). Struktiru modelu vyvinuli na International Food Policy
Research Institute, autorom je Lofgren (2003), tento bol vSak ¢iastoéne modifikovany tak, aby
vyhovoval podmienkam modelovanej ekonomiky, pozri Mitkova (2015). Model pozostava
celkovo zo 17 rovnic: produkéné funkcie, dopyt po vyrobnych faktoroch, prijem vyrobnych
faktorov, prijem domacnosti, dopyt domacnosti, rovnovazne podmienky ponuky a dopytu
vyrobného faktora a funkcia normalizacie cien.

Predpokladame, Ze prijmy domdacnosti zavisia od priemernych cien kapitalu a prace a od
dopytu po tychto vyrobnych faktoroch tak, ako to uvadzaju funkcie 1 — 4:

YHgnomp e = SYgncnp - WFenp - (QFcap ps + QFcapns i)+ €4 (1)
YHeu a0 = SYsa 108 “WF s - (QF g ps + QFasns )+ €02 2)
YH o« caps = SNV s cap “WFcpp '(QFCAP,ps,t + QFcapons o )+ €3 (3)
YH o ase = S s as “WF g - (QF s ps i + QFasns )+ s (4)

kde: YHp transfer prijmu domacnosti h e {BA, SK} od vyrobného faktora f € {CAP, LAB}

WF¢  priemerna cena vyrobného faktora f e {CAP,LAB},

QF; pozadované mnoZstvo vyrobného faktora f e{CAP,LAB} aktivitou
ae{PS,NS},

shry,, parameter podielu prijmu doméacnostih e {BA,SK} z vlastnictva vyrobného

faktora f e {CAP,LAB}.

V tychto rovniciach je zéavislou premennou prijem domdcnosti z vlastnictva vyrobného
faktora a vysvetl'ujucou premennou je nasobok ceny a dopytu po vyrobnom faktore (Co je
stucet dopytov dvoch domacnosti), ktory vyjadruje hodnotu dopytu po vyrobnom faktore
(pracovné oznacenie tychto premennych je WFQFScy, a WFQFS3). Odhadujeme hodnotu
parametra podielu prijmu domécnosti z vlastnictva vyrobnych faktorov.

106



2.1 Prijem z kapitalu

Modelovanie prijmu z vlastnictva kapitalu (rovnice 1 a 3) sa sustred’uje prevazne na technick
stranku vzt'ahu, ked’ze Casové rady prijmu domacnosti a hodnoty dopytu po kapitdle maji
opacné trendy s korelaciou - 0,71, ako to zobrazuje Obrazok 1. Casovy rad vlavo hore
zobrazuje prijem bratislavskych domacnosti z vlastnictva kapitalu, rad vpravo hore zase
prijem domacnosti zapadného, stredného a vychodného Slovenska z vlastnictva kapitalu.
Dolny &asovy rad zobrazuje hodnotu dopytu po kapitali. Udaje st v nominalnych hodnotach,
nie su sezonne ocCistené.

YHba_cap YHsk_cap

1600 — T T T 12000 — T T T
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1996 2001 2006 2011 2016 1996 2001 2006 2011 2016

1400

1200

1000

800

T O TR Y RO S B

WFqfs_cap

20000
18000
16000
14000
12000
10000
8000
6000
4000
2000

o L L L L
1996 2001 2006 2011 2016

Obrazok 1: Casovy rad prijmov domacnosti (horné obrazky) a hodnoty dopytu po kapitale (dolny obrazok).

Pociato¢ny ekonometricky odhad rovnice (1) OLS metédou neprinasa uspokojivy vysledok,
ako sa to aj dalo ocakadvat na zaklade priebehu casovych radov a korela¢ného koeficientu.
Variabilita je v modeli vysvetlena len na 31,02%. So zretelom na ¢o najmensie zmeny vo
funk¢nej Struktire modelu sme testovali r6zne modifikacie modelu a ako najvhodne;jsi sa javi
model s povodnymi vysvetl'ujucimi premennymi a pridanym ¢asovym trendom. Dostavame
vysoko Statisticky vyznamné odhady parametrov, avSak s pritomnostou autokorelacie a nie
normalne rozdelenymi reziduami. Odhad Prais-Winstenovou iterativnou technikou odstranuje
autokorelaciu, rezidud maji normdlne rozdelenie, avSak vysvetlujice premenné nie su
Statisticky vyznamné. Hodnoty odhadov pouzitim oboch metdd st vel'mi blizke, s nizSimi
Standardnymi odchylkami v prospech OLS, takze akceptujeme vysledky tohto odhadu.

YHgacap: = 0.0035 - WFcap,(QFcapps: + QFcapnst) + 17.6514 - t (5)

Model zachytava 98,33% variability zavislej premennej, takZe akceptujeme porusenie
predpokladu o normalite rezidui. Tento problém moéZe byt odstraneny pridanim sezénnych
umelych premennych, ktoré vSak spodsobili nevyznamnost povodnych vysvetlujucich
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premennych aneboli teda dalej uvazované. Sezonne diferencie neodstranili problém
porusenia tohto predpokladu, navySe viedli k odlisSnej modelovej Struktire. Hodnota kapitalu
ma v oboch sektoroch len maly vplyv na transfer prijmu bratislavskym domécnostiam,
najvyssi je vplyv ¢asu indikujuci Stvrtro¢ny rast prijmu domacnosti o 17,65 mil. Eur.

Obdobna je situdcia v rovnici vzt'ahu prijmu mimobratislavskych domacnosti z vlastnictva
kapitalu. Obrazok 2 ilustruje zlyhanie nielen OLS, rovnaky priebeh maju vyrovnané casové
rady ziskané pomocou 2-SLS alebo FIML. Uvazovali sme znova pridanie ¢asového trendu,
Prais-Winstenova metoda (6) vedie k odhadu bez autokorelacie, s normalne distribuovanymi
reziduami, avSak so Statisticky nevyznamnou pdvodnou vysvetlujicou premennou. Prijmy
slovenskych domacnosti (mimo bratislavského kraja) z vlastnictva kapitalu sa Stvrtrocne
zvysSuju o 138,89 mil. Eur.

YHgy cap,e = 0.0243 - WFap e (QFcappse + QFcapns,e) + 138.882 - t (6)
2.2
Actual and fitted YHsk_cap Actual and fitted YHsk_cap
12000 12000
fitted ———-
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Obrazok 2: Casovy rad prijmu Slovenskych Obrazok 3: Casovy rad prijmu Slovenskych
(mimobratislavskych) domacnosti z vlastnictva (mimobratislavskych) domacnosti z vlastnictva
kapitalu — povodné a vyrovnané hodnoty pomocou kapitalu — povodné a vyrovnané hodnoty pomocou
OoLS. Prais-Winsten s ¢asovym trendom.

2.3 Prijem z prace

Modelovanie prijmov doméacnosti z vlastnictva vyrobného faktora praca je priamociarejsie,
nakol’ko ich korelacia s hodnotou dopytu po tomto vyrobnom faktore je vysoka a kladna:
0,99. Prijem bratislavskych domacnosti v zavislosti od hodnoty dopytu po praci vykazuje
vysoku mieru vysvetlenej variability, avSak s pritomnostou autokoreldcie nahodnej zlozky.
Tato bola odstranend pouzitim Prais-Winstenovej iterativnej metody, ktord dava spomedzi
vSetkych odhadov korekcie autokoreldcie najlepSie vysledky. Model zachytava 97,89%
variability prijmov, predpokladu normality rezidui je v tomto pripade splneny — Obrazok 4.

YHgaras: = 0.0397 - WFap (QFapps: + QFLaBNs:t) (7)
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Obrazok 4: Rozdelenie rezidui pre model prijmov
mimobratislavskych domacnosti.

Parameter podielu prijmu slovenskych domdcnosti z vlastnictva prace bol odhadovany
pomocou metdédy Hildreth-Lu, a to prave pre autokorelacie prvého radu. Tento bol
odstraneny, pretrvava vsak problém normality rezidui, ktory v tomto odhade nie je splneny.

YHgy Lape = 0.323 - WFiap (QFLappst + QFLapNs,) (8)

Parameter podielu prijmu z prace pre mimobratislavské domacnosti indikuje vysokd mieru
prijmov z tohto vyrobného faktora.

3 ZAVER

Ekonometrické odhady korigované v zmysle naplnenia klasickych predpokladov o nahodnej
chybe casto vedi k zmenam funkénych tvarov rovnic, atym k deformacii pomerovych
parametrov. Pre porovnanie uvddzame sumarizaciu parametrov podielu pre prijem
domécnosti z vlastnictva vyrobnych faktorov kapitdl a praca: v Tabulke 1 tak, ako ich
uvadzame v tomto ¢lanku, v Tabul’ke 2 bez odstranenia poruch.

Tabulka 1: Odhady parametrov podielu so Tabulka 2: Odhady parametrov podielu
zachovanim funkénych tvarov rovnic s korekciou poruch klasického modelu
Shryp CAP LAB ) Shryp CAP LAB >
BA 0,0536 | 0,0648 |0,1184 BA 0,0035 |0,0397 |0,0432
SK 0,4238 |0,5143 | 0,9381 SK 0,0243 | 0,323 0,3473
z 0,4774 |0,5791 | 1,0565 z 0,0278 | 0,3627 | 0,3905

Odhady bez modifikacii funkénych tvarov rovnic sa priblizuji podmienke z“ZShryhf =1,
h f

ktora je pre CGE model kl'aicova. V d’alSom vyskume sa preto sustredime na také techniky
odhadu parametrov modelu, ktoré umoznia zachovat’ tuto podmienku.
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MAKROEKONOMICKY VYVOJ A IDENTIFIKACIA INVESTICNYCH
PRILEZITOSTI'

MACROECONOMIC DEVELOPMENT AND INVESTMENT
OPPORTUNITIES IDENTIFICATION

Viadimir Mlynarovic¢

Abstrakt

Clanok prezentuje makroekonomicky pristup k identifikacii investi¢nych prileZitosti medzi
vladnymi dlhopismi. Je zalozeny na konfrontacii rozpati ich vynosov a Grovni a trendov vo
vyvoji makroekonomickych charakteristik zodpovedajtcich krajin. Rozpétie definované ako
rozdiel medzi vynosom do splatnosti vlddneho dlhopisu v konkrétnej krajine a vynosom
nemeckého vladdneho dlhopisu s tou istou splatnostou. Na makroekonomické zoradenie
vybranych krajin sa vyuZivaja historické a progn6zované tidaje publikované OECD. Vybrané
kritéria ktoré meraju trendy a urovne s transformované na tzv. z-scores a metddy triedy
Promethee st pouzité na vysledné zoradenie.

KPucové slova: makroekonomicke kritéria, rozpdtie vynosov (spreads), viackriteridalny pristup

Abstract

The paper presents macroeconomic approach for identification of investment opportunities
among government bonds. It is based on a confrontation of their spreads and level and trends
characteristic of the macroeconomic development of corresponding countries. The spread is
defined as the difference between the yield to maturity of the specific country government
bond and Germany government bond with the same maturity. The OECD historical and
prognostic macroeconomic data are used for macroeconomic ranking of selected countries.
Selected criteria that measures trends and levels are transformed into so called z-scores and
application of Promethee methodology provides the final ranking.

Keywords: macroeconomic criteria, spreads, multiple criteria approach

1 UVOD

Existuje vela aplikécii technik komplexného vyhodnocovania variantov, ktoré ako hlavny
ajediny vysledok ponukaju zoradenie skimanych variantov alebo alternativ. V mnohych
pripadoch dokonca chyba aj akékol'vek analyza senzitivnosti k moZznym zmenam vstupnych
udajov. V takychto pripadoch moze vzniknut otazka tykajuca sa uzitoCnosti takychto
vysledkov. V tomto prispevku sice tiez vyuZivame takéto techniky na zoradenie krajin na
baze vyvoja ich makroekonomickych charakteristik vyvoja, ale tieto vysledky st
konfrontované s rozpdtiami vynosov vladnych dlhopisov s cielom identifikovat’ sl'ubné
investi¢né prilezitosti v tejto kategorii aktiv

! This paper research was supported by the Slovak Research and Development Agency,
project No. APVV-14-0020: “Pareto Optimal Interactions Modeling in the Financial and
Business Adaptive Processes”, and by the Slovak Ministry of Education, Science and Sport,
project No. VEGA 1/0340/16: “Modelovanie efektivnosti financovania a kooperacie sektorov
a regionov slovenskej ekonomiky.”
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2 MODEL

Predpokladajme, Ze pozname hodnoty a;j' jednotlivych variantov (krajin) i, i =1, ..., m, podl'a
jednotlivych kritérii (makroekonomickych charakteristik) j, j = 1, ..., n, pre $pecifikované
Casové obdobia (roky) t, t = 1, ..., T. Pre tieto hodnoty definujeme dva typy

makroekonomickych kritérii, ato kritéria 0arovne akritéria trendu. Nech [d;, hj],
1<d, <h £T, je ¢asové obdobie pre kritéria trovne a [dy, h], 1<d, <d, <h <h <T,je
Casové obdobie pre kritéria trendu, potom

hy
>a)
,—d, +1
je hodnota arovne pre kritérium j, j=1, ..., n, prekrajinui,i=1,...,m,a
hy
cf=¢l o4
o h —d, +1
je hodnota trendu pre kritérium j, j=1, ..., n, pre krajinui, i=1,...,m.

Takze mame ulohu viackriterialneho rozhodovania s m alternativami and 2n kritériami
a mozeme pouzit' niektoré so znamych metdd, (Mlynarovi¢, 1998) na zoradenie alternativ.
V tejto aplikacii ale navrhujeme pouzit’ tzv. Z — scores namiesto priameho pouzitia hodnot
urovni a trendov podl'a kritérii. Vyhodou takéhoto pristupu je skutocnost’ Ze sa zohladiiuju

nielen hodnoty kritérii ale aj ich variabilita. Nech ,u; a O'; je strednd hodnota a Standardna

odchylka hodnét Ci'j,i =1...,m, a ,ujr and 0'; je stredna hodnota a $tandardna odchylka

hodnét cj,i=1,...,m, potom

| |
S — Cij —H;
ij = G| ’
i

st hodnoty z — scores pre kritéria urovne a

Ci — Ut
r ) J
Sij = r

ij y i=1,...m,j=1,...n

Oj

st hodnoty z — scores pre kritéria trendu.

Makroekonomické zoradenie krajin mozZno zapisat’ ako tlohu komplexného vyhodnocovania
variantov

| | r

" max" {si:(s:,s{)z(sil,...sm,sil,...s{n) izl,...m}

kde sa, bez straty vSeobecnosti, predpoklada, Zze “Cim viac, tym lepSie” pre vSetky kritéria.
Predpokladajme, ze aplikacia metody PROMETHEE Il poskytne hodnoty ¢istych tokov @, i
=1, ..., m, pre ktoré

D, >D,>..0; >.. 0

V terminolégii metédy PROMETHEE to znamena, ze krajina 1 je najlepSia a krajina m je
najhorsia krajina.
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Predpokladajme, Ze rj, i = 1, .., m, vynos do splatnosti vladnych dlhopisov ponukany krajinou
I. Potom vo svete idealnych informacii by pre uvedené PROMETHEE vysledky malo platit’

nL<r<..r<..<r,

pretoze ¢im horSie je na tom krajina, tym vysSie vynosy musi ponukat. V tejto situdcii sa
potencidlny investor musi rozhodnut, aké velké riziko je ochotny akceptovat’. Prakticky
tazko mozno ocakavat takyto jednoznaény vysledok amozné kontradikcie medzi
makroekonomickymi vysledkami a rozpatiami vynosov poskytuju priestor pre identifikaciu
dobrych investi¢nych prilezitosti.

3 UDAJE A VYPOCTY

OECD pravidelne poskytuje historické a prognostické ro¢né makroekonomické udaje, ktoré
opisuju:

- dopyt a produkciu,

- mzdy, néklady, nezamestnanost’ a inflaciu,

- klai¢ové udaje ponuky,

- uspory,

- fiskalnu bilanciu a udaje o verejnom dlhu

- urokové miery a vymenné kurzy,

- zahrani¢ny obchod a platobnt1 bilanciu,

- iné zdkladné udaje,

Tieto Udaje pre obdobie od roku 2008 do roku 2015 boli pouzit¢ pre konStrukciu
nasledujucich makroekonomickych kritérii:

. hrubi pridana hodnota v stalych cenach,

. sukromna konec¢na spotreba v stalych cendch,

. hruba tvorba fixného kapitalu v stalych cenéch,
. miera nezamestnanosti,

. harmonizovany index spotrebitel’skych cien

. miera uspor ako percento hrubého disponibilného dochodku,
. narodny déchodok v beznych trhovych cenach,
. vladna finalna spotreba v stalych cenéch,

. rozpoctovy deficit ako % HDP,

10. implicitné Grokova miera,

11. vSeobecné vladne vydavky ako % HDP

12. nominalna dlhodoba trokova miera,

13. celkovy export tovarov a sluzieb,

14. celkovy dovoz tovarov a sluZieb,

15. bilancia bezného ucétu ako % HDP,

16. rast trhu vyvozu tovarov a sluzieb.

OO ~NOOUTE WDN P

Systém na podporu rozhodovania vyvinuty v excelovskom prostredi realizuje metodu
Promethee II vratane analyzy senzitivnosti pre vahy kritérii. UmozZnuje Specifikovat’.

- obdobie pre kritéria Grovne ( v ilustracii 2008 — 2015)

- obdobie pre kritéria trendu (2012 — 2015),

- krajiny zo zadaného zoznamu,

- kritéria zo zadaného zoznamu spolu s priradenim véh,

- riadiace parametre pre metodu Promethee I1.
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Ako ilustraciu uvadzame vysledky na obr.1, v ktorom sa konfrontuji hodnoty ¢istych tokov
jednotlivych krajin s vynosovymi rozpétiami.

O Spreads
B Ranking_flows

250 - T 0.3500
| 103000

200 - + 0.2500
+ 0.2000

150 - _ + 0.1500
i [+ 0.1000

100 - m I ) - 0.0500
II"-- - 0.0000

50 - - -0.0500

o L L .

Obrazok 1: Vysledky pre rozpitia vzh'adom k nemeckym dlhopisom
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NOVY SOFTWARE PRE METODY TRIEDY ELECTRE
NEW SOFTWARE FOR ELECTRE METHODS

Michal Pieter

Abstrakt

Metody triedy ELECTRE predstavuju popularny nastroj rieSenia niektorych uloh v teorii
rozhodovania. Tento prispevok predstavuje v stru¢nosti novy software, nazvany ELIA, ktory
bol vyvinuty ako sucast’ autorovej diplomovej prace. Tento software umoziuje rieSenie tloh
pomocou metédy ELECTRE IS poskytujicej ur¢enie mnoziny kompromisnych variantov
ametod ELECTRE II, Il alV, poskytujucich zoradenie variantov od najvhodnejSieho po
najmenej vhodny. Sti¢ast'ou textu je taktiez struény popis zakladnych principov, na ktorych su
implementované metody zaloZené, pricom zaujemcovia o blizSie preskimanie st odkazovani
na diplomov1 précu a primérnu literataru.

KPuélové slova: tedria rozhodovania, VHV, ELECTRE, software, ELIA

Abstract

ELECTRE methods are a popular tool for solving certain decision-making problems. This
paper presents new software called ELIA that was developed as part of the authors master’s
thesis. It supports the ELECTRE IS method, selecting a set of compromise actions, as well as
ELECTRE II, 11l and IV methods for ordering the actions from best to worst. A brief
summary and working principles for all of these methods is provided, including references to
the master’s thesis and primary sources for more detailed study.

Keywords: decision theory, MCDM, ELECTRE, software, ELIA

1 UVOD

V ramci teodrie rozhodovania je mozné identifikovat’ viacero hlavnych pristupov. Oblast
viackriterialneho rozhodovania (multi-criteria decision making, MCDM) sa zaobera
problémami, kedy je vhodné analyzovat mnoZinu moznych rozhodnuti, vi¢Sinou vyberom
toho najvhodnejSieho, na zéklade danych kvantitativnych alebo kvalitativnych kritérii.
V pripade, Ze je tito mnozina diskrétna, jednotlivé rozhodnutia st nazyvané variantami
ajedna sa o ulohu viackriteridlneho hodnotenia variantov (VHV, multi-criteria evaluation).
Medzi tieto patri aj rodina uloh ELECTRE, vyvinuta koncom Sest'desiatych rokov Bernardom
Royom  avnasledujucich  dekadach postupne  rozSirovanda najmda nim  ajeho
spolupracovnikmi.

Prave prehlad metod triedy ELECTRE, ich modifikacii a rozsireni, ako aj oblasti ich
aplikacie a suvisiacich programovych prostriedkov bol témou diplomovej prace Metody tfidy
ELECTRE: Teorie a aplikace [1], ktora bola odovzdana v jini 2016 a obhajena v septembri
toho istého roku autorom prispevku. Jednym z cielov danej prace bolo taktiez vytvorenie
uplne nového software, ktory by umoznoval rieSenie iloh VHV pomocou niekol’kych zo
zakladnych metod triedy ELECTRE. Stru¢né predstavenie prave tychto metdd, ako aj
samotného novovytvorené¢ho software — nazvaného ELIA — je pritom zamerom tohto
prispevku. Vzhladom na rozsah problematiky a obmedzeny priestor su viaceré detaily
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vynechané, zaujemcov o komplexnejsi pohl'ad je preto mozné odkazat’ na diplomovl pracu
a na primarnu literataru.

2 METODY TRIEDY ELECTRE

Metody triedy ELECTRE patria do skupiny metdd, ktoré st vypoctovo zalozené na
preferenénych relacidch medzi jednotlivymi variantmi. Kazdy variant ma podla kazdého
kritéria priradenti urcita Ciselnt (kriteridlnu) hodnotu, ktora vyjadruje vhodnost daného
variantu, a to bud’ v kardinalnom alebo ordinalnom zmysle. Parovym porovnanim variantov je
potom mozné urcit’ jeden z troch tradi¢nych preferen¢nych vztahov — pre varianty a a b su to:
e aPb: variant a je (striktne) preferovany pred variantom b,
e bPa: variantb je (striktne) preferovany pred variantom a,
e alb: varianty a a b su navzajom indiferentné.
Metddy triedy ELECTRE vsak tieto preferencné vztahy rozsiruji zavedenim viacerych
prahovych hodnét. Ich zmyslom je v modeli lepSie zachytit' nepresnii povahu redlneho
systému a neistotu panujucu pri stanoveni spomenutych preferenénych vztahov. KIi¢ovym
konceptom je pritom vzt'ah tzv. nadradenosti (outranking) dvoch variantov, zapisovany ako
asSh, ktory vyjadruje, ze variant a je mozné povazovat’ za aspon taky dobry, ako variant b.
Obmedzeny vztah nadradenosti aSjb potom hovori to isté, ale len pri porovnani podl'a kritéria
J. Ked’ je kriteridlna hodnota variantu a podl'a kritéria j znacena ako gj(a), je mozné s vyuzitim
uz zmienenych prahovych hodnét definovat’ preferencné relacie aPjb, aljb a aS;b ako
alib & g;(a) — g;(b) < q;,
aSib < g;(a) = g;(b) — qj,
aPib < g;(a) > g;j(b) + p;.

Hodnota @; sa nazyva prah indiferencie (indifference threshold) a vyjadruje maximalny
rozdiel kriterialnych hodnét variantov tak, aby eSte mohli byt podl'a kritéria j povazované za
indiferentné. Obdobne, hodnota p; sa nazyva prah preferencie (preference threshold)
a predstavuje minimalny rozdiel, kedy je eSte jeden variant povaZovany za preferovany pred
druhym. Tieto hodnoty moézu byt konstantné, pripadne mozu byt funkénou hodnotou
kriterialnej hodnoty variantu, kedy sa oznacuju g;(gj(a)), resp. pj(9;(a))- [2, s. 51-52, 57-58]

2.1 ELECTRE IS

Metéda ELECTRE IS (jedna-es) je rozsirenim metod ELECTRE 1a Iv (jedna-vé), pricom
vSetky si kladu za ciel z mnoziny variantov urcit’ jeden ¢i viacej kompromisnych, ktoré je
mozné povazovat' za najvhodnejSie. Jej princip spociva v agregéacii uvedenych ¢iastkovych
vzt'ahov do obecného vztahu nadradenosti aSh pre kazda dvojicu variantov. Pre kazda takuto
dvojicu sa snazi roztriedit mnoZzinu kritérii do troch disjunktnych podmnozin — koalicii —
podla toho, ¢i dané kriteridlne hodnoty, v kombinacii so stanovenymi prahmi preferencie
a indiferencie, podporuju — pre dané kritérium j plati aSjb — alebo odporuji — plati bPja —
tvrdeniu, Ze plati vzt'ah aSh, pripadne sa k jeho platnosti nedokazu jasne vyjadrit’. [2, S. 57-
58]

Vicsina metdd triedy ELECTRE vyuziva kardindlnu informdaciu o relativnej dolezitosti
jednotlivych kritérii, teda tieto maji pridelené uréité vahy. ELECTRE IS je jednou z nich
asilu koalicii tak obecne urcuje ako sucet vah kritérii, ktoré patria do danej koalicie.
V metode ELECTRE IS vyjadruje sucet (pri ignorovani korekéného koeficientu [1, s. 16]) sil
oboch koalicii, ktoré nie st nesuhlasné s tvrdenim aSh tzv. index stihlasu. V pripade, Ze tento
prekracuje urcitd pevni hodnotu — uroven suhlasu — zadanu rozhodovatel'om, je mozné
povazovat tvrdenie aSh za platné. [2, s. 60-61] Umoziuje vSak, rovnako ako metdda
ELECTRE Iv, ktoru rozsiruje, aby dostato¢ne velky rozdiel hodndt pre nejaké kritérium
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predstavoval akési veto pre platnost’ tohto tvrdenia. Dany minimélny rozdiel sa preto nazyva
prah veta (veto threshold) arozhodovatel ho moze stanovit pre jednotlivé kritéria
individualne bud’ vo forme konstanty alebo funkcie kriterialnej hodnoty. [3, s. 142]

Ked’ je stanovena platnost’ vztahu aSb pre kazda dvojicu variantov (vzt'ah aSa plati vzdy), je
mozné odvodit’ platnost’ vztahov preferencie, indiferencie a neporovnatelnosti podla [2, s.
54
: aSh A =bSa < aPb, VYa,b € A, a+b,
aSbA bSa < alb, Va,b € A, a+bhb,
—aSbh A =bSa < aNb, Va,b € A, a # b.
Tieto vztahy su nasledne zachytené vo forme orientovaného grafu. Pri ziskani konecnej
vystupnej informacie sa vyuzije koncept tzv. jadra grafu [4, s. 183], ktoré predstavuje
mnozinu kompromisnych variantov. Procesom komunikacie s rozhodovatel'om a postupnou
zmenou prahov a urovni je potom mozné ziskat' prave jeden kompromisny variant, ktory je
tak mozné povazovat’ za najvhodnejsi. [3, s. 140-41]

2.2 ELECTRE Il alll

Metédy ELECTRE Il alll sa odlisuju od predchadzajucej najméd tym, ze poskytuju ako
vystupna informaciu zoradenie variantov od najvhodnejSicho po najmenej vhodné. Metody
ELECTRE II je rozsirenim metody ELECTRE IS, kedy rozdel'uje vzt'ah nadradenosti aSb na
dva, s ktorymi st potom spojené aj dve urovne suhlasu. Tieto vztahy maju privlastok silny —
aS'b — a slaby — aS’b — pricom klasicky vzt'ah nadradenosti je potom predefinovany ako

aSh & aS'b A aS?b.
Odhalenim platnosti vzt'ahov silnej a slabej nadradenosti pre kazdu dvojicu variantov je
mozné zostrojit’ dva orientované grafy — jeden, kde hrany predstavuju vztah vyhradne silnej
nadradenosti a druhy, kde orientovana hrana vyjadruje platnost’ aspont jedného z nich. Oba
grafy st nésledne ocistené od pripadnych cyklov a pomocou iterativneho procesu je ziskana
dvojica Ciastkovych zoradeni. Kone¢né poradie variantu je potom ziskané ako prienik alebo
alternativne ako aritmeticky priemer jeho oboch ¢iastkovych poradi. [3, s. 144-45]

Metéda ELECTRE III predstavuje modifikdciu metédy ELECTRE I, ale taktiez
ELECTRE IS, kde modifikuje index suhlasu na tzv. index doveryhodnosti, ktory je vSak
zavisly aj na sile nesthlasnej koalicie stvrdenim aSb. Taktiez umoznuje modelovanie
Ciastoéného efektu veta. Ziskany index doveryhodnosti vyjadruje aktisi mieru platnosti
tvrdenia aSbh, ¢o je v kontraste s predchadzajucimi metédami, ktoré operovali len
s dichotomickymi stavmi plati-neplati. [3, s. 145] Ztychto indexov pre kazdu dvojicu
variantov ziskava ich Ciastkové zoradenie pomocou procesu tzv. destilacie, ktord vyzaduje
stanovenie dvoch parametrov rozhodovatelom. Tie je moZné interpretovat ako jemnost
rozliSenia variantov v kone¢nom poradi. To sa ziska obdobne ako pri metdéde ELECTRE Il
kombinaciou poradi ¢iastkovych. [5, s. 3]

2.3 ELECTRE IV

Metdéda ELECTRE IV je netradi¢nd, pretoze nepracuje s vahami kritérii a nevyzaduje tak od
rozhodovatel'a ich stanovenie. Vychadza z metody ELECTRE Ill apodobne ako metoda
ELECTRE II tieZ rozdel'uje vzt'ah nadradenosti, tentoraz v§ak hned’ na 5 ¢iastkovych vzt'ahov
aSib az aSsb. Tie su pritom hierarchicky zoradené a platnost’ jedného implikuje zaroven
platnost’ vo¢i nemu silnejSich, teda viacej obmedzujucich. Pre kazdu dvojicu variantov
zatried'uje mnozinu kategorii do jednej zo siedmich disjunktnych skupin, pomocou ¢oho
nasledne skima platnost’ jednotlivych vztahov. [1, s. 22-23] [6, s. 217] Kazdému z nich
pritom zodpoveda urcita klesajiica hodnota indexu doveryhodnosti voéi tvrdeniu aSh. Takto
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ziskané hodnoty indexov su nésledne pretavené procesom destilacie do kon¢eného zoradenia
variantov, rovnako ako v pripade metody ELECTRE IlI. [3, s. 147]

3 SOFTWARE ELIA

Programovych prostriedkov, ktoré by podporovali niektort z metdd triedy ELECTRE, je
Vv st¢asnosti k dispozicii na trhu relativne malo. Vac¢sina z nich pochédza prave z laboratoria
LAMSADE, pripadne bola vytvorena v spolupraci s nim. Menovite sa jedna o programy
ELECTRE IS, ELECTRE M-IV aELECTRE Tri. Tieto boli vyvinuté v 90-tych rokoch
a ztoho dovodu trpia hned’ niekol’kymi nedostatkami. Pouzivatel'ské rozhrania st znacne
zastarané, ¢o moze stazovat’ pracu pouzivatelom, ktori su zvyknuti na moderné aplikacie,
ktoré vacsinou dodrziavaju dnes uz obecné normy pouzivatel'ského dizajnu. Napriek tomu, Ze
ti zasviteni do metdéd ELECTRE nemaju po urcitej dobe vacsi problém sa v nich orientovat’,
Z hl'adiska praktického pouzitia uz je situacia ind. Bez znalosti terminologie a tedrie
jednotlivych metdd je tazké predstavit’ si ich pouzitie. Najvac¢si problém vsak predstavuje
fakt, ze Ziaden z tychto programov nie je mozné spustit na modernych 64-bitovych
opera¢nych systémoch, ktoré tvoria vicSinu na trhu a su takmer vyhradne instalované na
novych pocitacoch. [1, s. 51-54]

Existuju aj d’alSie programy, napriklad IRIS [7], SANNA [8] anicktoré dalsie, tie vSak
nepodporuji niektoré zo zakladnych metod predstavenych v kapitole 2. Novy software,
nazvany ELIA, pontka rieSenie spomenutych problémov. Je ho mozné bez problémov
pouzivat’ na modernych opera¢nych systémoch Microsoft Windows, pontka prehl'adné a
intuitivne ovladanie a v sti¢asnej verzii podporuje Styri zakladné modely triedy ELECTRE.
Zaroven bol koncipovany tak, aby jeho funkcionalitu bolo mozné ¢o najjednoduchsie dalej
roz§irovat’.

Ako uz bolo spomenuté v uvode, program ELIA bol vytvoreny V rdmci diplomovej prace,
ktora bola obhajena v septembri roku 2016. Od tej doby boli opravené nahlasené chyby a
zapracované pripomienky k programu ELIA z posudkov prace. Napriek tomu, Ze program je
hotovy a funkény, niektoré aspekty je eSte vhodné odladit’, ako aj odstranit’ chyby odhalitel'né
az pri jeho SirSom pouZiti. Nasledne bude program zverejneny na strankach Katedry
ekonometrie VSE (ekonometrie.vse.cz), kde bude volne pristupny na stiahnutie pre
nekomer¢éné vyuzitie. Termin spristupnenia sa pritom ocakava Vv priebehu prvych mesiacov
roku 2017.

V nasledujtcich dvoch kapitolach je mozné néjst’ struény prehl'ad funkcionality, niektorych
obmedzeni a moZnosti d’alSieho vyvoja arozvoja aplikacie ELIA. DetailnejSiu analyzu,
proces vyvoja a internu architekturu, ako aj implementéciu jednotlivych algoritmov vratane
pseudokddu je potom mozné najst’ v samotnej diplomovej praci [1, s. 57-72].

3.1 Prehlad funkcionality

Program ELIA je mozné spustit’ na operaénych systémov Microsoft Windows, a to vo verzii
Vista anovsie. Na jeho spustenie je nutné mat’ rozhranie Microsoft .NET Framework vo
verzii aspon 4.5.1, ktoré je vol'ne dostupné z oficialnych stranok Microsoft-u a program pri
spusteni upozorni, ak je ho nutné nainsStalovat. Na operatnom systéme Windows 8.1
anovsich je uz priamo jeho sucastou anie je od pouzivatela vyzadovana ziadna dalSia
operacia. Program samotny nie je vobec nutné inStalovat, stac¢i ho len spustit’ otvorenim
suboru ELIA.exe.

Praca s programom prebieha v jednom okne, ktoré je mozné vidiet’ napriklad na obr. 1. Toto
je rozdelené niekolko hlavnych cCasti. Tabul'ka s datami v dolnej Casti ma centrdlnu poziciu
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aumozinuje zobrazit' aj rozsiahly subor dat. LiSta nastrojov sa nachadza v hornej casti
a obsahuje tri zalozky — Data, Method a View (program ELIA je v sucasnej verzii len

® My Model - ELIA — O ®

File Data Method View

. 3 ' - A .’. J

®
Acticns || Criteria Weights || Thresholds || Params | Results Flip
Data Editor Panels
4 Criterion 1 4 Criterion 2 <& MNew Criterion Weights Thresholds Parameters

® Action1 m 43 " Value
@ Action?2 14 B 8 T Criterion 1 0,60
® MNew Action 5 83 12 1 Criterion 2 0,20
+ B Mew Criterion 0,20

Obr. 1 — Okno aplikacie ELIA, zalozka View

v anglickom jazyku). LiStu nastrojov je mozné schovat opatovnym kliknutim na prave
zvoleni zalozku. V dolnej casti je taktiez umiestneny panel, ktory slizi na zadavanie
parametrov modelu a zobrazenie vysledkov. V liste nastrojov, na zalozke View je mozné
zvolit, ktoré zalozky sa maju zobrazovat v paneli. Ak je nutné rozsirit' pracovny priestor
tabul’ky dat, je mozné panel kedykol'vek schovat’ (klavesova skratka Ctrl+T) a znova zobrazit’
v povodnej podobe. Je ho taktiez mozné presunut’ do spodnej Casti okna pomocou tlacidla
Flip (tiez Ctrl+Shift+T). Ako je mozné vidiet z obr. 1, tlac¢idla st vel'ké, prehladne
usporiadané¢ a jasne popisané. Pri podrzani myS$i nad tla¢idlom sa taktiez zobrazi text
s kratkym popisom a pripadne tiez napovedou.

Pri otvoreni programu sa naskytne pouzivatel'ovi pohl'ad na okno s uz otvorenym prazdnym
prikladom, tak ako je vidno na obr. 2. Ten je mozné prisposobit’ vlastnym potrebam, pripadne
je mozné vytvorit’ novy prazdny model. To moze pouzivatel’ cez hlavné menu, kliknutim na
tlacidlo File v liSte nastrojov a zvolenim moznosti New (Ctrl+N). Tam je v si€asnej verzii uz
mozné taktieZ zvolit’ rozmer novovytvoreného modelu, teda pocet variantov a kritérii. Mozné
je taktieZ otvorit’ uz existujici model cez tlacidlo Open (Ctrl+O), pricom datové stibory maju
priponu .elm. Pod rovnakym typom je samozrejme mozné aj ulozit’ existujici subor tla¢idlom
Save (Ctrl+S), pripadne Save As (Ctrl+Shift+S).

® My Model” - ELIA — O *

Data Method View

4 29 A0

Undo Lock Remove A Remove Flip Max All
Edit Actions Criteria

4+ Criterion 1 “f* Criterion 2 4 New Criterion

® Action [ 0 45 1

@ Action?2 14 & 2
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Praca s datami je intuitivna ajednoducha, udaje sa zadavaju rovnako ako v beznych
tabul’kovych kalkuldtoroch. Varianty (action) st reprezentované riadkami a kritéria (criterion)
stipcami tabulky. Ak chce pouZivatel' zmenit’ ich nazvy, musi vykonat dvojklik nad danou
hlavi¢kou a zadat’ novy nézov. Jednorazové kliknutie totiZ riadok, stipec, pripadne viacero z
nich zvyrazni. Nasledne je ho, resp. ich mozné cez tlacidlo Remove v zalozke Data na liste
nastrojov odstranit, alebo v pripade kritérii zmenit' ich orienticiu z maximalizaéného na
minimaliza¢né a naopak pomocou tla¢idla Flip. V nastaveniach (Options) v hlavnhom menu je
mozné zvolit' &i a ako sa maju pri zmene orientacie upravit tdaje v relevantnych stipcoch.
Pridavanie variantov a kritérii je taktiez jednoduché. Staci pouzit’ zodpovedajuce tlac¢idlo Add
v liste nastrojov, alebo v pripade variantov jednoducho vyplnit’ hodnoty v poslednom riadku.
Nakoniec, data je mozné vlozit’ z tabul’kového kalkulatoru, pripadne z textového stiboru (tzv.
tab-separated values) aj priamo. To je mozné bud’ pretiahnutim oznacenych dat z externého
zdroja do oblasti tabul’ky v programe ELIA, alebo kopirovanim, oznacenim celej tabul’ky
kliknutim na I'ava hornt bunku a stlacenim klavesovej skratky Ctrl+V. V oboch pripadoch je
nutné dodrzat’ format riadky—varianty, stipce—kritéria a celi operaciu potvrdit’.

Po vyplneni tabul’ky kriteridlnych hodndt je pred samotnym vypoctom nutné zvolit’ konkrétnu
metoédu a vyplnit' zodpovedajiice parametre. Na zdlozke Method zvoli pouzivatel jednu
z metdd — Vv sucasnej verzii st podporované metody ELECTRE IS, II, III alIV. Podla
konkrétnej metddy je nutné vyplnit’ hodnoty parametrov vo vysuvnom paneli. Napriklad pre
metodu ELECTRE IS sa jednd o vahy kritérii v paneli Weights, tirovenn suhlasu v paneli
Parameters a jednotlivé prahy Vv paneli Thresholds. Tie sa zadavaji vo forme linearnej funkcie
f(X)=a+px prostrednictvom funkénych parametrov o (y-intercept) ap (gradient). Pred
spustenim vypoctu sa automaticky skontroluje spravnost’ a konzistentnost’ zadanych udajov,
tu je mozné tiez kedykol'vek skontrolovat’ cez tlacidlo Verify na zélozke Method. Pripadné
problémy st takto vymenované.

Vypocet samotny sa spusta tlatidlom Calculate na zalozke Method. Ked’ uspesne prebehne,
otvori sa automaticky panel s vysledkami, ato podla zvolenej metédy — kompromisné
varianty pre metdédu ELECTRE IS a zoradenie variantov pre metody ELECTRE I, 11l a IV.
Ako je mozné vidiet aj na obr. 3, vysledky su farebne kodované, v pripade zoradenia
gradientom od zelenej pre najvhodnejsi varianty aZ po Cervenu pre ten najmenej. Viacero
variantov pritom moéze zdielat” poradové umiestenie a odtien. Takéto odliSenie je mozné

® My Model - ELIA — a X
File Data Method View
oxi ™ A
4 ®e
Actions || Criteria Weights  Thresholds  Params || Results Flip

Data Editor Panels

4 Criterion 1 4+ Criterion 2 b New Criterion Results
i m 45 1 o _
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@ Action2 14 i g
@ Mew Action 5 85 12 Hficient actions:

Action 2
Inefficient actions:

Action 1

Mew Action

Obr. 3 — Vysledok vypoctu metdédou ELECTRE IS
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vypnat’ v nastaveniach.

3.2 Obmedzenia a d’alsi vyvoj

Vyvoj aplikédcie ELIA nebol hlavnym ani jedinym ciel'om diplomovej prace, aj z toho dovodu
museli byt’ pri jej vyvoji uéinené viaceré kompromisy. Aspon v jej sucasnej verzii je teda
mozné identifikovat’ niekol’ko obmedzeni. Tie vSak zaroven predstavuju prilezitost’ pre jej
dalSie zdokonalovanie a rozsirovanie funkcionality. Ako vSetok novy software, aj program
ELIA nutne obsahuje chyby ¢i nedostatky, ktoré sa v priebehu vyvoja nepodarilo odhalit’.
Tieto budi po nahlaseni postupne sa zvidcSujicou skupinou pouzivatelov priebezne
odstranované a takto zdokonalené verzie postupne uverejiiované v priebehu d’alSich mesiacov
a rokov.

V stcasnosti podporuje Styri zo zakladnych metod triedy ELECTRE, nepochybne by preto
bolo vhodné pridat aj dalSie, medzi ktorymi by urCite nesmela chybat metoda
ELECTRE TRI, pripadne jej modifikacie. Cely program bol uz od zaliatku vyvoja
koncipovany tak, aby dorabanie novych metdd bolo ¢o najjednoduchsie a zaroven aby bola
zaruéena kompatibilita s modelmi vytvorenymi predoslymi verziami. Vyskum v oblasti metod
ELECTRE pritom poskytuje stale sa zva¢Sujiice mnozstvo implementovate'nych metod a ich
rozsireni.

Momentalne je pouzivatel'ské rozhranie rieSené spdsobom, ktory vyzaduje asponn urcit
znalost’ jednotlivych metod triedy ELECTRE. Zaroven vystup vypoctu je v sti€asnosti vel'mi
jednoduchy. Zamerom autora je vSak, aby mohol byt program vyuzivany ako pre rieSenie
praktickych rozhodovacich uloh zodpovednymi osobami, taktiez vSak ako ucebnd pomocka
vV ramci tedérie rozhodovania. KIi¢om k dosiahnutiu oboch cielov je d’alSie zjednodusenie
rozhranie a zaroven rozsirenie poskytovanych vystupnych informacii. Tie mézu mat’ formu
spravy, roznych tabulovanych tdajov, grafickej reprezentacie vysledkov, pripadne
orientovanych grafov. Pre Ucely ucebnej pomodcky je mozné si predstavit moznost’
krokovania vypoétu a previazanie vystupnej informacie s internym algoritmom v realnom
case.
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DEFINICE ZAKLADNIHO GRAVITY MODELU A JEHO KOMBINACE
S MODELY PROSTOROVE AUTOKORELACE

DEFINITION OF BASIC GRAVITY MODEL AND ITS COMBINATION
WITH SPATIAL MODELS

Tatiana Polonyankina

Abstrakt

Prispévek se vénuje gravity modelu, ktery je zajimavy svoji analogii s Newtonovym
gravitatnim zakonem. Logika gravitace se v modelu pienesené pouziva pro popis prostorové
interakce mezi ekonomickymi jednotkami. Cilem je definovat kombinaci zakladniho gravity
modelu s modely prostorové autokorelace. Prvni sekce predstavuje gravity model, strucné
sumarizuje historii a ukazuje moznosti pouziti modelu v riznych ekonomickych odvétvich.
Dalsi cast definuje gravity model aukazuje jeho kombinaci s modely prostorové
autokorelace. Posledni ¢ast je simulaci aplikace modelu kombinujiciho gravity model a model
prostorové autokorelace na realna data.

Kli¢ova slova: prostorové modely, gravity model, prostorova autokorelace

Abstract

This work is introducing the gravity model which derives its name and basic idea from
Newton’s gravity law. The idea of gravitation is used to describe spatial interaction between
economic cells. The main aim is the investigation of the link between the spatial modelling
and the basic gravity model. Section motivation is introducing the gravity model, explaining a
bit of history and also summarising the fields of applying the model. The next session is
setting the theoretical definition of the gravity model and showing the connection with the
spatial models. The last part consists of simulation of migration analysis with a model which
combines the gravity model and a spatial model.

Keywords: spatial models, gravity model, spatial autocorrelation

This work was supported by IGA F4/73/2016, University of Economic, Prague.

1 MOTIVATION

Spatial interaction is a term used to describe any movement over space that is caused or
forced by human interaction or any other human activity. The common example can be any
kind of migration (from workers going every day to a city for work to immigrants living in a
host county) but it can also be a commaodity flow, international trade or knowledge exchange.

The gravity model is used to explain this spatial interaction between countries since it is taken
into account a geography aspects. The model derives its name and a basic idea from physics.
There is an analogy to the gravitation interaction between planetary bodies where two main
influences are the distance between the bodies and their scale impact. The scale can be
measured in absolute values (size) or in arelative values depending on a field of model
application (e.g. GDP as a measure of economic scale). Distance can be also defined as an
absolute location — distance between two places in kilometres/miles; or as a relative location —
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where locations with the same absolute distance can have different access to a shopping
centre, education, museums, access to a job opportunities, information even access to water.

The use of gravity models for spatial interaction analysis is summarised in Constantin (2004),
where he talks about the market area boundary analysis, gravity models for commodity flows
analysis and gravity models for studying the migration flows. The classical gravity model
was firstly used to explain trade flows by Tinbergen (1962). Later on the model was widely
used for international trade analysis (Anderson (1979)).

The other macroeconomic field where the gravity model is widely used is analysis of foreign
direct investment (FDI). Egger (2004) examines the effects of the EU integration in the 90’s
on the FDI relations in Europe using the gravity model. He found that the completion of the
Single Market, the 1995 enlargement and the next enlargement are characterized by a
substantial, positive anticipation effect in the period between the announcement and the
formal establishment of each integration step. Braconier (2005) explores how wage costs for
high skilled and less skilled labour in host countries are affected by FDI using the gravity
model.

For migration flows was the gravity model used firstly by Ravenstein (1889) for UK. Metulini
(2013) is estimating a Spatial Gravity Trade for panel of the OECD countries showing that
Gravity model brings better results than classical ordinary leased squares regression (OLS)
where estimations are not unbiased and suffer from endogeneity problem.

2 SPATIAL ECONOMETRICS THEORY AND GRAVITY MODEL
DEFINITION

The basic gravity model says that interaction T:j between two regions i and j is a function of

P; the scale impact of region i, Pj the scale impact of region j and di; distance between two
regions and the gravity constant G.

Ty =G—— ©)

i

To estimate this equation we need to log-linearize the function (1) and add an error therm. To
do so we receive:
logT,;; = logG + alogP; + blogP; — clogd,;+ ¢,; (2)

For easier work with the equation we do a substitution in the equation (2) and receive:
Vi = at Baxg + B x, +yd;+ 5 (3)

We continue with a model expansion when we add more regions. The model now has total
number of n regions. The interaction between regions is described with n by n square matrix
of interregional flow each of n origin regions to each of the origin destination regions. This
matrix we can restructure on n* by 1 vector ¥ by converting columns of the matrix into a
variable vector. A typical least-square gravity model will be:

y=al +X;f; +X,B,+ Dy + ¢, 4)
Where:
e [Iisn®x 1intercept vector,
e X, isn’x kvector of destinations region scale characteristics,
e X, isn’x kvector of origin regions scale characteristics,
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e D isn®x 1 vector of origin — destination regions distances,
o &~N(0,6°1),
o a,f3; [,y are parameters to be estimated.

The traditional gravity model can be combined with spatial models, where spatial matric W is
used to describe geographic dependencies. The spatial matrix W can be created taking into
account just influence between neighbours or looking how regions are related thanks to
distance between each other.

W= (ceiliu{], i=1,..m=1,.. n (5)
with 0 or 1 by contiguous between cells, or with distance between cells.

Three types of basic spatial regression models can be used: spatial lag regression (SAR),
spatial error regression (SEM) and spatial autocorrelation model (SAC). For more see LeSage
(2009). The most complex is combination of SAR and SEM, called Spatial Autocorrelation
Model (SAC) and it contains spatial dependence in both the dependent variable and the
disturbances. The model is a logic decision when previous models (SAR and SEM) have both
spatial parameters significant. The definition of the model is follows:

v =pWy+XE +u, whereu=acWu+ v, (6)
(1—-pW)y=XB+_— (7
v~N(0,0°1,). (8)

What is the purpose of a combination of models? The gravity model takes into account origin
and destination regions relations when spatial models capture geographic dependence
between regions (one observation is one region). To combine the methods we need to
construct an expanded spatial matrix when n”x 1 vector reflects flows from all origins to all
destinations. This can be done by using I, X W to create n*x n* row standardized spatial
weight matrix:

w 0 0
0 W 0 :

WD = E O a, u (9)
0 . 0 W

Using this matrix in spatial lag of the dependent variable W,y we can capture “origin-based”
spatial relations. That means we can capture the force that leads to flow from any origin
region to a destination region can create similar flows from neighbours of the origin region to
the same destination region.

The second type of spatial dependence that can arise is “destination-based.” Spatial
n?x n® matrix capturing this is W, and is created as W x I,,. That means we can capture the
force leading to flow from any origin region to a destination region can create similar flows to
neighbours of the destination region.

The third dependence is combination of both effects described above =>"origin-destination-
based” spatial relations. The expanded spatial matrix is defined as follows:

W,,=W,. W, =, xW).(WxIL)=WXxW (10)

Using matrices defined above we can create spatial regression models for origin-destination
flows. Given a spatial weight matrix W; the gravity regression model (4) can be extended to a
SAR, SEM or SAC model specification as:
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y=pWytal+X,f;+X,6,+Dy +z,z=cWu+ts (1)

W, can be any of the spatial weight matrices W,, W, W,,, where W,is used for capturing

“origin-based” spatial relations, W;is used for capturing “destination-based” spatial relations
and W, for “origin-destination-based” spatial relations.

3 SIMULATION OF AN ANALYSIS

The simulation of a migration analysis is done in this section. Regarding to the field of
application a scale for interaction measurement is a migration between countries, a distance is
measured in absolute values and scale for size is measured as an economic attraction of a
country - GDP per capita. The aim is to prepare data for a regression of the gravity model
with “origin-based” spatial relations. The analysis of migration is done for three different
countries in year 3000, where countries one and three aren’t neighbours and country two is a
neighbour of country one and country three. GDP per habitant for countries is: 26 000
dollars/habitant, 40 000 dollars/habitant and 42 000 dollars/habitant. Distance is measured as
distance between centres of countries in thousands km and defined in the matrix D (Distance
matrix)

Distance matrix

cl c2 c3
cl 0 10 40
c2 10 0 30
c3 40 30 0

Distance 0 means the distance of one region to itself. Computational problems can occur with
this definition of the distance matrix, where observations with 0 are evaluated as missing
observations by some computational SW. Possible solution is to change 0 for a small number.
In this example we change it for 1. Migration between an origin and a destination country is
defined below (in thousands).

Migration matrix

cl c2 c3
cl 400 150 50
c2 300 600 100
c3 250 150 450

T

In the first step we start with the basic gravity model (1), where “i7is migration between two

countries i and j, £ is GDP of the county i, P is GDP of the county j and diis distance
between the countries. Continuing the same way as is described at the theory part we create
the model (4) where:

yv=al +X,6; +X,5,+ Dy + ¢,

126



= 1 Y=log 400 Xd=log 26 000 Xo=log 26 000 D=log 1
1 150 40 000 26 000 10
1 50, 42000 26 000 40,
1 300 26 000 40 000 10,
1 600 40 000 40 000 1
1 100 42000 40 000 30,
1 250 26 000 42000 40
1 150 40 000 42000 30,
1 450 42000 42000 1

Now the data are prepared for a regression of the basic gravity model. Based in the economic
theory we expect that Baand o will be positive and ¥ will be negative.

In case we would like to continue and use the combination of gravity and spatial models we
need to define the matrix W. Here we can choose if we want to use distances or just
neighbour impact. In this example we are creating the matrix W with O or 1 by contiguous
between cells and in the next step we do row standardization.

w= 0 1 0 0 1 0
1 1 |:> 1/2 0 1/2
0 1 0 0 1 0

Since we would like to create the model with capturing “origin-based” spatial relations we
need to create "o insize 9x 9 as

w o 0
_[o w o :

Wo=1: o0 ~ o

0 0o w
Wao= o 1 o o o o o o 0
12 0 1/2 0 0 0 0 0 0
o 1 o o o o o o 0
o o o o 1 o o o 0
o o o 1/2 o 12 o o 0
o o o o 1 o o o 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
o o o o o o 1/2 o 1/2
o o o o o o o 1 0

In this stage we have everything prepared for using the model (11) where W; = W,. As we

can see the computational part can become quite large since the matrix W
The model is regressed usually using an algorithm of maximum likelihood.

is in size "X N7,

4 CONCLUSION

The basic gravity model is interesting for its analogy with physics and Newton’s gravitation
law. The main aim of the article was the investigation of the link between the spatial
modelling and the basic gravity model. The theoretical part defined the gravity model and
possible spatial models that can be combined with it to capture spatial autocorrelation
between cells. Simulated data for three countries were used to simulate the application of
gravity model combined with spatial models. It was found that a distance matrix should be
used without 0 values since these observations can be evaluated as missing. The simulation is
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concentrated on creation of spatial matrix where its size increases rapidly with number of
countries used. Computational difficulties can arise as the number of observations becomes
large. The next research should concentrate on modifications of the model and estimation
techniques that should be used to avoid these difficulties.
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ANALYZA EKONOMICKEHO RASTU A ENVIRONMENT{&LNYCH
UKAZOVATELOV POMOCOU KLASTROVEJ ANALYZY!

CLUSTER ANALYSIS OF ECONOMIC GROWTH AND
ENVIRONMENTAL INDICATORS

Marian Reiff, Zlatica Ivanicova

Abstrakt

Cielom prispevku je analyzovat’ identitu (ktord dava do stvisu ekonomicky rast, spotrebu
energie a emisie oxidu uhli¢itého) pomocou klastrovej analyzy. Na zaklade dat z Eurostatu za
rok 2014, konkrétne hruby domaci produkt na osobu, spotrebu energie na osobu a emisii
sklenikovych plynov na osobu a za pomoci Wardovej metddy, zhlukujeme eurdpske krajiny
do homogénnych skupin s cielom demonstrovat vztah medzi ekonomickym rastom a
emisiami sklenikovych plynov.

KUrucové slova: emisie CO,, klastrova analyzy, Wardova metoda

Abstract

Aim of this paper is to analyze identity (equation relates economic growth, energy
consumption and carbon dioxide emissions) using cluster analysis. Based on 2014 data from
Eurostat, in particular, gross domestic product per capita, available energy for consumption
per capita and greenhouse gas emissions per capita and utilizing Ward's method, a cluster of
European countries - homogeneous groups were identified to demonstrate the relationship
between economic growth and greenhouse gas emissions.

Keywords: CO;emissions, Cluster analysis, Ward's method

1 UVOD

Zna¢ny hospodarsky rozvoj v priebehu dvadsiateho storocia viedol k zvySeniu koncentracie
sklenikovych plynov v atmosfére, predovsetkym oxidu uhli¢itého (CO,). Celkové emisie
oxidu uhli¢itého z fosilnych paliv maju rasttci trend od roku 1900. Kaya (1990, 1997) sa
zaoberal vplyvom l'udskej ¢innosti na zemska atmosféru. Navrhol index, znamy ako ,,Kaya
identity* ktory dava do stvisu celkové emisie CO; ktoré mozno odhadnut na zaklade Styroch
faktorov: obsah uhlika v spotrebovanej energie, energetickd naro¢nost’ hospodarstva, HDP na
obyvatela a velkost’ populacie. V prispevku analyzujeme tento vzt'ah pomocou klastrove;j
analyza pomocou premennych: emisie CO, v tonach na obyvatela, HDP na obyvatela,
vyprodukovana energia na obyvatela a podiel energie z obnovitelnych zdrojov na hrubej
konecnej spotrebe energie. Cielom nasho vyskumu je identifikovat’ skupiny eurdpskych
krajin ktoré st si navzajom podobné a to na zéklade vysSie uvedenych ukazovatel'ov. Analyza
vychadza z udajov Eurostatu za rok 2014. Krajiny Eurdpskej unie st zaradené do Kklastrov
pomocou Wardovej metody. Nasledne vzt'ah medzi emisiami CO, a hospodarskym rastom je
testovany pomocou Kruskal-Wallis testu.

! This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant no. 1/0245/15 ,, Transpor
tation planning focused on greenhouse gases emission reduction®.
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1.1 Princip Wardovej metody

Wardovu metddu z hladiska publikovanych prac v domacej a zahrani¢nej literatire mozno
povazovat’ za najpouzivanejSiu a zaroven z praktického hladiska za najvhodnejS$iu metddu z
hierarchickych aglomerativnych metdd vytvarania zhlukov. Tato metdda patri medzi
najprepracovanejSiec metody. OdliSuje sa od inych metdéd zhlukovania nielen spésobom
tvorby distan¢nej matice, ale aj spdsobom postupovania pri tvorbe zhlukov. Wardova metdda
na prvom kroku vyuziva pri tvorbe zhlukov najmensiu Stvorcovi Euklidovsku vzdialenost
medzi alternativami. Dalgie kroky si spojené s vyberom alternativ, ktoré pri tvorbe dalsicho
zhluku najmenej zvacsia mieru heterogenity zhlukovanych alternativ. V rdmci tvorby zhluku
sa podl'a moznosti minimalne zvysi hodnota rozptylu medzi alternativami, ¢im sa zabezpeci
tvorba homogénnych zhlukov. Ako miera heterogenity sa vyuziva variacné kritérium, ktoré sa
tiez nazyva chybovy sucet Stvorcov (rozptyl), resp. vnutrozhlukova variabilita. Wardova
metdda minimalizacie rozptylu ako Specialnej ciel'ovej funkcie bola prvykrat prezentovand v
praci Ward, J.H.Jr.

Pri tvorbe metodologie zhlukovania Ward vychadzal z existencie menSej skupiny
analyzovanych alternativ vzhl'adom na vel’ky pocet znakov. Cielom metédy je vytvorenie
zhlukov takym spdsobom, ktory by minimalizoval straty homogenity asociované s kazdym
zhlukom, a kvantifikoval ich v tvare, ktoré by sa dali I'ahko interpretovat. Wardova metdda
minimalizacie rozptylu sa realizuje na zédklade Lance-Williamsovho vztahu?. Pre disjunktné

zhluky G,;,G; a G, o vefkosti N;,N; an, objektov plati:

n +n n,+n n
d(G UGG, )=———d(G,G,)+————d(G,,G,)-——*—d(G,.G,), (1.1)
N +n; +n, N +n;+n, N +n; +n,
pricom parametre su dané vztahmi
n +n n,+n -n
o=——— g =—t—— f=—rt— y=0. (1.27)
ni+nj+nk ni+nj+nk ni+nj+nk

Na zéklade uvedenych vztahov je mozné konStatovat, Ze kritériom Wardove] metody
spajania zhlukov je prirastok celkového suctu Stvorcov odchylok pozorovani vo vnutri
skupiny od centroidu zhluku. Pod prirastkom rozumieme stcet Stvorcov odchylok v novo
vznikajicom zhluku, ktory je zmenSeny o sucet Stvorcov povodnych zhlukov. Potom sa spoja
zhluky, ktoré majii minimalny rast st¢tu Stvorcov odchylok od priemeru zhluku. Tato metoda
ma tendenciu odstraiiovat’ malé zhluky a vytvara zhluky podobného tvaru a vel'kosti.

Algorimus Wardovej metody

1. vytvorenie distanénej matice (matice nezhody) Z , medzi alternativami na
zaklade hodno6t znakov,

2. najnizsia distan¢na hodnota (Zdl) urcuje, ktoré alternativy budu tvorit’ prvy
zhluk G,

2 Lance, Williams (1967) a Cormack (1971)
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3. pre tieto alternativy (pre zhluk G,) sa vypocita pre kazdy znak priemerna

hodnota,
4. vypotita sa VZV, a vysledky sa zapiSu do diftan¢nej matice,
5. vyhl'ad4 sa najnizSia hodnota v distancnej matici (Zd2 ), ktora urcuje, ktord

alternativa sa bude spajat’ so zhlukom G, ,
6. vypocitaju sa distanéné vzdialenosti medzi zhlukom G; a ostatnymi

alternativami, a vytvori sa G, na zaklade vztahu (4.6); ziska sa matica
dvojnasobnych prirastkov miery heterogenity (oznaéené ako AMH ) ,

7. pre minimalnu vzdialenost’ medzi G, aalternativami sa vypocita sa VZV,
pre novy zhluk G, na zéklade vztahu VZV G, =VZVGl +0,5AMH | ¢o je chybovy

sucet Stvorcov pre novy zhluk G, .

Tato metéda mé tendenciu odstraniovat’ malé zhluky a vytvara zhluky podobného tvaru a
vel'kosti. Treba poznamenat’, Ze kazdy zhluk je charakterizovany inymi suradnicami taziska.

Vysledky zhlukovania je mozné zobrazit’ pomocou vyvojového dvojrozmerného grafu, ktory
je znamy pod nazvom dendrogram. Dendrogram je stromovy diagram pouzivany k zobrazeniu
vytvaranych spojeni (zhlukov) na kazdom kroku analyzy. Zakladom dendrogramu je cely
datovy subor a kazdy ,,list” je jedna alternativa dat. Uzly medzi nimi opisujui rozsah, v ktorom
su alternativy navzdjom pribuzné a vySka dendrogramu vyjadruje vzdialenost’ kazdého péaru
alternativ resp. zhlukov. Vysledky zhlukovej analyzy su ziskavané prierezom dendrogramu
na roznych trovniach.

Existuju dva typy dendrogramov. Dendrogram podobnosti alternativ (skimanych objektov) je
Standardny vystup hierarchickych zhlukovacich metod, ktory umoziiuje hodnotit’ vytvorené
zhluky na zdklade podobnosti analyzovanych alternativ a z ktorého je zjavna Struktira
objektov v zhlukoch.

Z dendrogramu podobnosti znakov je moZné vo vSeobecnosti zistit' n-tice znakov, ktorych
hodnoty st ve'mi podobné a plne spolu koreluju. Pretoze znaky st v spolo¢nom zhluku
dostato¢ne podobné a st vzajomne nahraditelné, niektoré znaky nie je potrebné kvantifikovat
(merat’). Dendrogramy je mozné vyuzit’ aj pri analyze ekonomickych kritérii (znakov) ktoré
popisuju alternativy (oblasti), pricom podobné znaky (ukazovatele, vlastnosti), sa mozu
substituovat’t a su teda l'ahko nahraditelné inymi, ¢im prispievaji do celku svojou
vypovedacou schopnost’ou.

Vysledky a diskusia.

V tejto Casti prezentujeme vysledky klastrovej analyzy ziskané pomocou Wardovej metody
zobrazené na dendograme na obrazku Cislo 1 a signifikantné rozdiely medzi klastrami z
Kruskal-Wallis testu.

Pomocou Wardovej metdody sme rozdelili krajiny Eurdpskej unie do troch skupin - klastrov. V
prvej skupine je Pol'sko, Madarsko, Chorvatsko, Litva, LotySsko, Rumunsko a Bulharsko.
Druha skupina zahfiia: Cyprus, Spanielsko, Taliansko, Estonsko, Ceska republika, Slovensko,
Portugalsko, Grécko, Slovinsko a Malta. A do tretej skupiny patri: Svédsko, Dénsko, frsko,
Island, Holandsko, Rakusko, Finsko, Nemecko, Belgicko, Spojené kral'ovstvo a Franctzsko.
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Na overenie Statisticky vyznamnych rozdielov medzi dvoma alebo viacerymi skupinami je
vhodné pouzivat’ metddy, ktoré umoznia zistit’, aké ukazovatele, maji vyrazne inu uroven v
jednom zhluku v porovnani s ostatnymi zhlukmi,. Za tymto ucelom bol pouzity Kruskal-
Wallis test. Kruskal-Wallis test je neparametricky test ktory patri medzi najcastejSie
pouzivané viac vyberové poradové testy. Kruskal-Wallis test nepredpoklada normalne
rozdelenie v datach a je ovel'a menej citlivy na extrémne hodnoty a preto moze byt pouzity, aj
ked’ neboli splnené tieto predpoklady. Hodnost Kruskal-Wallis testu bola vypocitana pre
vSetky tri klastre. Test naznacuje, Ze Statisticky vyznamné rozdiely medzi skupinou jeden, dva
a tri na 0,05 hladine vyznamnosti st v nasledujicich premennych: emisie CO2 v tonach na
obyvatel'a, HDP na obyvatel'a, vyprodukovana energia pre kone¢nu spotrebu na obyvatel’a.
Zavery su zalozené na zaklade p-hodnét, ktoré boli v porovnané s hladinou vyznamnosti (o =
0,05).

Zaver

S vyuzitim udajov z databazy z Eurostat za rok 2014, sme zistili, Ze existuje korelacia medzi
hospodarskym rozvojom a emisiami CO,. M6zeme si v§imnut, ze klastre efektivne rozdel'uju
krajiny EU predovietkym v zavislosti na HDP na obyvatela. Vysledky klastrovej analyzy
a testu Statisticky vyznamnych rozdielov potvrdzuji, Ze ekonomicky rozvoj je spojeny sO
spotrebou energie a emisiami CO,.
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ANALYZA EFEKTIVNOSTI PODNIKOV V ODVETVI IT
TECHNOLOGII S POUZITiM DEA — SBM MODELU A ROA

EFFICIENCY ANALYSIS OF SELECTED IT COMPANIES BY DEA -
SBM MODEL AND ROA

Allan Jose Sequeira Lopez

Abstrakt

DEA (z angl. Data Envelopment Analysis — Analyza datovych obalov) predstavuje datovo
orientovany pristup na hodnotenie vykonnosti skupiny podnikov oznacenych ako DMU (z
angl. Decision Making Unit — Rozhodovacie jednotky), ktorych cielom je premena rdéznych
vstupov na rozne vystupy. DEA sa pouziva na hodnotenie vykonnosti réznych druhov
podnikov z roznych odvetvi. Pre ucely nasej analyzy hodnotime efektivnost’ 20 slovenskych
IT podnikov prostrednictvom DEA — SBM modelu.

KPucové slova: analyza datovych obalov, efektivnost, vstupy, vystupy, DEA modely,
rozhodovacie jednotky.

Abstract

Data envelopment analysis (DEA) is a “data-oriented” approach for evaluating the
performances of a set of entities called decision-making units (DMUs) which convert
multiple inputs into multiple outputs. DEA has been used in evaluating the performances of
many different kinds of entities engaged in many different kinds of activities in many
different contexts. For the purposes of our paper, the efficiency is measured by a selected
model of Data Envelopment Analysis — DEA — SBM model. The analysis is performed on 20
selected Slovak IT companies.

Keywords: Data Envelopment Analysis, Efficiency, Inputs, Outputs, DEA models, Decision
Making Units.

1. DEA ANALYZA

Efektivnost’ by sa dala voI'ne definovat’ ako pomer medzi vystupmi istej ¢innosti a vstupmi,
ktoré s na tvorbu vystupov potrebné. V ekonomicke;j teérii je znamy fakt, ze ekonomické
zdroje - vstupy, sa vo svete nachadzaju len v obmedzenom mnozstve. Efektivnost,
produkénych jednotiek moze byt vSeobecne vyjadrena ako pomer ziaducich vystupov, ktoré
hodnotend jednotka produkuje, a vstupov, ktoré pri tejto produkcii spotrebovava. Kazda
jednotka je teda charakterizovana stiborom vstupnych a vystupnych numerickych udajov. Na
analyzu tychto udajov mdzeme pouzit mnoZstvo réznych modelov a metdd (Jablonsky,
Dlouhy, 2004, s. 7)

Analyza datovych obalov (z angl. Data Envelopment Analysis — DEA) je relativne novy
datovo orientovany pristup vyuzivany pri merani a hodnoteni efektivnosti mnoziny
produkénych resp. rozhodovacich jednotiek, ktoré transformuju vstupy na vystupy.
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Rozhodovacia jednotka (z angl. Decision Making Unit — DMU) je pojem, ktory zaviedol
Charnes a kol. (Charnes a kol., 1978) na popis jednotiek, ktoré budu analyzované pomocou
DEA. Tymto pojmom chcel docielit, aby sa analyza efektivnosti nevztahovala len na
podniky, ktoré vykazuja zisk, ale na podniky vo vSeobecnom ponimani. DEA vyzaduje pri
vypoctoch len obmedzeny pocet predpokladov. Prave tato skuto¢nost’ umoznila, aby sa DEA
analyza vyuzila pri merani efektivnosti aj v pripadoch, v ktorych zlozitost’ povahy vzt'ahov
medzi vstupmi a vystupmi DMU zamedzila pouzitie inych metéd (Cooper, Seiford, Zhu,
2011, s. 1-2).

DEA je neparametrickd metéda na meranie efektivnosti, ktord pouziva nastroje
matematického programovania (konkrétne linedrneho). Ako priekopnika v tejto oblasti
moézeme oznacit’ Farrella (1959), ktory nadviazal na prace Debreua (1951) a Koopmansa
(1951). Koopmans vSak definuje technickll efektivnost’ striktnejSie. Podl'a neho je podnik
technicky efektivny iba vtedy, ak sa nachadza na hranici produkénych moznosti a vsetky
odchylkové premenné (prebytok vstupov, resp. nedostatok vystupov) su rovné nule
(Koopmans, 1951). Farrell navrhol novi mieru efektivnosti, ktora bola zalozena na vypocte
linedrnej konvexnej obalovej krivky a vyuziti diStanénych funkcii na meranie vzdialenosti
DMU od premietnutého bodu na efektivnej krivke. Farrell pouzival pojem cenova efektivnost’
namiesto alokacnej efektivnosti atermin celkovd efektivnost namiesto ekonomickej
efektivnosti. (FARRELL, 1957)

Hlavnou vyhodou DEA analyzy je skutocnost, Ze na rozdiel od pomerovych ukazovatel'ov
mozeme hodnotit’ efektivnost DMU pomocou viacerych vstupov a vystupov. Za d’alSiu silnu
stranku v porovnani s kvantifikaciou efektivnosti pomocou pomerovych ukazovatel'ov
mozZeme povazovat, ze vstupy a vystupy pri DEA mdézu byt vyjadrené nielen v petiaznych
jednotkéch, ale v akychkol'vek inych mernych jednotkéach, napriklad v mnoZstve kusov ¢i
rozlohe. Z tohto hl'adiska je DEA oblibena najmé v pripadoch, kedy je finanéné ohodnotenie
vstupov a vystupov zlozité (verejny sektor, firmy celiace odliSnym cenovym urovniam v
roznych krajinach). DEA reprezentuje neparametricky pristup pri odhade produkénej hranice
a to v tom zmysle, ze nevyzaduje Ziadne predpoklady tykajuce sa jej funkéného tvaru
(Luptacik, 2011).

2. ANALYZA EFEKTIVNOSTI VYBRANYCH IT PODNIKOV

Predmetom naSej analyzy je 20 podnikov pdsobiacich v odvetvi informaénych technoldgii na
Slovensku. Pre Gcely analyzy sme vybrali DEA - SBM model s predpokladom konstantnych
vynosov z rozsahu.

SBM DEA model meria efektivnost pomocou pridavnych premennych s; a s pricom splia
nasledujtice dve dolezit¢ podmienky:
- miera efektivnosti je nezavisld na jednotkach pouzitych pri vyjadreni vstupov a
vystupov,
- miera efektivnosti je monoténne klesajuca funkcia vSetkych pridavnych premen-

nych priradenych vstupom a vystupom, t.j. kazdé zlepSenie (zhorSenie) akéhokol’-
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vek vstupu aj vystupu vedie k zvyseniu (znizeniu) miery efektivnosti danej pro-
dukénej jednotky.

SBM DEA model, pre pripad konstantnych vynosov z rozsahu v matematickom vyjadreni sa
da skonstruovat’ nasledovne:

Min 1_Lym (Si
mS=1\xg,
p= E

za podmienok:

n
Z xl]ﬂj+Sl_ :xiq;i: 1,21""m
j=1

n
Z VijAj +5 =Yigi =12, ...7
j=1

4 20,sf20,5720

Vyraz v Citateli, resp. menovateli ucelovej funkcie modelu meria priemernt vzdialenost
vstupov resp. vystupov od efektivnej hranice. Je zrejmé, ze pre efektivne jednotky je hodnota
ucelovej funkcie tohto modelu rovna 1. Je mozné dokazat, ze pre konStantné vynosy z
rozsahu je SBM efektivnost’ vZdy nizSia alebo rovnaka pri porovnani s inymi DEA modelmi
ako napriklad CCR modelom. Zaroven ale plati, ze DMU oznafené¢ ako SBM efektivne su aj
CCR efektivne a naopak .

Produkénd jednotka je teda pri SBM DEA modeli efektivna vtedy, ak mé uloha optimélne
rieSenie p*pricom plati, Ze s mierou efektivnosti nizSou ako 1 su produkéné jednotky
povazované za SBM neefektivne.

Vstupné udaje pre ucely analyzy sme cCerpali z prilohy tyZzdennika Trend — TREND TOP
V INFORMACNYCH TECHNOLOGIACH (Trend Top v infotechnolégiach, 2014)
az Registra uc¢tovnych zavierok sa 2015— informac¢ného systému verejnej spravy pod
spravou Ministerstva financii Slovenskej republiky, ktorého prevadzkovatel'om je rozpoctova
organizacia ministerstva DataCentrum.

Na vypocet tdajov pre analyzu mézeme pouzit’ doplnok programu Microsoft Excel s nazvom
DEA Solver, ktory je urCeny na rieSenie roznych tloh matematického programovania. Tento
nastroj naraba so vstupnymi udajmi, ktoré oznacujeme ako vstupy DMU a vystupy DMU.
Doplnok po vypocte zobrazi vystupné informécie na niekolkych harkoch dokumentu MS
Excel, kde prehl'adne zobrazi: (JABLONSKY, 2004)

- vysledné poradie podnikov podrla ich efektivnosti,

- efektivnost’ vyjadrenti pomocou jedného ¢isla pre kazdy podnik osobitne,

- grafické zobrazenie nameranych mier efektivnosti,

- projekciu vstupov a vystupov, ktora obsahuje také idedlne hodnoty vstupov a vy-

stupov pre kazdy podnik, pri ktorych by dosahoval maximélnu efektivnost,
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- vahy, ktoré pristdil jednotlivym vstupov a vystupom, pri¢om su zobrazené len tie,
ktoré zabezpecujii maximalnu moznt efektivnost’ v ramci moznosti daného podni-
ku,

- sklzy (z angl. slacks), ktoré predstavuju vypocitany rozdiel medzi realnou hodno-
tou a tou, ktord vychaddza ako optimalna, t. j. hodnotu, o ktori sa méd zvy-
Sit/zredukovat’ vstup alebo vystup.

Z dovodu obmedzeného rozsahu uvadzame len vybrané vysledky DEA SBM modelu
a hodnotu ROA pre ucely porovnania. Na zaklade vystupov SBM modelu s predpokladom
konStantnych vynosov z rozsahu sme vypocitali efektivnost’ pre 20 vybranych IT podnikov a
pre kazdy z nich sme vypocitali aj ROA za ucelom porovnanie vysledkov DEA modelu s
analyzou na zdklade tradicnych metéd — ROA. Ciel'om porovnania bolo potvrdit, ze DEA
modely su pre ucely analyzy efektivnosti vhodnejsie, ked’ze umozituju zahrnit' do analyzy
viac premennych — vstupov aj vystupov. Zistili sme, Ze na zéklade vysledkov DEA modelov
sa viaceré podniky ukdazali ako efektivne, pricom hodnoty ukazovatela ROA boli velmi
nizke. Tento rozdiel je spdsobeny faktom, ze pre DEA modeloch sme pouzili viac vstupov a
vystupov, pricom ROA berie do Givahy len jeden vstup a vystup.

Poradie DMU Skore ROA
1 msg life Slovakia, s 1 13%
1 elfa, s.r.0., KoSice 1 3%

1 runsys, a.s., Liptov 1 75%
1 Siemenns Convergence 1 104%
5 ICZ Slovakia, a.s., 0,683110 35%
6 I.S.D.D. plus, s.r.o 0,664598 48%
7 Microcomp-Computersy 0,620850 35%
8 BSP SoftwereDistribu 0,505066 27%
9 Sevitech, a.s., Brai 0,444690 22%
10 Wincor Nixodorf, s.r 0,428300 21%
11 DotNet, a.s., Bratis 0,407733 30%
12 Disig, a.s., Bratisl 0,354386 18%
13 CGl Slovakia, s.r.o. 0,243929 11%
14 Itelligence Slovakia 0,209074 8%
15 Interway, a.s., Brat 0,184447 7%
16 Alcasys Slovakia, a. 0,134169 5%
17 Sofos, s.r.o., Brati 0,097085 3%
18 exe, a.s., Bratislav 0,054373 2%
19 FaxCopy, a.s., Brati 0,028808 1%
20 SIT consulting, a.s. 0,005029 -34%

Tabul’ka Zhrnutie vysledkov analyz DEA - SBM modelu a ROA pre IT podniky

Na zéklade uplnych vystupov SBM modelu (ktoré tu z dovodu rozsahu neuvadzame) je
mozné navrhnit konkrétne odporacania na zvySenie efektivnosti pre tie podniky, ktoré
nevykazuju dostatocnu efektivnost’ v ramci skupiny porovnavanych podnikov.
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1-MINUTOVA INTERVALOVA FOREX DATA:
DOKAZEME SPOCITAT HORNI MEZ ROZPTYLU?

1-MINUTE INTERVAL FOREIGN EXCHANGE MARKET DATA:
CAN WE COMPUTE THE UPPER BOUND OF SAMPLE VARIANCE?

Ondyrej Sokol
Abstrakt

Prace se zabyva problematikou vypoctu horni meze vybérového rozptylu v ptipadé, kdy jsou
k dispozici pouze minutova vysokofrekvenéni data, pficemz se zaméfuje vyhradné na realnou
vypocetni naro¢nost. Obecné je nalezeni horni meze vybérového rozptylu ze znalosti pouze
intervalovych dat NP-tézky problém, ale pfi splnéni ur¢itych podminek kladenych na vstupni
intervalova data lze pouzit n¢ktery z efektivnich algoritmi. V této praci je zkouméano, zda
podminky efektivni prace Fersonova algoritmu jsou splnény na minutovych intervalovych
EUR/USD datech z FOREXu. Je ukazano, ze algoritmus po malé upravé dokaze pracovat nad
témito daty velmi rychle.

Kli¢ova slova: vybérovy rozptyl, intervalova data, vysokofrekven¢ni data

Abstract

The paper deals with a problem when only interval-valued high-frequency data are available
and analyzes the computational complexity of sample variance bounds using real data.
Computing the tight upper bound of the sample variance of an interval-valued dataset is
known to be NP-hard; however, solution can be found in a reasonable time in many practical
applications. The Ferson’s algorithm designed for finding the tight upper bound of the sample
variance is analyzed. It is tested whether 1-minute interval-valued datasets of EUR/USD from
a foreign exchange market fulfill assumptions of the algorithm and if not, then it is analyzed
how the computational complexity is affected. Results show that in spite of the theoretical
NP-hardness, the analyzed algorithm, after slight adjustment, is indeed useful in the studied
case.

Keywords: sample variance, interval, high-frequency data

1 INTRODUCTION

Sample variance is a basic descriptive statistic which is needed for many statistical techniques
and methods. We assume that only 1-minute interval data from the foreign exchange market
Forex data from 2015 are available. The task is to determine if it is possible to compute the
tight upper bound of the sample variance in a reasonable time knowing only minimal and
maximal bound of the 1-minute intervals. For example to determine minimal and maximal
value of option, exact bounds of sample variance are necessary.
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It is known that computation of the exact upper bound of the sample variance is NP-hard
problem. However, there are algorithms which, under certain conditions, are able to compute
bounds in a reasonable time. We are focused on Ferson’s algorithm. The goal of the paper is
to determine whether Forex 1-minute data fulfills these conditions.

2 PROBLEM STATEMENT AND NOTATION

Let us consider that a one-dimensional dataset x4, ..., x,, iS unobservable; however, we know
the collection of intervals

X1 = [51,E1];---;xn = [En'fn] (1)

such that x; < x; < x; forevery i = 1, ...,n. In our dataset x; and x; correspond to minimum
and maximum values in the i-th observation representing 1-minute interval.

Computing statistics over interval data may not be an easy task. While computing the bounds
of mean, E and E, is easy as it is just a sum of lower or upper bounds of intervals, the higher
moments are not that simple. The computation of the upper and lower bounds, respectively,
reduces to the optimization problems (2):

n n
R 1 1 _
0=m Z xi——Zx] X< x<xp
— xer"|n-—1 n -
=1 j=1
n n\? )
— 1 1 _
0 = max Z xi——Zx] X<x<x
XER™ N — n -
i=1 j=1

Finding the lower bound (minimizing) is computable in polynomial time as it is a convex
function over a convex set. Effective algorithms with the computational complexity of
O(nlogn) can be found in [1]. As finding lower bound is possible in polynomial time (or
better) no matter of data structure of dataset, it is not studied in this paper. However, finding
the upper bound (maximizing) is the NP-hard problem [2]. As it is the convex function over
the convex set, at least one of the optimal solution is located at the edge of n-dimensional
cube which is defined by the intervals.

To fix notation, for an interval x = [x,x]| let x¢ = %(£+§) denotes its center and x® =

%(E — x) its radius. For a > 0, let ax denote the a-narrowed interval [x¢ — ax?®, x¢ + ax?].

Only the computation of the upper bound of sample variance using real high-frequency
interval data is studied in this paper. Also, other statistics are often studied, for example Cerny
and Hladik [3] (t-ratio), Kreinovich [4] and Xiang et al. [1] (entropy), Kreinovich et al. [5]
(higher moments) and others. Summaries of approaches to computing various statistics under
interval uncertainty can be found in [6], [7].
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3 DESCRIPTION OF THE ALGORITHM

This paper uses the Ferson’s algorithm which was published in [8]. The algorithm works as
follows:

. f 1 1 .
1. We sort all 2n endpoints of the narrowed intervals ~Xq,..,~Xp into a sequence of

ascending order x(yy, ..., X(2n). Then we divide the real line into 2n + 1 segments
[X(k),X(k+1)], where we set X@):= —® and X(2n+1): = .

2. We compute E and E and select all intervals [X(k) Xk+1y]s that intersect with [E, E].

3. For each remaining interval [x), xq+1)] and for each i = 1,..,n we select the
value of x; following this rule:

o |f X(k+1) < xl-C — %xl-A, then Xi = Ei’
. 1
o ifxg >xf +-x thenx; = x,

e otherwise we consider both possible values for x;.

4. We get one or several sequences of x;. If the average of x4, ..., x,, is in the interval of
[Xky Xk+1p], then we compute its sample variance using formula

="y (x,—1ym )
T op—1 2=\ g A=)
5. Return the largest value of the computed sample variances as .

The exponential part of the computation complexity depends on the maximal number k of
narrowed intervals having a common point. As follows from the Ferson’s algorithm the points
we deal with are the ones inside of the lower and upper bound of the interval dataset mean.
This task can be reformulated in a graph-theoretic way: consider the undirected graph
G, = (V, E,), where n is the number of intervals in a dataset, V ={1,...,n} and {i,j} €

E, iff %xi N %xj- NENE # @. Let w, be the size of a maximal clique of the interval graph
G,. Then the computational complexity of the algorithm is O (n 2¢n).

In many practical applications w,, is small enough to allow computing & in a reasonable time.
In paper [9], a hypothesis about the computational complexity of randomly generated interval
dataset was formulated.

Hypothesis. Let x§, ..., x§ are sampled from a distribution &, the radii x2, ..., x4 are sampled
from a nonnegative distribution W and the samples are independent. If @ is a continuous
distribution with finite first and second moments, its density function is limited from above
and W has finite first and second moments, then E(w,) = 0(logn).

This hypothesis has not been proven analytically yet but simulations presented in [9] strongly
support it. In addition it has been found, based on simulation experiments, that Var(w,) =
O(1). The question is whether the hypothesis’s conditions are “rare” or “frequent” in
common datasets. In this study we focus on 1-minute interval data of the foreign exchange
market represented by Forex market.
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4 DATA

1-minute data from Forex market from 2015 were obtained from website
http://www.histdata.com/. The dataset consists of thousands of observations which are
defined by date, opening, closing, minimal and maximum values during 1-minute time
intervals. The number of the 1-minute intervals for the whole year 2015 is about 362
thousand. The dataset does not contain all data; however, the extent of the dataset is sufficient
to estimate expected computational complexity. The huge majority of intervals are not
degenerated (x® > 0), only about 4 thousand are degenerated. The data format has 5 full
decimal places. So x€ has 5 full decimal places and one which can only attain either 5 or 0.
The average min-max boundary is approximately x® = 10~* and x{ = 1.

4.1  Different length of samples

The computational complexity of computing the sample variance over hourly, daily and
weekly dataset of 1-minute intervals is analyzed. The exponential part of computational
complexity depends on the w,,. Therefore, E(w¢) is estimated in the case of hourly data. To
do that, 1000 instances of 60 consecutive intervals with a randomly chosen starting point were
selected. From the processing of these instances it follows that E(wgo) = 3.036 with the
worst case of wg, estimated as 8. Similar processes were done using the daily and weekly
data. The results are following: E(wj440) = 4.802 with the worst case of 13 and
E(w10080) = 6.822 with the worst case of 22. Therefore, it is possible to compute the sample
variance of hourly, daily and weekly data with a standard PC very fast. The estimation of
distribution of w,, for various n is shown in Figure 1.

Note: In the case of monthly or yearly dataset the inequality (3)
1 (3)

ExiA < |xf —xjc| iff{i #jLj=1,..,n xf # xjc}

is valid for every narrowed interval. Knowing this inequality, the complexity depends on the
number of centers of intervals x¢ that are in the same point in the interval [E, E]. If they have
the same radius x® then the sample variance can be computed in a polynomial time [10].
Otherwise, it is necessary to check every combination which is the most difficult case.
Processing of the whole dataset found 29 intersecting narrowed intervals. After checking their
radius the number of combinations was reduced to approximately 22° that is necessary to
check in order to find the upper bound of the sample variance. This case is computable on a
standard PC in a few minutes.
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Figure 1: The number of intersecting narrowed intervals based on the length of time series

CONCLUSIONS

The analysis of the interval dataset time in case of 1-minute data of the Forex market shows
that the upper bound of the sample variance can be computed in a very reasonable time. The
structure of the dataset is “friendly” for using the Ferson’s algorithm.

The tight bounds of the sample variance of 1-minute data from Forex market is computable
no matter of the length of the time series on the common PC. This finding is the main
message of the paper. This result may be useful in analysis of option value on Forex market.

Acknowledgements: This work was supported by IGA F4/54/2015, University of
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APPLICATION OF DATA ENVELOPMENT ANALYSIS FOR
MEASURING OF THE PERFORMANCE OF COUNTRIES AT THE
SUMMER OLYMPICS GAMES 2016

APLIKACE ANALYZY OBALU DAT PRO MERENI VYKONNOSTI
ZEMI NA LETNICH OLYMPIJSKYCH HRACH 2016

Nataliya Soldatyuk

Abstract

This paper presents an application of data envelopment analysis for measuring performance
of participating nations at Olympic Games. Proposed DEA model considers two inputs
(country’s GDP and population size) and three outputs (numbers of gold, silver and bronze
medals gained by nations during Olympics). Variable returns to scale are assumed. The
results for the last Summer 2016 Olympics in Brazil were analyzed. An efficiency index,
radial output expansion and peer groups were computed for each participated nation which
gained at least one medal at Olympics.

Keywords: data envelopment analysis, performance measurement, Summer Olympics 2016

Abstrakt

Tento ptispévek prezentuje aplikace analyzy obalu dat pro méfeni vykonnosti zemi na letnich
olympijskych hrach 2016. Navrzeny DEA model ma dva vstupy (HDP a pocéet obyvateli
zem¢) a tfi vystupy (poCty ziskanych zlatych, stiibrnych a bronzovych medaili). Model
pfedpokladd wvariabilni vynosy zrozsahu. Pro analyzu byly pouzité vysledky letnich
olympijskych her 2016 v Brazilii. Index G¢innosti a skupiny typu peer byly spocitané pro
kazdou zemi, ktera ziskala alespoil jednu medaili na olympijskych hrach.

Klicova slova: analyza obalii dat, méreni vykonnosti, letni olympijské hry 2016

1 INTRODUCTION

In August 2016 more than 500 thousand foreign travelers arrived to Brazil to watch 10500
athletes vying for 4924 medals on the summer Olympic Games in Rio de Janeiro. Millions of
other followers all over the world were following the most important and popular sport event
online. Although, the competition is among athletes and not among countries, it is common
to present results such as numbers of gold, silver and bronze medals belonging to every
country. Each participating nation strives for a better ranking in the Olympics and naturally,
the capacity of each nation varies greatly in achieving excellent performance. There are
various studies in the literature trying to assess performance of countries on the Olympics.
Different techniques, such as regression analysis, data envelopment analysis, neural networks
and other were used for these purpose. This study presents results of measuring of national
performance on summer Olympics 2016 using model of data envelopment analysis.

2 METHODOLOGY

Data envelopment analysis is a linear-programming-based technique for assessing the relative
performance of given units based on inputs and outputs of those units. The input and output
data of the existing units (decision making units or DMUs) show what can be achieved with
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the technology presently available. However, these DMUs exhibit different degrees of
efficiency in transforming inputs into outputs and that is what DEA must assess. One of the
advantages of DEA method is that it allows us to measure the efficiency between units with
inputs and outputs that are not easily comparable and could be measured in different units
(for example, in financial, time or count dimensions). DEA approaches are designed to
handle these differences. The aim is to identify which DMUs operate efficiently and therefore
belong to the efficiency frontier and which DMUs do not operate efficiently and therefore
should make appropriate adjustments in their input and/or output mix in order to improve
efficiency.

DEA approach was introduced for the first time in 1978 by Charnes, Cooper and Rhodes.
Since that time, it became a popular efficiency evaluation tool and found its widespread
application in areas that range from hospitals, sports, universities to supply chains of
enterprises, banks and others. There are various examples of application of DEA for
evaluation participants’ Olympics achievements. Lozano et al. (2002) used two-input and
three-output DEA model to measure performance of participating nations at five Summer
Olympic Games (1984-2000); Lins et al. (2003) proposed Zero-Sum Gains (ZSG) DEA
model to rank participating nations in the Olympic Games, which ensures that total number
of gold, silver and bronze medals is constant; Wu et al. (2009) applied the cross efficiency
method to assessing nations’ performance and used cluster analysis to select appropriate
targets for inefficient nations; Zhang et al. (2009) discussed underlying preferences in DEA
and proposed DEA models with lexicographic preference to analyze performance of
participating nations; finally, Chen et al. (2009) proposed two-stage DEA models, where
number of representing athletes is an output of first DEA stage and a input of second DEA
stage.

We have performed one-stage DEA analysis of the last Summer 2016 Olympic Games. In our
model DMUs correspond to participating nations. Only nations which have gained at least
one medal (gold, silver or bronze) were taken into consideration, while nations with zero
medals were assumed to have a null performance index. The model is formed of two inputs
and three outputs. Similar to prior literature (Lozano et al. 2002), inputs are defined as GDP
per capita (in US dollars) measured for prior to Olympics year and population of the
participating nation. These two inputs represent nation’s economic and demographic power,
although other demographic inputs could be included into the model. For instance, some
studies consider average population height as it is believed that higher athletes have
advantage in some sports. Thus we have considered only two inputs mentioned above.
Outputs defined as numbers of gold, silver and bronze medals gained during the Olympics.

Output-orientation is assumed in this paper, since the Olympics achievement is measured
with respect to medals won (Li et al. 2008). In addition, as all the DEA literature has stated,
such as Lozano et al. (2002), Lins et al. (2003), Wu et al. (2009), the population of
participating nations varies greatly, then the variable return to scale (VRS) should be assumed
in the model.

Let’s assume the following notations:

n number of units (countries) 0 Index of DMU being assessed
GDP;  Gross Domestic Product of country j ugppo Weight assigned to input GDP
P; Population of country j Up g weight assigned to input P
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NG; number of gold medals gained by country j
NS; number of silver medals gained by country j
NB; number of bronze medals gained by country j

a number of silver medals that are equivalent
to one gold medal
B number of bronze medals that are equivalent

to one silver medal

UNG,0
UNs,0
UNB,o0
Wo

weight assigned to output NG
weight assigned to output NS
weight assigned to output NB
VRS auxiliary variable

The output-oriented LP model with assumption of variable returns to scale could be presented

as proposed by Lozano et al. (2002):
Minimize

Ugpp,oGDPy + up Py — W
Under constraints

vNG,ONGO + uNS,()NSO + uNB‘ONBO = 1

VNG,ONGj + uNSloNSj + uNB'ONBj - uGDP‘OGDPj -

—VUng,o T QVnso < 0
—VUnso + BVUngo < 0

UGpp,0» Up,0s UnG,00 Uns,0r Uno = 0, Wy free

)

upoPi+wy <0, Vj, jE{1,..,n}

This model has six continuous variables, five non-negative and one free. The number of
constraints is equal to the number of countries plus three. The optimal value of the objective
function is the inverse of the radial efficiency of DMU 0. For convenience we have used the

corresponding dual model of (1)

Maximize
Yo

Under constraints

n
> 4GDP, < 6P,
=

n
AP < Py,

=1

n

leNG' = YoNGo + Ung s

Jj=1

n
Z AjNSj = YoNSo — aung s + Unsnes
j=1

n
D ANB; = yoNB + Bungs,
Jj=1

Jj=1

147

@)



AjuuNG,NSnuNS,NB =0, Yo free
The variable y, represents the radial (ie equiproportional) expansion of the three outputs that
DMU 0 can achieve with its present GNP and population. The variables pys ys and uys ypare
the dual variables corresponding to the two weight constraints. Calculations were conducted
under assumption that « = 8 = 1.

3 RESULTS

In this section the results of applying the described DEA model to the data of the last
Summer Olympics are presented. Table 1 shows, for each country that gained at least one
medal in Brazil 2016, its radial efficiency 6; , radial output expansion y;, and peer group
together with its associated A; .The peer group (combined in the proportions defined by their
multipliers Ag) are used to compute a virtual participant which is technically efficient and to
which the country under evaluation can be compared in order to establish its relative
efficiency. Thus, the radial efficiency 6; represents the inverse of the amount by which the
number of all three types of medals won by a country could have been simultaneously
increased. Value of 1 would mean that it is not possible to increase all three types of medals
simultaneously and equiproportional. Alternatively, a value of 0.5 would mean than the
number of all three types of medals could be doubled.

DMU  Country Gold  Silver Bronze %o Yo Benchmark(Lambda) g'lmes asa
enchmark

1 United States 46 37 38 1.00 1.00  1(1.00) 8
2 Great Britain 27 23 17 1.00 1.00 2(1.00) 26
3 China 26 18 26 1.00 1.00  3(1.00) 7
4 Russia 19 18 19 1.00 1.00  4(1.00) 23
5 Germany 17 10 15 0.82 1.21 1(0.116); 2(0.525); 20(0.26); 39(0.09) 0
6 Japan 12 8 21 1.00 1.00  1(0.35); 20(0.248); 39(0.402) 0
7 France 10 18 14 0.87 1.15 2(0.795); 4(0.095); 39(0.109) 0
8 South Korea 9 3 9 0.61 1.64  1(0.047); 2(0.438); 20(0.068); 39(0.446) 0
9 Italy 8 12 8 0.66 153  2(0.626); 4(0.119); 39(0.255) 0
10 Australia 8 11 10 0.92 1.09  2(0.282); 19(0.221); 39(0.497) 0
11 Netherlands 8 7 4 0.79 1.27  2(0.222); 16(0.534); 19(0.244) 0
12 Hungary 8 3 4 0.99 1.01  2(0.109); 16(0.787); 19(0.089); 39(0.014) 0
13 Brazil 7 6 6 0.38 2.66  3(0.054); 4(0.887); 15(0.06) 0
14 Spain 7 4 6 0.44 230  2(0.527); 4(0.061); 16(0.057); 39(0.355) 0
15 Kenya 6 6 1 1.00 1.00  15(1.00) 11
16 Jamaica 6 3 2 1.00 1.00  16(1.00) 20
17 Croatia 5 3 2 0.79 1.26  2(0.021); 16(0.91); 19(0.068) 0
18 Cuba 5 2 4 0.82 1.22  2(0.037); 4(0.032); 16(0.709); 39(0.355)

19 New Zealand 4 9 5 1.00 1.00 19(1.00) 14
20 Canada 4 3 15 1.00 1.00  20(1.00) 10
21 Uzbekistan 4 2 7 1.00 1.00 21(1.00) 8
22 Kazakhstan 3 5 9 0.82 122 1(0.007); 2(0.086); 20(0.036)); 39(0.87) 0
23 Colombia 3 2 3 0.34 2.93  4(0.293); 16(0.445); 21(0.097)); 39(0.165) 0
24 Switzerland 3 2 2 0.45 2.24  2(0.076); 16(0.48); 19(0.444) 0
25 Iran 3 1 4 0.32 3.12  4(0.435); 21(0.476); 39(0.089) 0
26 Greece 3 1 2 0.40 252 2(0.114); 16(0.559); 19(0.259)); 39(0.067) 0
27 Argentina 3 1 0 0.24 423 2(0.194); 4(0.201); 16(0.604) 0
28 Denmark 2 6 7 1.00 1.00 28(1.00) 7
29 Sweden 2 6 3 0.59 170  2(0.086); 19(0.914) 0
30 South Africa 2 6 2 0.61 165  4(0.283); 15(0.197); 39(0.52) 0
31 Ukraine 2 5 4 0.88 1.13  4(0.128); 15(0.162); 34(0.645); 39(0.065) 0
32 Serbia 2 4 2 0.75 1.33  16(0.336); 39(0.589); 42(0.05). 68(0.023) 0
33 Poland 2 3 6 0.47 212 1(0.085); 20(0.072); 39(0.843) 0
34 North Korea 2 3 2 1.00 1.00 34(1.00) 3
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35 Belgium 2 2 2 031 320  2(0.107); 19(0.87); 39(0.023) 0
4(0.37); 15(0.19); 16(0.21); 21(0.05);

36 Thailand 2 2 2 0.20 4.95 39(0.1) 0
37 ;Ieo;;lt?tl)(lic 0.36 2.80  2(0.026); 16(0.605); 19(0.3); 39(0.069) 0
38 Georgia 4 1.00 1.00  38(1.00) 6
39 Azerbaijan 10 1.00 1.00  39(1.00) 38
40 Belarus 0.59 1.68  2(0.007); 4(0); 16(0.098); 39(0.894)

41 Turkey 0.27 371  1(0.044); 4(0.403); 39(0.553)

42 Armenia 1.00 1.00 42(1.00); (0)

43 Czech Republic 0.70 1.44  2(0.015); 19(0.012); 39(0.973)

44 Ethiopia 1.00 1.00  44(1.00); (0)

45 Slovenia 0.49 2.06  16(0.092); 19(0.37); 51(0.025), 69(0.512)

46 Indonesia 0.21 467  3(0.151); 4(0.128); 15(0.721)

47 Romania 0.27 3.67  1(0.016); 2(0.069); 4(0.009); 39(0.906)

48 Bahrain 0.42 239 16(0.339); 19(0.089); 69(0.572)

49 Vietnam 0.14 7.20  3(0.031); 4(0.069); 15(0.9)

50 Taiwan 0.17 6.00  2(0.174); 20(0.154); 39(0.672); 39(0.662)

51 Bahamas 1.00 1.00  51(1.00)

52 Ivory Coast 0.34 2.96 15(0.003); 16(0.141); 21(0.194); 34(0.662)

53 Fiji 1.00 1.00  53(1.00); (0)

54 Jordan 0.16 6.32  4(0.025); 15(0.078); 16(0.897)

55 Kosovo 1.00 1.00 55(1.00)

56 Puerto Rico 0.16 6.25  2(0.012); 16(0.988)

57 Singapore
58 Tajikistan

014 697  2(0.046); 16(0.954)
100  1.00  58(1.00)

O O O OO OO0 O OO0 O OO0 O0DO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0ODO0ODO0OO0OORFRRFPRPEPERPEPEPPEPEPEPEPEPRPRPRPRPRPEPRPREENDNDN
O OO OO0 00O O0OO0OO0OO0OO0OOORFRRFPPFPPEPRPRPPRPEPNWWPNENODOODOOOOOCORPRREPENNDNDNNDNWWRENE N
P PP RPRPRPRPRPRPEPNWORNMNOODODODORPRENNWONREOOOODOORRENOOWOLROOUNODMLMNS
O O O O O O O OO OO OO OO0 OO~ WOODOOOOOOOOOOORFr OUlTOoOOoOOoOOoOoONONOO

59 Malaysia 0.40 248  2(0.1); 4(0.12); 39(0.779)

60 Mexico 0.18 5.41 2(0.016); 4(0.815); 39(0.169)
61 Algeria 0.26 391  4(0.112); 15(0.41); 39(0.479)
63 Lithuania 0.90 1.11  28(0.091); 38(0.596); 51(0.313)
64 Bulgaria 0.27 3.72  28(0.043); 38(0.404); 39(0.553)
65 Venezuela 0.16 6.08  1(0.059); 20(0.101); 39(0.84)
66 India 0.20 511  3(0.087); 15(0.43); 44(0.483)
67 Mongolia 0.51 198  16(0.158); 38(0.415); 42(0.362); 53(0.064)
68 Burundi 1.00 1.00  68(1.00)

69 Grenada 1.00 1.00 69(1.00)

70 Niger 0.65 154  34(0.27); 68(0.73)

71 Philippines 0.12 8.43 3(0.029); 4(0.173); 15(0.797)
72 Qatar 0.20 497  19(0.496); 69(0.504)

73 Norway 0.62 161  28(0.905); 51(0.095)

74 Egypt 0.31 327  3(0.029); 4(0.19); 21(0.781)

75 Tunisia 0.42 236 21(0.059); 39(0.668); 68(0.273)
76 Israel 0.22 457  28(0.289); 39(0.711)

77 Austria 0.11 9.25 28(0.25); 39(0.75)

78 Dominican R. 0.10 10.06  20(0.011); 39(0.989)

79 Estonia 0.55 1.83  38(0.282); 51(0.702); 69(0.016)
80 Finland 0.15 6.55  28(0.79); 38(0.18); 39(0.03)

81 Moldova 1.00 1.00  81(1.00)

82 Morocco 0.13 7.93  4(0.046); 21(0.829); 39(0.125)
83 Nigeria 0.11 8.93  3(0.111); 21(0.801); 44(0.088)
84 Portugal 010  10.11  20(0.021); 39(0.979)

85 Trinidad 0.52 193  28(0.052); 38(0.207); 51(0.741)
86 UAE 0.10 10.02  20(0.003); 39(0.997)

Table 1. Results of DEA efficiencies measurement.

It can be seen that out of the 86 participants that won medals only 22 are efficient: United
States, Great Britain, China, Russian Federation, Kenya, Jamaica, New Zealand, Canada,
Uzbekistan, Denmark, North Korea, Georgia, Azerbaijan, Armenia, Ethiopia, Bahamas, Fiji,
Kosovo, Tajikistan Burundi, Grenada and Moldova. Of these, the ones which appear more
frequently as peer (ie benchmark) are Azerbaijan (38 times), Great Britain (26 times), Russia

149



(23 times) and Jamaica (20 times). It is not surprising that, China and USA are efficient, but
have a low peer count number, as they have very large population in comparison with other
countries. Azerbaijan, in other hand, represents opposite, but more common situation: a small
country both in population and domestic product. The peer count number can be considered a
measure of the extent to which the performance of an efficient country can be a useful
reference for the non-efficient. For some countries such as North Korea and Moldova,
resulting 100% efficiency could be explained by very low value of GDP (for North Korea,
GDP per capita is 583 USD in 2014). Interestingly, that, according to DEA results,
performance of Brazil is only 38%, which contradicts with hypothesis proposed by Lozano
(2002) saying that organizing countries usually have high performance.

4 SUMMARY AND CONCLUSIONS

This paper has presented an application of a simple DEA model for assessing performance of
participating nations at the Olympic Games 2016. Proposed DEA model considers two inputs
(country’s GDP and population size) and three outputs (numbers of gold, silver and bronze
medals gained by nations during the Olympics). The model assumes variable returns to scale.
Data from the Summer 2016 Olympics in Brazil were analysed and performance of each
participating nation was estimated. For some participants, high Olympic achievements
corresponds to high measured performance (for instance, USA, China and Great Britain), but
for other participating nations results show lower performance (for example, Germany, Italy,
Brazil) and thus these participants could have gained higher number of medals.
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NEZAMESTNANOST A HOSPODARSKE CYKLY*

UNEMPLOYMENT AND BUSINESS CYCLE

Kvetoslava Surmanova

Abstrakt

V makroekonomickych modeloch sa zvycajne modzeme stretnit’ s problémom, ktorym su
fluktuacie v zamestnanosti, resp. nezamestnanosti v suvislosti od fazy hospodarskeho cyklu.
Zamestnanost’ a nezamestnanost’ zvycajne vel'mi koliSu pocas hospodarskeho cyklu. Cielom
prispevku odhadnut’ rovnovdznu mieru nezamestnanosti a porovnat’ ju s cyklickym vyvojom
narodného hospodarstva Slovenskej republiky.

KUlucové slova: nezamestnanost, NAIRU, ekonomicky cyklus, Hodrick — Prescottov filter

Abstract

The macroeconomic models usually can meet the problems that are fluctuations in
employment, respectively the unemployment in the context of the business cycle.
Employment and unemployment usually fluctuate widely throughout the economic cycle.
Aim of this paper to estimate the equilibrium unemployment rate and compare it with the
cyclical development of the national economy of the Slovak Republic.

Keywords: unemployment, NAIRU, business cycle, Hodrick — Prescott filter

UvVoD

Hospodarsky rast je moZzné vyjadrit’ prostrednictvom rastu redlneho hrubého domaéceho
produktu (HDP). Podla fazy hospodarskeho cyklu dochadza k odlisnému vyvoju
makroekonomickych ukazovatelov vratane dopadov na trh prace. Vznik hospodarskych
cyklov je najCastejSie spajany s existenciou Sokov v ekonomike. Tymto Sokom je zvicsa
odchylky skuto¢ného agregatneho vystupu od dlhodobej trajektdérie vyvoja potencidlneho
produktu. Tradi¢ny pohlad predpokladd, Ze trend vyvoja potencidlneho produktu je viac
mene] hladky a produkéné moznosti ekonomiky rastdi stabilnym tempom bez vécsich
vykyvov. Zatial’ ¢o tedrie hospodarskeho cyklu skiimajt pri¢iny opakovaného vzniku recesii a
inflacnych medzier vystupu ako prechodnych ekonomickych javov, teodria rastu skima priciny
trvale pozorovaného zvySovania hranice produkénych moZnosti.

Zachytit vztah medzi ekonomickym rastom a nezamestnanostou je mozné¢ Okunovym
zakonom. Tento nepriamo Umerny vztah ma niekol’ko variantov a spdsobov definovania
uvedenej zavislosti. Inym sposobom je gapova verzia, ktora vyzaduje odhad potencialneho
produktu a prirodzenej miery nezamestnanosti. V nasledujucich ¢astiach prispevku sa
zameriame na hospodarsky cyklus a NAIRU (miera nezamestnanosti, ktora nezrychl'uje
inflaciu).

! Prispevok vznikol s podporou projektu VEGA 1/0444/15 "Ekonometricka analyza produkénych mozZnosti
ekonomiky a trhu prace na Slovensku*.
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1. HOSPODARSKY CYKLUS A NAIRU

V literature sa moZeme stretnt’ s roznymi pohl’admi na hospodarsky cyklus. Podl'a Hodricka
a Prescotta su pozorované vykyvy realneho vystupu skor vysledkom posobenia
ekonomickych Sokov, z ktorych kazdy trvale ovplyviiuje produkéné moznosti ekonomiky
(napr. nahodné zmeny v produktivite vyrobnych faktorov) (Hodrick, Prescott, 1997).
Kompromisom medzi tymito pristupmi je koncepcia hospodarskeho cyklu ako prejavu
spolo¢ného posobenia kratkodobych a dlhodobych Sokov, ¢o je oznacené ako tedria ndhodnej
prechadzky (random walk with drift). Teéria v sebe zahfna tak tradi¢nu tedriu hospodarskeho
cyklu ako aj teoriu rastu. Podla tedrie ndhodnej prechadzky koliSe redlny vystup ekonomiky v
¢ase pod vplyvom docasne pdsobiacich dopytovych Sokov a trvale posobiacich ponukovych
Sokov. Docasné Soky pritom kolisSu okolo ndhodného (stochastického) trendu. V dlhodobej
perspektive tak vystup rastie z toho dovodu, ze pozitivne ekonomické Soky s vyraznejSie a
prevladajua nad negativnymi Sokmi (Barry, 1996).

Podla fazy hospodarskeho cyklu dochddza k odliSnému vyvoju zékladnych
makroekonomickych ukazovatel'ov vratane dopadov na trh prace, o najcitlivejSie vnima
prave obyvatel'stvo. Ide hlavne o ukazovatele ako st pocet zamestnanych, resp.
nezamestnanych v ekonomike, vyska priemernej mzdy v hospodarstve a vybranych sektoroch.
Stat a samotny podnikatelia sleduju vyvoj trhu prace rovnako intenzivne, pric¢om déraz klada
aj na dalsi dolezity faktor, ktorym je produktivita prace v danej krajine. Jednotlivé
ukazovatele trhu prace sa vSak nevyvijaji rovnako v Case recesie a v obdobi expanzie.

Vztahy vybranych ukazovatelov ekonomického vyvoja krajin k hospodarskemu cyklu
skimaji vo svete inStitucie ako OECD, Eurostat, ¢i Conference Board. Tieto institucie
vytvaraji kompozitné indikatory (CLI — composite leading indicators) zamerané na
kratkodobé prognézovanie cyklického vyvoja ekonomiky. Okrem skupiny tzv. predstihovych
indikatorov skiimaji aj subezné a oneskorené indikatory (Czesany, Jetabkova, 2009). Do
tychto troch skupin indikétorov tieto inStitiicie zarad’uju aj ukazovatele trhu prace.

Existuje vSak tizka spojitost’ medzi odchylkami skuto¢nej nezamestnanosti od jej rovnovaznej
urovne danej NAIRU a produkénou medzerou, ktora reprezentuje cyklicky vyvoj celkového
produktu okolo svojej potencialnej urovne. NAIRU je dolezity ukazovatel’ pre hospodarsku
politiku, pomaha vytvarat’ obraz o cyklickej pozicii ekonomiky, ¢o méze byt vychodisko pri
tvorbe a nastaveni nastrojov hospodarskej politiky. Struény prehlad ekonomickej teodrie
vt'ahujlcej sa k hypotéze prirodzenej miery nezamestnanosti a NAIRU moZno najst’ v Nemec,
Vasicek (2007).

2. HODRICKOV - PRESCOTTOV FILTER (HP FILTER)

HP filter patri medzi $tatistické metddy. Jeho velkou vyhodou je nendro¢nost’ na vstupné data
a je ho mozné aplikovat’ na akykol'vek ¢asovy rad. Nevyhodou je, zZe pri aplikacii je potrebné
zadat’ vstupny parameter A, ktory optimalizuje vyhladenie trendu, nakolko HP filter
vyhladzuje sledovany ¢asovy rad, t. j. oCistuje ho od trendovej zlozky. Metdda bola po prvy
krat pouzita Hodrickom a Prescottom v 1997, pricom analyzovali povojnové hospodarske
cykly USA. Ide o dekompoziciu skiimaného ¢asového radu (v logaritmickom vyjadreni) na
trendova y? a cyklicku zlozku c, :

Ve =Y +c. 1)

Proces HP filtra je uréeny nasledujicou minimaliza¢nou funkciou:
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e i =arg min Zn:{(yt ~ypf e allyn, - ve)- (e - v, )]2} : @3)
t=1

Kde 12 je kladné Cislo, parameter vyhl'adenia, alebo sa mézeme nazyvat’ i parameter
penalizacie.

3. EMPIRICKE VYSLEDKY

Na analyzu boli pouZité $tvrtroéné udaje databazy Slovstat Statistického tradu SR, za
obdobie rokov 1995 — 2016. Makroekonomické ukazovatele HDP (definovany v mil. Eur
v stalych cenach) a miera nezamestnanosti (MN, definovana v percentach) boli pouzité
V logaritmickom vyjadreni a oba ¢asové rady boli sezonne ocistené procedurou Cenzus X-12.
Pri analyze bol vyuzity softvér Eviews.

Nakol'ko bola analyza realizovand na Stvrtronych tdajoch, pri aplikdcii HP filtra bol
parameter vyhladenia, A=1600. Nasledne boli odhadnuté hodnoty potencidlneho HDP
a NAIRU. Na obrazkoch 1 a 2 s zndzornené grafické priebehy oboch makroekonomickych
veli¢in, ich potencidlnych, rovnovaznych hodnoét aj s ich skutoénymi hodnotami.

Obrazok 1 Skuto¢na miera nezamestnanosti a NAIRU
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? Hodrick a Prescott navrhli pouzit’ hodnotu 4 =100 (pre ro¢né data), 1 =1600 (pre Stvrtrocné data) a A =14400 (pre mesacné data).
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Obrazok 2 Skutocny HDP a potencialny HDP
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Na zéklade naSich vypo¢tov mdézeme na sledovanom obdobi za obdobie rokov 1995Q1 —
2016Q2 pozorovat’ viacero cyklov, ¢o je viditelné aj z obrazka 3, kde je znazornena
produk¢nd medzera (gap HDP).

Obrazok 3  Produkénd medzera (gap HDP)
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Zdroj: vlastné vypocty

Z priebehu produkénej medzery moédzeme pozorovat tri, resp. Styri hospodarske cykly,
ktorymi presla ekonomika Slovenska za sledované obdobie. Prvy hospodarsky cyklus, ktory
je viditelny kon¢i v roku 1999. Druhy cyklus zacal v druhej polovici roka 2000, priCom
vrchol dosiahol vroku 2001. Dalsi porozovatelny cyklus zagina v roku 2004 a vrchol
dosiahol v 2007. Rok 2009 je mozné povazovat za jeho konec¢nu fazu, pretoze do vyvoja
ekonomiky zasiahla finan¢na kriza.
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Obrazok 4  Produk¢na medzera (gap HDP)
a medzera v nezamestnanosti (gap_MN)
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Zdroj: vlastné vypocty

Na obrazku 4 su zachytené obe medzery a z ich priebehu je zrejmé, ze zmena, ktord nastala na
strane outputu sa nie vzdy prejavila na zmene v nezamestnanosti. Specifickym sa zda byt
obdobie po roku 2009, kedy je priebeh outputu bez vyraznych vykyvov, ¢o ale nemdzeme
tvrdit’ o priebehu medzery v nezamestnanosti.

ZAVER

Odhadom rovnovaZzne] miery nezamestnanosti a ndslednym porovnanim s cyklickym
vyvojom narodného hospodarstva Slovenskej republiky moéZeme konStatovat, Ze relativne
vysokd uroven NAIRU na Slovensku naznacuje, Ze dlhodobo vySSia miera nezamestnanosti
nebola vysledkom pretrvavajicej nerovnovahy v ekonomike, musela by sa totiZ v zmysle
koncepcie NAIRU prejavit’ v rovnako dlhotrvajicej zapornej produkénej medzere a nizkej
inflacii. Priciny vysokej nezamestnanosti maji teda zrejme skor Strukturdlny ako cyklicky
charakter.

Uvedené tvrdenie podporuje aj Struktira nezamestnanych z hladiska dizky trvania
nezamestnanosti. V porovnani s EU a eurozénou je na Slovensku vyrazne vyss§i podiel
dlhodobo nezamestnanych (viac ako rok). Podla tdajov  EUROSTAT-u (Labour Force
Surveys) bola dlhodoba miera nezamestnanosti na Slovensku najvySSia v rokoch 2008 az
2011 (ked’ za toto obdobie vzrastla zo 6,7 % na 9,3 %). Az v roku 2012 bolo Slovensko
predstihnuté d’aldimi krajinami EU, ktoré sa dostali do hlbokej ekonomickej krizy a to
Gréckom (14,5 %) a Spanielskom (11,0 %). Do roku 2013 na Slovensku viak d’alej vzrastla
miera dlhodobej nezamestnanosti na 10%. Pomerne velka Cast' nezamestnanych ostdva
Vv evidencii tradov prace aj dlhsie ako dva roky a viac.

NavySe je situacia na trhu prace vel'mi regiondlne diferencovana. Dlhodobo nezamestnani
nemozZu v najzaostalejSich regionoch Slovenska najst’ na volnom trhu prace pracovné miesta,
su odkazani na kratke, prilezitostné, zle platené prace a velakrat v Sedej ekonomike.
Dlhodob4d nezamestnanost ma navySe odozvu aj na fyzickom a psychickom zdravi
obyvatel’stva, na ich zivotnych hodnotéach, ovplyviuje reprodukény proces, politické postoje
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atd. To su dovody, ktoré je nevyhnutné rieSit amalo by byt snahou kazdej trhovej
ekonomiky prostrednictvom fungujuceho systému prevencie im predchadzat’.
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SU PODIELY NA PRODUKCII DLHODOBO KONSTANTNE??

ARE FACTOR SHARES CONSTANT IN THE LONG-RUN?

Karol Szomoldanyi

Abstrakt

V praci sa zameriame na ekonometricka kointegracnu analyzu podmienky prvého radu firmy
pre pracu. Vyuzitim agregovanych americkych ro¢nych udajov z Jorgensonovych
sektorovych tabuliek testujeme hypotézu dlhodobej konStantnosti elasticity substittcie
vstupov, ktora je predpokladom neoklasickej tedrie rastu. Okrem toho, Ze nezamietneme danu
hypotézu, odhadneme kritkodobu elasticitu substitiicie vstupov. Jej hodnota sa pohybuje
okolo 0,5.

KUlucové slova: podiely na produkcii, neoklasicka teoria rastu, kointegracna ekonometricka
Specifikacia

Abstract

The paper focuses on the econometric co-integration analysis of the firm’s first order
condition of labour. Using aggregate annual American data from the Jorgenson’s sector tables
we test along-run factor share constancy hypothesis, which is an assumption for the
neoclassical growth theory. Besides we do not reject the given hypothesis, we estimate a
short-run elasticity of substitution. Its value is about 0.5.

Keywords: factor shares, neoclassical growth theory, co-integration econometric estimation
form

1 UVOD

Caballero (1994) ponutkol ekonometricku stratégiu odhadu dlhodobej elasticity substitucie
vstupov zalozenu na kointegracnej Specifikacii podmienky prvého radu pre vstup kapital
firmy maximalizujucej zisk. AvSak Chirinko a Mallick (2011) upozornili na problematickost’
tejto stratégie. Autori uvazujui kointegracny vztah v tvare

(yt_xt):70+7l(ptx_pty)+vt 1)

kde yi, X, pf’ and p* st prirodzené logaritmy mnozstiev a cien produkcie a vstupu, parameter
71 je elasticita substiticie vstupov podl'a Caballera (1994) a v; je nahodna zlozka, pre ktort st
splnené zékladné predpoklady linedrneho ekonometrického modelu. Neoklasicka teoria rastu
predpoklada, Ze podiel vstupu x na produkcii y je p* + X — pf — Vi je z dlhodobého hl'adiska

! Prispevok vznikol s podporou projektu VEGA 1/0444/15 "Ekonometrickd analyza produkénych moznosti
ekonomiky a trhu prace na Slovensku" a tiez s podporou projektu VEGA 1/0285/14 ,,Regionalne modelovanie
ekonomického rastu krajin EU s dérazom na modely priestorovej ekonometrie®.
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konStantny. AvSak, ako upozornili Chirinko a Mallick (2011), jeho dosadenim do
kointegraéného vztahu (1) je jeho konstantnost’ splnena vtedy a len vtedy, ked” sa parameter
71 = 1. Tento parameter nemodze byt interpretovany ako dlhodoba elasticita vstupov.

Tri pripady zlu€itel'né s tedriou uvadzaju Chirinko a Mallick (2011) pre mozné interpretacie
parametra y.

e Existuje kointegraény vztah (1). Tento pripad sa moze vyskytnat, ak uvazujeme vstup
praca. Podla neoklasickej teérie rastu je podiel prace na produkcii konStantny
arelativne ceny su v dlhodobom vzt'ahu s relativnymi mnozstvami. V takom pripade
Y1 = 1.

e Neexistuje kointegracny vztah (1). Tento pripad sa moéze vyskytnut, ak uvazujeme
vstup kapitdl. Podla neoklasickej teorie rastu je podiel kapitdlu na produkcii
konstantny, ale relativne ceny su dlhodobo nezavislé od relativnych mnozstiev.

e Neexistuje kointegraény vztah (1), avSak medzi premennymi existuje iny
koinetgraény vzt'ah nezahrnuty v rovnici (1).

V praci sme sa zamerali na kointegraéna analyzu podmienky prvého radu firmy pre pracu.
Kointegracnou analyzou (1), vyuzitim agregovanych americkych ro¢nych Jorgensonovych
(2008) udajov cien a mnozstiev prace a produkcie v obdobi 1960 — 2005, odhadneme
parameter y; blizky jednotke, z ¢oho vyplyva silnd indicia, Ze podiel prace na produkcii je
dlhodobo konstantny.

2 UDAJE

Pre odhad kointegraéného vztahu (1) analyzu sme vyuzili Jorgensonové (2008) sektorové
tabulky. Mnozstva vstupu praca a produkcie sme po sektoroch agregovali suctami. Cenové
indexy vstupu praca, resp. produkcie sme agregovali vaZzenym priemerovanim S vahami
mnozstiev vstupu praca, resp. produkcie.

Tabulka 1. Korelogram relativnych cien p; — p?, (Vystup z E-Views).
Sample: 1960 2005
Included observations: 46

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob
B i B i 1 0912 0.912 40.847 0.000
B il N 2 0816 -0.097 74.277 0.000
N ikl | .o 3 0.716 -0.074 100.61 0.000
B il [. | 4 0.618 -0.047 120.67 0.000
B il [. | 5 0532 0.019 13593 0.000
N ki [. ] 6 0.455 -0.014 147.36 0.000
N ki O] 7 0.385 -0.019 155.76 0.000
B L O] 8 0.328 0.020 162.00 0.000
B L O] 9 0.288 0.055 166.93 0.000
N [. | 10 0.254 -0.005 170.89 0.000
N [. | 11 0.230 0.023 174.23 0.000
[*. | [. | 12 0.210 -0.003 177.09 0.000
N . 13 0.193 0.006 179.57 0.000
LA ol 14 0.167 -0.068 181.49 0.000
[*. | ol 15 0.130 -0.072 182.69 0.000

Zdroj: vlastné vypocty.

Testy stacionarity premennych sme realizovali rozsirenym Dickeyho-Fullerovym testom
(ADF), Phillipsovym-Perronovym testom (PP) a korelogramom. Phillipsov-Perronov test sme
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uprednostnili v pripade, ak vysoké mnozstvo autoregresnych ¢lenov v testovacej Specifikacii
rieSilo autokorelaciu. Lukacik a Lukécikova (2008) vyzdvihli vyznam testovania stacionarity
v Casovych radoch. Konstatujeme, Ze logaritmus relativnych mnozstiev y; — |; st integrované
radu 1, kde symbolom |; ozna¢ujeme vstup praca. Logaritmus relativnych cien pt' - p je
nestacionarny v rovnici bez konstanty a trendu podla oboch ADF a PP testov. Pohl'ad na
korelogramo v tab. 1 prezradza, ze hodnoty autokoreldcie logaritmu relativnych cien pt' - p!
sa pomaly znizuju srastom oneskoreni apreto konStatujeme, ze aj tdto premenna je
integrovana radu 1.

3 METODOLOGIA

Pri testoch kointegracie nevyuzivame dvojstupiiovu metodu Engla a Grangera (1987) pre
nemoznost’ priameho testovania parametrov dlhodobého vztahu. Rezidual dlhodobej
rovnovahy nechceme odhadovat samostatne. Pred Johansenovou (1995) procedurou
preferujeme dynamickt metédu najmensich Stvorcov, ktorti navrhli Stock a Watson (1993)
(pozri tiez pracu Lukacikovej; 2013), lebo uvazujeme iba jeden kointegraény vztah. Podla
postupu Stocka a Watsona mozeme $pecifikaciu (1) zapisat’ v tvare:

A(yt —|t):ﬂ0 +ﬂ1A(ptl o pty)+ﬂ2(yt—1_|t—l)+ﬂ3(ptl—l_ pty—l)+ﬁ4t+ut (2)

kde f; vyjadruje kratkodobu elasticitu substiticie, kointegraény parameter je —1 < f, < 0.
Parameter S$pecifikacie (1) y1 je: y1 = —fal/f2. Ak je tento parameter rozny od jednej, z
parametra f4 vyjadruje mozno odvodit’ mieru rastu technoldgie rozSirujucu pracu (pozri
Szomolanyi, Lukacik a Lukagikova, 2015). Specifikaciu (2) sme odhadli met’dou najmensich
Stvorcov. Zaujimaju nas hodnoty parametrov f1, f2, f3, a f4. Ich odhady aodhady ich
Standardnych odchylok st v tab. 2. Ak je podiel prace na produkcii dlhodobo konStantny,
plati: y1 = 0 a B4 = 0. ZdruZzena hypotézu testujeme vyuzitim $tatistiky podlichajucej »*
Statistiky. Jej odhad je v poslednom riadku tab. 2.

Tabul'ka 2. Odhad $pecifikacie (2).

Parameter | Odhad | St. odch.
B 0513 | 0,092
2 0,115 | 0,059
L3 0,148 0,058
B 20,001 | 0,001
¥° =1,389

Zdroj: vlastné vypocty.

Parametre su Statisticky vyznamné na 5 % hladine vyznamnosti, aZ na kointegracny parameter
[, ktory je Statisticky vyznamny na 10 % hladine vyznamnosti a parameter trendu S, z ¢oho,
popri hodnote y; = —f3/f, blizkej 1, mozno predvidat’ dlhodobu konstantnost’” podielu prace na
produkcii. V skutocnosti hodnota $tatistiky »* testu hypotézy dlhodobej konstantnosti podielu
prace na produkcii je nizka ako kritickd hodnota Statistiky. Hypotézu nezamietame. Ak
zohl'adnime restrikcie vyplyvajuce z hypotézy, —f3/f, = 1 a f4 = 0 aznova odhadneme
prisluchajucu ohranicent Specifikaciu (2) ziskame odhady parametrov, ktoré su Statisticky
vyznamné na 5 % hladine vyznamnosti. V tejto Specifikacii je hodnota odhadu kratkodobe;j
elasticity substitucie 0,499.

Stacionaritu rezidualov sme testovali vyuzitim ADF a PP testov postupom opisanym casti
Udaje. Autokoreldciu sme testovali Breshovym-Godfireyovym testom. KonStatujeme, Ze
rezidualy odhadu st stacionarne a neautokorelované.
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4 ZAVER

Na americkych udajov z Jorgensonovych (2008) sektorovych tabuliek sme potvrdili dlhodobu
konstantnost’ elasticity substitucie vstupov, ktora je predpokladom neoklasickej teorie rastu.
Okrem toho sme odhadli kratkodobu elasticitu substiticie vstupov. Jej hodnota sa pohybuje
okolo 0,5.
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ANALYZA S&P 500 POMOCI MODELU STOCHASTICKE VOLATILITY
ANALYSIS OF S&P 500 USING STOCHASTIC VOLATILITY MODEL

Petra Tomanova

Abstrakt

Tato prace se zabyva odhadem volatility vynosu akcii S&P 500 pro roky 2005 az 2014. K
tomuto ucelu je pouZzit model stochastické volatility vyuZivajici k odhadu parametri Kalmantv
filtr. Poté je odhad miry volatility modelovdn pomoci metody Kalman smoother.

Klicovd slova: Stochastickd volatilita, S&P 500, Kalmanuv filtr

Abstract

The aim of this paper is to estimate volatility of returns of S&P 500. The sample period spans
from 2005 to 2014. The approach is based on stochastic volatility model. Kalman filter is utili-
zed for the coefficients estimation. The estimates of volatility measure is modeled using Kalman
smoother method.

Keywords: Stochastic Volatility, S&P 500, Kalman Filter

1 Uvop

Modely stochastické volatily se zejména pouzivaji v oblasti finan¢ni matematiky pro ohodno-
covani derivatd. Jejich zdkladni charakteristikou je fakt, Ze volatilita je modelovana jako ne-
pozorovana latentni proménnd. Srovnani modell stochastické volatility 1ze napiiklad nalézt v
[2]]. V této prici je aplikovan model stochastické volatility vyuZivajici metody Kalmantiv filtr a
Kalman smoother na vynosy akcii S&P 500.

2 MODELOVANI FINANCNICH CEN A VYNOSU

2.1 Model stochastické volatility

Necht' P znaci uzaviraci cenu obchodniho dne 7. Pak denni vynos r; 1ze spocitat jako
ry =log(P /P 1) = AlogP, = Ap;.
p: 1ze chépat jako diskretizovanou realizaci spojitého procesu logaritmické ceny log 7,
dlogP(t) = udr + o (t)dW (1),

kde u je pramérny vynos, o (¢) je spojity proces volatility a W(¢) je standardizovany Brownav
pohyb. Necht’ log 5(¢)? je generovéan Ornstein-Uhlenbeckovym procesem

logo(t)> =E+H(t),  dH(t)=—AH(t)dt+ondB(t),

kde & je konstanta, 0 < A < 1, oy, je volatilita volatility (striktné pozitivni) a B(r) je standardi-
zovany Brownovsky pohyb nezavisly na W (z) [1].
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V souladu s [1] za pouZiti Euler-Maruyama diskretizacni metody lze pro denni vynosy y; spe-
cifikovat model stochastické volatility nasledovné

Vi = U+ O &, 10g6t2:§+Ht7 Hiyy = ¢H; + onny,

kde ¢ =1—A, 0 < ¢ < 1. Tento nelinedrni model 1ze transformovat pomoci substituce x; =

log(y, — u) na
x,:ht-i-u,, ht+1:w+¢ht+0-nnt,

kde u, =loge?, o= (1—¢)E ah, =H,+E&.
Stochasticky model pro ¢asové fady financnich vynost y, s 4 = 0 Ize tedy zapsat jako
Vr = O &, 6,2 =exp(hy), & ~NID(0, 1),
kde logaritmickd volatilita 4; sleduje staciondrni autoregresni proces
hiy1 = @+ Qhy + onny, n: ~ NID(0,1)

_ 2 2 T I .
prot=1,...,nshy ~N(®/1—¢,0;/1—¢~), se vzdjemné a sériov€ nezkorelovanymi & a 1;.

2.2 Kalmanuyv filter

M¢jme linedrni Gaussovsky state space model definovan podle [3], [1]

04+1 = T;04 + R Gy, ¢ ~NID(0,0),
Vi =204 + G, {or ~ NID(0, Hy)

s pocate¢ni podminkou a; ~ N(ay,Py). {1, a &g jsou nezdvisle pro vSechny ¢, s a nezavislé od
o . State vektor ; je nepozorovany a matice 7;,7Z;, R;, O;, H; jsou fixni v Case ¢.

Nepozorovany vektor ¢ 1ze "odhadnout"z pozorovani za pouziti Kalmanova filtru [[1]:

Vi = Y —Za,

k= ZtPtZz/+Hta

K, = TRZF ",
a1 = Tar+ Kpvy,
Pi1 = TRT +RQR,—KFK,

prot =1,...,n a pocate¢nimi hodnotami a; a P,. Plati ¥; = {y,...,y},
arp1 = E(1|Y), P = Var(0y1[Y;).

Poté co jsou filtrované odhady spocitany, 1ze pouZit nasledujici rekurzi (Kalman smoother) za-
¢inajici poslednim pozorovanim a konéici prvnim [1]]:

-1 = inlvz‘f‘Lt"ta
N1 = F'+LNL,
& = a+Priy,

Vi = B —FBN_ih.
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3 ANALYZA S&P 500

3.1 Data

V této praci jsou analyzovany ceny akcii S&P 500 od zacatku roku 2005 do konce roku 2014.
Upravené uzaviraci ceny byly stazeny z www.finance.yahoo.com. Pro ucely analyzy byly z
cen akcif spoéteny procentudlni logaritmické vynosy. Piivodni a transformované ¢asové fady na
logaritmické vynosy jsou zobrazeny v grafu[l]a transformovana ¢asova fada pomoci substituce
za uUcelem linearizace modelu je zobrazena v grafu [2] Tabulka [I] zobrazuje popisné statistiky
Casovych tad.

4000 T T T
D 1 1 1
2005 2007 2010 2012 20145
8 T T T
7 MWM
B 1 1 1
2005 2007 2010 2012 20145
20 T T T
a wW%MWWW
20 1 I I
2005 2007 2010 2012 20145

Obrazek 1: Graf (i) cen, (ii) logaritmickych cen (iii) logaritmickych vynosii of S&P 500.

L l l
2007 2mo 2012

Obrézek 2: Transformovand ¢asovd fada x; = log(y, — u)>.

3.2 Vysledky

Pro odhady koeficientt je predpoklddano, Ze u, = loge? ~ NID(0, 62) a 1, ~ NID(0, 0',2]), takZe
je moZné odhadnout nezndmé koeficienty ¢, G%, ® a ¢ metodou Quasi Maximum Likelihood,
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Mean Median Min Max SD Skewness Ex. Kurtosis

Price 1352 1313 676,5 2090,6 2783 0,5485 0,2318
Log price ~ 7,1887 7,1801 6,5170  7,6452 0,2053 -0,1003 0,2931
Log returns 00,0000 0,0579 -9,4909 10,9358 1,2887 -0,3340 11,0144

Tabulka 1: Popisné statistiky cen, logaritmickych cen a logaritmickych vynosi S&P 500.

kde log-likelihood je ziskdna z Kalmonového filtru. Model je implementovan v Matlab 2014a.
Omezeni parametrd bylo stanoveno nasledovné: 62 > 0, G% >0,0>0a0< ¢ <1.

Hodnoty odhadnutych koeficientt:

62 =5.7399, o, =0.0180, ®=1.0011e—07, ¢ =0.9977.

Ziskané odhadnuté koeficienty jsou pouzity pro vypocet vyhlazeného priméru /4, na zakladé
aproximativniho modelu pro x; za pouZziti metody Kalman smoother. Vysledky jsou zobrazeny

v grafu[3]

I L L L
2005 2007 2010 2012 2015

Obrézek 3: (1) logaritmickd fada y,2 (modfe, teCkované) s vyrovnanymi odhady 4, (Cervend Cara);
(ii) vyrovnané odhady miry volatility exp (5 /2).

4 ZAVER

Tato prace reportuje vysledky pro odhad volatility vynost akcii S&P 500 pro roky 2005 az
2014. K tomuto tcelu byl pouzit model stochastické volatility vyuZzivajici Kalmanav filtr a Kal-
man smoother. Dalsi prace se bude zabyvat srovnanim uvedené metody s jejimi modifikacemi:
model stochastické volatility za pouZiti importance sampling a simulation smoothing algori-
thm, modely stochastické volatility predpokladajici ¢-rozdéleni ndhodnych sloZek, stochasticky
model pro odhad vyhlazeného modusu #;.
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