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STRIKTNI A FUZZY RELACE A JEJICH VYUZITI VE
VICEKRITERIALNIM ROZHODOVANI

STRICT AND FUZZY RELATION AND THEIR USE IN MULTI-
CRITERIA DECISION MAKING

Adam Borovicka

Abstrakt

Koncept striktni a fuzzy relace je velmi dulezity (nejen) v teorii rozhodovani. Mnoho metod
vicekriterialniho hodnoceni variant vyuziva koncept (fuzzy) preferencni relace pro
vyhodnoceni sledovanych alternativ. Pomoci relace lze vyjadfit (ne)existenci vztahu mezi
dvéma subjekty. Fuzzy relace navic dokaZe rozligit silu tohoto vztahu. Clanek se zamé&fuje na
popis obou konceptli relaci s akcentem na specifikaci jejich vlastnosti (reflexivita, symetrie
a tranzitivita). Ddle je nastinéno zakladni vyuziti obou koncepti pii feSeni redlnych
rozhodovacich uloh prostiednictvim metod vicekriteridlniho hodnoceni variant.

Kli¢ova slova: fuzzy relace, striktni relace, vicekriterialni rozhodovani

Abstract

The concept of strict and fuzzy relation is very important (not only) in the decision making
theory. Many multi-criteria evaluation methods use the concept of (fuzzy) preference relation
for an evaluation of chosen alternatives. Thanks to this concept, (non-)existence of
relationship between two subjects are expressed. Fuzzy relation even enables distinguish an
intensity of this relationship. This article focuses on a description of both relation concepts
with the emphasis on a specification of their properties (reflexivity, symmetry and
transitivity). Further, the basic usage of both concepts is outlined in solving real-life decision
making problems via the multi-criteria evaluation methods.

Keywords: fuzzy relation, multi-criteria decision making, strict relation

1 UVOD

Identifikace vztahti mezi riznymi subjekty je Casto dulezitou slozkou pribéhu rozhodovaciho
procesu. Kvantitativné lze tento vztah vyjadfit pomoci konceptu (striktni) relace. Jestlize je
tieba vyjadfit i silu (intenzitu) takového vztahu, aplikuje se koncept fuzzy relaci.

Mnoho metod vicekriteridlniho hodnoceni variant vyuziva jakoZto vyhodnocovaci princip
preferen¢ni relaci. Pritkkopnikem tohoto pfistupu je metoda ELECTRE I (Roy, 1968). Béhem
70. let se vyvinulo mnoho dalSich metod, napt. ELECTRE II (Roy a Bertier, 1973),
ELECTRE Il (Roy, 1978), nebo PROMETHEE | (Brans, 1982). Postupné se ale zacalo
uvazovat o konceptu fuzzy preferencni relace. Prvni zminky jsou v (Roy, 1977; 1980). Poté se
zaCaly vyvijet dalsi koncepty, napiiklad (Takeda, 1982; Martel a D’ Avignon, 1986). VSechny
tyto koncepty pracuji s riznou formou odvozeni fuzzy relace. Modifikaci metody ELECTRE
Il navrhl Czyzak a Stowinski (1996), kde prahy preference a dispreference jsou odvozeny
Vv prostiedi mlhavych kriteridlnich hodnot pomoci né€kolika navrzenych mér zaloZenych na
konceptu pravdépodobnosti a nutnosti. Vedle téchto vyhodnocovacich metod nalezneme
metody odhadu vah, které jsou také zalozené na vyjadieni sily preference mezi kritérii, napf.
Saatyho metoda. Tento koncept je pak vlastné¢ implementovan vV metodé vicekriteridlniho



hodnoceni variant zalozené na maximalizaci funkce uzitku, to jest AHP (Saaty, 1977) ¢i jeji
(fuzzy) modifikace.

Z ptedchazejiciho odstavce je patrné, Ze je vyznam konceptu obou typt relaci nemaly.
Kvantifikace vztaht (preferenci) mezi variantami je nepostradatelna. I proto je hlavnim cilem
prispevku jasné a srozumitelné Ctenare seznamit s obéma koncepty. Z pohledu realné aplikace
jsou vyznamné jednotlivé vlastnosti relaci, které jsou podrobnéji osvétleny. Nekolikero
ilustrativnich ptiklada dotvéaii alespon rdmcovou piedstavu o vyuzitelnosti téchto koncept.

Struktura ¢lanku je nasledujici. Po Givodu je predstaven koncept (striktnich) relaci, ze kterého
vychazi koncept fuzzy relaci, jez je také fadné popsan. Nasledné je zpracovan nastin mozné
aplikace konceptt, a to jak z pohledu algoritmického, tak Cisté praktického. Shrnuti ¢lanku
rekapituluje zejména jeho obsah s vyzvednutim aplika¢ni dilezitosti studovanych konceptd.

2 STRIKTNI RELACE

Jak uvadi naptiklad (Bojadziev a Bojadziev, 2007), piedstavme si nasledujici kartézsky
soucin

XxY ={(x,y)|xeX,yeY},

kde X a 'Y jsou mnoziny.

Dle Klira a Folgera (1988) striktni® relaci®, respektive relaci mezi striktnimi mnoZinami, lze
chépat jako podmnoZinu kartézského sou€inu. Ozname relaci mezi dvojici mnoZin jako
R(X,Y). Pak miZeme psat

R(X,Y)c X xY,
kde kartézsky soucin reprezentuje vS§eobecnou, iplnou mnozinu.

Kazda striktni relace R muze byt definovana pomoci charakteristické funkce (funkce
pfislusnosti), ktera kazdé podmnoZiné Uplné mnoziny patfici do pfislusné relace pfifazuje
hodnotu 1, a hodnotu 0 v piipadé, ze do relace nepatii. Tedy pro charakteristickou funkci plati

1 ,Y)eR
,UR(X,Y)={0 (inyn)ak .

Klir a Folger (1988) wuvadi pro bliz§i objasnéni problému jednoduchy ptiklad.
Predpokladejme, ze R representuje relaci snatku mezi mnozinou vSech muzii a mnoZinou
vSech zen. Z mnoZiny vSech mozZnych parG budou mit hodnotu charakteristické funkce 1
pouze pary oddané, coz indikuje ptislusnost do stanovené relace.

Ukazme si ve stru¢nosti zdkladni mozné vlastnosti striktni relace, které nam nabizi naptiklad
Fiala (2013) nebo Klir a Folger (1988). Definujme striktni relaci R v X x X .
2.1 Reflexivita
Relace R je reflexivni, jestlize plati
(x,x)eR vxe X.

Relace R je nereflexivni®, jestlize plati

! Ptivlastek ,»striktni® je mozno vynechat. Oznaceni ,relace® nebo ,,striktni relace jeden a ten samy koncept, a to
nemlhavou (nefuzzy) relaci.

2 crisp relation (eng.)

%irreflexive (eng.)



(x,X)¢R Vxe X.

2.2 Symetrie
Relace R je symetricka, jestlize plati
(x,y)eR=(y,x)eR vXx,ye X.

Relace R je asymetricka, jestlize alespon pro né&jaké x,y € X vySe zminéna formule neplati,
tedy tato

(x,y)eR=(y,x)eR.
Relace R je antisymetricka, jestli plati
(X, ¥)eR,(y,X)eR=x=y vx,ye X.
Relace R je strikiné (piisné) antisymetrickd®, pokud pro x =y plati

bud (x,y)eR,nebo (y,x)eR VX,ye X .

2.3 Tranzitivita

Relace R je tranzitivni, pokud plati
x,¥)eR,(y,2)eR=(x,2) eR VX, y,ze X.

Relace R je netranzitivni®, pokud vyse zminénd podminka neni splnéna, tedy neplati
x,¥)eR,(y,2)eR=(x,2) eR VX, y,ze X.

Relace R je antitranzitivni, pokud plati

X, Y)eR,(y,2)eR=>(x,2) 2R VX, y,ze X.

3 FUZZY RELACE

Koncept fuzzy relace, ktery se snazi popsat neurcity vztah mezi prvky mnozin, studovalo
mnoho autort, naptiklad Zadeh (1965, 1971), ¢i Kaufmann (1975).

Fuzzy relaci mizeme definovat jako mnozinu
R={(06 ), (6 M) (X ) € X XY, (%, y) € (0, 1)},

kde :(x,y) je funkce piislusnosti, kterd vyjadiuje stupen pfislusnosti indikujici miru vztahu
XSY.

Fuzzy relace miize vykazovat nékolik vlastnosti. Definujme fuzzy relaci R v X x X .
3.1 Reflexivita

Fuzzy relace R je reflexivni, pokud plati (Zadeh, 1971)
M (X, X) =1 Vxe X .

Fuzzy relace R je e-reflexivni, pokud plati (Yeh, 1975)

* strictly antisymmetric (eng.)
® nontransitive (eng.)



Hs(X,X) = & Vx e X
Fuzzy relace R je slabé reflexivni, pokud plati (Yeh a Bang, 1975)

Hy (X, y) < /uﬁ(x! X) c
1 (Y0 < () TRV EX

3.2 Symetrie
Fuzzy relace R je symetrickd, pokud plati (Zadeh, 1971)
M (% Y) =g (y, X)X yeX.
Fuzzy relace R je asymetrickd, pokud alespoii pro n&jaké x,y e X plati
M (X, Y) # 415 (Y, X) .
Fuzzy relace R je antisymetrickd, pokud plati pro x = y bud’ (Kaufmann, 1975)
Ha (X, Y) # (Y, X) VX yeX,
nebo
He (% Y) =4z (y,x) =0 Vx,yeX.
Fuzzy relace R je perfektné antisymetrickd, pokud plati pro x =y (Zadeh, 1971)
H(%y)>0, pak  u.(y,x)=0 VX,yeX.

3.3 Tranzitivita

Dle Klir a Folger (1988) je fuzzy relace R je tranzitivni (nebo max-min tranzitivai), pokud
plati

s (X, z)zrrylgx min[: (X, Y), 15 (y,2)] =0 VX,ze X.

Fuzzy relace je R je netranzitivni, pokud plati alespoii pro n&jaky element mnoziny X

/ufq (X’ Z) < TUS{X min[/ufq(x’ y)! :uﬁ(y! Z)] = O .

Fuzzy relace R je antitranzitivni, pokud plati

s (X, z)<m%x minfz (X, Y), 15 (y,2)]=0 VX,ze X.
ye

Vlastnost tranzitivity fuzzy relace mize byt definovana z riznych uhli pohledu. Tedy
napiiklad mizeme stanovit fuzzy relaci R jako max-soucin tranzitivni®

Ha (%, 2) 2 max[ g (X, Y)-45 (¥, 2)] =0 VX, zeX.

4 VYUZITIi RELACI VE VICEKRITERIALNIM ROZHODOVANI

Jak je zfejmé zuvodu, fada metod vicekriteridlniho hodnoceni variant vyuzivaji pravé
koncept (preferencni) relace, ktery umoziiuje vyhodnoceni variant. Na zdkladé¢ vyjadiené

® max-product transitive (ang.)



preference mezi dvojicemi variant pomoci striktni relace, respektive jeji sily (intenzity)
pomoci fuzzy relace, jsou metody schopny rozdélit hodnocené varianty do riznych skupin
(napi. efektivni a neefektivni), ¢i dokazi alespon vyjadiit agregovanou preferenci mezi
variantami. Pomoci (fuzzy) relace téz miizeme stanovovat vahy rozhodovacich kritérii.

Rozdé€leni na varianty ,,dobré* (efektivni) ¢i ,,Spatné* (neefektivni) miize byt velice piinosné,
aby se rozhodovatel mohl v poc¢etné mnozin¢ variant zorientovat. Eliminaci neefektivnich
variant dochazi ke zjednoduseni, mize se pak soustiedit na uzs8i skupinu ,,perspektivnich*
alternativ, ze kterych piipadné¢ mize doprovodnou procedurou vybirat ty ,,nejlepsi®. Takovy
postup se nabizi naptiklad na finan¢nim trhu, kde nabidka investi¢nich instrumentt je velice
Sirok4, coz muze byt zejména pro zacinajiciho investora svazujici. Dalsi aplikace bychom
mohli hledat v produkénich procesech ¢i projektovém fizeni.

5 ZAVER
Hlavni naplni pfispévku bylo seznameni s konceptem striktni a fuzzy relace. Podrobny vyklad
se zaméfil zejména na specifikaci dulezitych vlastnosti relaci — reflexivitu, symetrii

a tranzitivitu. Praktické vyuziti téchto relaci bylo pfedstaveno na poli vicekriterialniho
rozhodovédni. Mnoho metod zejména vicekriteridlniho hodnoceni variant pouziva
k vyhodnoceni pravé koncept relace, resp. fuzzy relace. V ptipadé fuzzy relace Ize nejen
vyjadfit (ne)existenci vztahu mezi dvéma elementy (jako striktni relace), ale navic i silu
tohoto vztahu, coz mtize byt v praktickych rozhodovacich problémech velice uzite¢né.
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OPTIMALIZACIA LINKY PODPORY PROSTREDNICTVOM
ROZHODOVACICH STROMOV

OPTIMIZATION OF SUPPORT LINE THROUGH DECISION TREES

Ivan Brezina, Pavel GeZik

Abstrakt

Rozhodovaci strom je relativne bezné grafické zobrazenie Struktury rozhodovacieho procesu z
dovodu ich prehladnosti a jednoduchej interpretovatelnosti. Takyto rozhodovaci strom
prehladne interpretuje moznosti volby v jednotlivych krokoch rozhodovacieho procesu
a zobrazuje tieto kroky s ich nasledujucimi moznost'ami.

Rovnako tak rozhodovaci strom popisuje aj moznost’ vyberu pozadovanej vol'by pri telefonate
na tzv. linku podpory, resp. aktikol'vek inu telefonnu linku, kde je nutné vypocut’ si moznosti
a nasledne si zvolit’ pozadovanu vol'bu.

Prispevok popisuje moznosti usporiadania volieb prostrednictvom roéznych variantov
rozhodovacich stromov. Nésledne pontika moznost vybrat’ variant, ktory bude umoznovat
usporiadat’ vol'by s najkratSim priemernym ¢asom c¢akania.

KUPucové slova: rozhodovaci strom, optimalizdcia, priemerny cas cakania

Abstract

The decision tree is a relatively frequent graphical representation of the structure of the
decision making process for clarity and simple interpretability. This decision tree interprets
the choice options in each step of the process of decision making and displays these steps with
the following options.

The decision tree also describes the possibility of choosing the desired option when calling
the support line, respectively. any other phone line where you have to listen to the options and
then choose the desired option.

The paper describes options for organizing choices through different decision tree variants.
Then it offers the option to choose variants that will allow you to hold options with the
shortest average waiting time.

Keywords: Decision Tree, Optimization, Average Time of Waiting

UvVoD

Rozhodovaci strom predstavuje grafické zobrazenie Struktury rozhodovacieho procesu
pomocou korenovych stromov. S rozhodovacimi stromami sa v beZznom Zivote stretivame
pomerne ¢asto z dovodu ich prehladnosti a jednoduchej interpretovatelnosti. Ako priklady
mozno uviest rodokmene, evolu¢né stromy, vizualizacia rozhodovacieho procesu, urcenie
optimdlnej stratégie rozhodovacieho procesu, prieCinky (adresare) a ich podpriecCinky
(podadresare) v pocitac a pod.
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Jeden z prikladov je aj moznost’ vyberu pozadovanej volby pri telefondte na tzv. linku
podpory, resp. akukol'vek int telefonnu linku, kde je nutné vypocut’ si moznosti a nasledne si
zvolit’ pozadovanu volbu.

1 ROZHODOVACIE STROMY

Rozhodovacie stromy su také acyklické grafy’, ktoré predstavuju zobrazenie rozhodovacieho
procesu a umoziuji rozhodovanie na zdklade pravidiel definovanych v Struktare
rozhodovacieho stromu.

Rozhodovaci strom je neprazdny suvisly acyklicky graf, v ktorom medzi kazdymi dvomi
vrcholmi existuje prave jedna cesta. Takyto strom mozno zakreslit’ tak, ze vrcholy nizsej
urovne sa umiestiiuju nad vrcholy vysSej urovne, resp. vrcholy nizSej urovne pod vrcholy
vyssej urovne. Vrcholy sa rozvetvuji do d’alSich vrcholov a vytvaraju tak Struktaru stromu.
Rozhodovacie stromy sa zvyc¢ajne zakresl'uju zhora nadol alebo sprava nal’avo.

1.1 Struktira rozhodovacich stromov

Rozhodovacie stromy predstavuji analogiu s redlnymi stromami v prirode a na zéklade toho
bola aj prevzatd terminoldgia, a pre rozhodovacie stromy hovorime raste stromu, jeho vetveni
alebo o jeho prerezavani.

Rozhodovaci strom sa sklada zo Styroch zakladnych prvkov — z korenia stromu, vnutornych
vrcholov, listov a orientovanych hran. Koreni stromu a vnutorné vrcholy oznacuji jednu
konkrétnu vlastnost’ (atribut), ktord sa na danom mieste rozhodovacieho stromu testuje.
Kazdy wvrchol predstavuje rozhodovanie podla jednej vybranej vlastnosti (atribatu)
klasifikovaného objektu. Vyberané vlastnosti musia objekty od seba ¢o najviac odliSovat’, aby
boli na konci stromu ¢o najpresnejsie klasifikované.

Orientované hrany vychéadzajuce z jednotlivych vrcholov obsahuji predikaty pre dany atribut
atakto reprezentuji mozné vysledky testovania tohto atributu v danom vrchole. V
rozhodovacom strome z korena postupne prebicha vetvenie do d’alSich vrcholov (strom
rastie). Po urceni korena, ktory reprezentuje atribut nesuci najvacSie mnozstvo informdcie, v
d’alSom kroku rozdelime mnozinu variantov na tol’ko podmnozin, kol'ko je hodnot
korefiového atributu. V kazdej podmnozine st varianty s jedinou hodnotu tohto atribtitu. Dalej
vyhladdme v kazdej podmnozine d’al§i najvyznamnejsi atribut, a takto sa pokracuje pokial
nevyCerpame vSetky atributy.

Vrcholy, ktoré sa uz d’alej nedelia, sa oznacuju ako terminalne vrcholy alebo listy (listové
vrcholy, vystupné vrcholy). List stromu indikuje hodnotu cielovej vlastnosti, oznacuje teda
triedu, ktorou je element oznaceny v pripade, Ze sa pri klasifikacii dostane v rozhodovacom
strome na jeho poziciu.

1.2 Interpretacia rozhodovacich stromov

Rozhodovacie vrcholy predstavujii zobrazenie fazy realizovaného vyberu niektorej moZznosti.
Je to teda takd faza rozhodovacieho procesu, v ktorej sa rozhodovaci subjekt rozhoduje, ktory
z variantov vyberie (zvy€ajne sa zobrazuju vo forme Stvorca, resp. obdlZnika).

! Neorientovanym grafom nazyvame usporiadana dvojicu G = (U, H), pre ktora U={u} (i=1, 2, ..., n) je

kone¢na neprazdna mnozina n vrcholov a H = {hj} (i, j =1, 2, ..., n) je mnozina hran grafu G, hrany h (i,
j=1, 2, ..., n) pritom tvori mnozina dvojprvkovych podmnozin mnoziny U (H je 'ubovol'nd podmnoZzina
mnoziny v§etkych kombinacii druhej triedy prvkov mnoziny U).
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Hrany vychadzajuce z rozhodovacich vrcholov predstavuju alternativy, ktoré su predmetom
vyberu rozhodovacieho subjektu. Takéto rozhodovacie stromy mozno nazvat ako
rozhodovacie stromy s deterministickou $truktarou.

Ako priklad jednoduchého rozhodovacieho stromu bez situacnych vrcholov moézeme uviest’
Obr. 1, ktory predpoveda na zaklade pohlavia a spdsobu platby, ¢i zakaznik, resp. zakaznicka
kapi elektricky zdhradny gril. Je pritom zndma mnoziny udajov, ktorej jeden zdznam by
mohol vyzerat’ ako priklad v tabul’ke (Tab. 1).

Tab. 1: Priklad rozhodovacieho stromu

Atribut Trieda

Pohlavie Sposob platby Nakup grilu
Predikat N i

Muz/Zena Karta/Hotovost’ Ano/Nie

Zdroj: Vlastné spracovanie

Postup vytvorenia rozhodovacieho stromu:

1.  Uréi korenovy vrchol a ohodnot’ ho atribitom pre delenie; pridaj hranu pre kazdy
hodnotiaci predikat (ak st zndme hodnoty predikatu, tak ju ohodnot’),

2.  Pre kazdG hranu na zéklade deliaceho predikatu vytvor mnozinu alternativ a pridaj
vrchol pre kazda podmnozinu,

3. Ak je splnené ukoncovacie kritérium, vytvor list a ohodnot’ ho prislusnou triedou; ak nie
je splnené, ak teda existuje vrchol, pre ktory nepatria vSetky atributy do tej istej triedy,
opakuj pre tento vrchol bodu 2.

Obr. 1: Jednoduchy priklad rozhodovacieho stromu

Pohlavie
zena muz
Nie Platba
hotoM Nrta
Nie Ano

Zdroj: Vlastné spracovanie

2 OPTIMALIZACIA LINKY PODPORY

Optimalizacia spociva v zostaveni Styroch rozhodovacich stromoch s réznou Strukturou, kde
kazdy jeden reprezentuje jeden variant Struktiry linky podpory. Uvedena linka podpory ma
riesit’ problémy, ktoré su spojene so 14 vol'bami a moZnost'ou prepojenia na operatora. Prave
pocet 15 moznosti neumoziuje vyuzit’ klavesnicu telefonu a teda je nutné jednotlivé moznosti
vhodne zoskupit’. Toto zoskupenie je mozné urobit’ podla vlastnosti jednotlivych volieb.
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V ramci optimalizacie je nutné aby boli splnené predpoklady spojené so samotnym

telefonatom zakaznika:

e  Zakaznik si vypocuje text danej vol'by do konca, teda aj s ¢astou " ... zvol'te Cislo X.".

e  Zakaznik zada svoju vol'bu po prvom vypocuti, hned’ po skonceni textu.

e  Zakaznik presne vie, ¢o chce riesit’, nepocuva d’alsie vol'by po tom, ¢o si vypocuje tu,
ktoru chce zvolit.

2.1 Varianty zoskupenia jednotlivych volieb

Jednotlivé vol'by su uz podla ich oznacenia (Cisla od 1 po 14 plus vol'ba operator) zoradené
podl'a mnozstva zakaznikov, ktori si ich volia. Prave tato skuto¢nost’ ovplyvnila moznosti ich
zoskupenia do jednotlivych skupin ako aj fakt, Ze nie mozné vytvorit’ rovnaké vel'ké skupiny.

Variant A

Jedna sa o variant, kde su vyuzité vSetky ,,tlacidla* telefonnej klavesnice. Na kazdé tla¢idlo
(T1 az T9) su priradené¢ dve volby okrem T1 a T2, ktoré maji po jednej vol'be (1 a2 su
najcastejsie vol'by), vid’. Obr. 2.

Obr. 2: Variant A

T4| |15| |T6|
BVANAN

T1| |T \
{
L2345 ]|lell7]8]{9][to]{]][12][13][14]][Op

Zdroj: Vlastné spracovanie

Variant B

Dalsi variant vyuziva zoskupenie jednotlivych volieb do skupin (S1 az S4) podla
problematiky, pod ktort ich je mozné priradit’ vzhladom na probléme ale aj mnoZstvo
zakaznikov. Posledna moznost’ je volba spojenia s operatorom ilustrovana Obr. 3.

Obr. 3: Variant B

[Op|

L2345 lellzlIs]|]o]lwoflu]l2|[13]|[14

Zdroj: Vlastné spracovanie
Variant C

S vyuZzitim zoskupenia volieb do skupin uvazuje aj d’al§i variant, ktory ale neuvaZuje so
skupinami na jednej turovni rozhodovacieho stromu ale jednotlivé skupiny zobrazuje
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Vv jednotlivych urovniach vetvenia. Rozhodovaci strom nie je potom vetveny ,,do Sirky* ale
,»do dlzky* a znazorneny v Obr. 4.

Obr. 4: Variant C

Zdroj: Vlastné spracovanie

Variant C
Posledny variant je kombinacia variantu B a variantu C a zobrazena v Obr. 5.
Obr. 5: Variant D

L8 [[o[to][u]

Zdroj: Vlastné spracovanie

2.2 Cas trvania jednotlivych volieb

Jednotlivé &asy, teda dizky trvania tychto volieb v sekundach su v tabulke v stipci ,.Gas
volby* (Tab. 2). Dalej tabulka zobrazuje vypogitana diZku trvania, ktort zakaznik stravi na
linke? kym si vypo&uje volbu, kvéli ktorej vola na linku podpory. Jednotlivé ¢asy vychadzaju
Z vypoctu podla rozhodovacich stromov.

2 Dany &as vychadza z nutnosti splnenia vietkych vy3sie spominanych predpokladov.
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Tab. 2: Casy jednotlivych volieb v uvedenych variantoch

vol’ba ¢as vol’by ¢as vol’by pre
(sekundy)  variant A variant B variant C variant D
1 4,1 4,1 10,4 8,7 10,4
2 6,2 10,3 16,6 14,9 16,6
3 4,4 20,3 21,0 19,3 21,0
4 4,9 20,8 25,9 24,2 25,9
5 5,6 27,7 16,5 17,3 29,5
6 6,6 28,7 23,1 23,9 36,1
7 5,0 33,7 28,1 28,9 41,1
8 5,2 33,9 23,2 22,8 23,2
9 6,7 42,7 29,9 29,5 29,9
10 4,2 40,2 34,1 33,7 34,1
11 51 49,9 39,2 38,8 39,2
12 55 50,3 44,7 443 447
13 6,2 58,0 30,1 27,7 30,1
14 55 57,3 35,6 33,2 35,6
operator 3,9 55,7 27,8 21,5 14,8

Zdroj: Vlastné spracovanie
Casy trvania textu jednotlivych tlagidiel a skupin st uvedené v nasledujucej tabul’ke (Tab. 3).
Tab. 3: Casy trvania textu tlacidiel a skupin

text T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 S1 S2 S3 S4

cokingy) 1 62 56 62 66 73 88 7 39 63 46 71 59

Zdroj: Vlastné spracovanie

2.3 MnoZstva volajucich pre jednotlivé vol’by

Dalej je nutné poznat’ pre potreby optimalizacie mnoZstva volajucich, ktori buda volit' dané
jednotlivé vol'by podla problému, ktory chct riesit. Jedna sa o simulované mnozstva podla
zadanych hypotéz (Tab. 2). Tieto mnozstva su simulované na 5 moznych stavoch - poctoch,
ktoré¢ maju priebeh od poctu s prioritou na prvych volbach az po pocet s mierne klesajuci
mnozstvom volajucich v postupnosti podl'a voI'by (od 1 po 14). Stcet simulovaného mnoZstva
bol 1000 volajucich.

Tieto mnozstvo mozno zobrazit® v prehladnom grafe pre lepSiu predstavu rozdielnosti.
Jednotlivé rady sa odliSuji v mnozstve volajicich zobrazenych na osy y pre dané volby
zobrazené na osy x (Obr. 6).

16



Tab. 4: Mnozstva volajucich pre jednotlivé volby

vol’ba cas mnoZzstvo zakaznikov
vol'by  pocet 1 pocet_2 pocet_3 pocet_4 pocet_5

1 41 142 108 111 103 96

2 6,2 133 103 105 99 93

3 4.4 121 98 102 96 91

4 49 107 89 99 87 82

5 5,6 84 84 92 77 73

6 6,6 75 81 84 73 70

7 50 69 75 78 68 67

8 5,2 64 74 74 66 65

9 6,7 56 67 69 61 62

10 4,2 43 60 61 59 61

11 51 34 51 43 52 58

12 55 28 43 32 52 55

13 6,2 19 34 24 46 49

14 55 14 23 18 34 43

operator 3,9 11 10 8 27 35
spolu 1000 1000 1000 1000 1000

Zdroj: Vlastné spracovanie

Obr. 6: Mnozstva volajucich pre jednotlivé vol'by

TS

) N
. TS

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

pocet_1 pocet_2  e=—pocet_3 pocet_5

pocet_4

Zdroj: Vlastné spracovanie
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ZAVER

Vysledky pre vSetky varianty na simulovanych poctoch st uvedené v nasledujucej tabulke,
ktord zobrazuje priemern¢ Casy dlzky hovoru v jednotlivych variantoch pre vsetkych 5
moznych poctov (Tab. 5).

Tab. 5: Priemerné casy dizky hovoru pre jednotlivé varianty a pocty volajicich

pocet_1 pocet_2 pocet_3 pocet_4 pocet_5 priemer
variant A 25,350 28,860 27,786 30,264 31,413 28,734
variant B 22,640 24,368 23,815 24,927 25,434 24,237
variant C 21,729 23,566 23,047 23,969 24,425 23,347
variant D 25,461 27,358 27,013 27,410 27,709 26,990

Zdroj: Vlastné spracovanie

Z tabulky je zrejme, Ze variant C, teda rozhodovaci strom zostaveny prostrednictvom
zoskupenia volieb na kazdej Grovni vetvenia je najlepSou volbou bez ohl'adu na pocet
volajucich v jednotlivych volbach. Teda pre vSetky simulované pocty boli vo variante C
najniz§ie priemerne ¢asy a volajuci bol ,,na linke* najkratsie.
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VAZNOVA DILEMA V OBLASTI BEZDROTOVEJ KOMUNIKACIE

PRISONER’S DILEMMA IN THE FIELD OF WIRELESS
COMMUNICATION

Zuzana Ci¢kovd, Matej Zagiba

Abstrakt

V ramci tedrie hier mozno v stcasnosti Studovat’ Siroku paletu réznych typov hier, ktoré
mozno vyuzit v roznych aplikaénych oblastiach. V mnohych rozhodovacich situaciach si
vsak aj nad’alej vysta¢ime s formulaciou zakladnych typov hier. Tento prispevok poukazuje
na moznost’ pouzitia zndmej hry viziova dilema v oblasti bezdrotovej komunikacie, pri¢om
okrem terminologického zosuladenia tychto dvoch oblasti sa tieZ poukazuje na to, ako mozno
za tychto podmienok predikovat’ spravanie sa subjektov. Budeme prezentovat’ bimaticova
hru, kde hracov budu reprezentovat’ dve zariadenia, pricom kazdé z nich chce poslat’ paket
pomocou druhého hraca, pricom budeme uvazovat’ s nakladmi na preposielanie paketov.

Kruéové slova: bezdrotova komunikacia, teoria hier, vizinova dilema

Abstract

As part of game theory, a wide variety of different types of games can now be explored in all
sorts of application areas. In many decision making situations, however, the formulation of
basic types of games is sufficient. This paper points to the possibility of using a well-known
game of prisoner's dilemma in the field of wireless communication. In addition to the
terminological alignment of these two areas, we also demonstrate how the behavior of
subjects can be predicted under these conditions. We will present a bi-matrix game where the
players will represent two devices, each of which wants to send a packet with assistance of
the other player, while considering the cost of packet forwarding.

Keywords: wireless communication, game theory, prisoner’s dilemma

1 UVOD

Tedria hier vo svojej podstate skima konfliktné rozhodovacie situacie (hry) viacerych
ucastnikov (hracov). Tato vedna disciplina aplikéciou réznych typov hier zasahuje do roznych
oblasti. Ako priklad moZno okrem ekonomie uviest’ politoldgiu, psychologiu, kognitivne vedy
a podobne. Tento prispevok poukazuje na moznost’ pouzitia znamej hry véznova dilema v
oblasti bezdrotovej komunikacie. Prispevok je Strukturovany takto: V prvej Casti uvedieme
struéné informacie o hrach s nenulovym siétom vo vSeobecnosti. Potom si priblizime hru
véznova dilema. V druhej Casti sa budeme venovat moznej aplikacii tejto hry v oblasti
bezdrotovej komunikacie.

Tato oblast’ pritom suvisi s tzv. internetom veci (Internet of Things — IoT), ¢o je pomerne
novy pojem pouzivany pojem v oblasti informac¢nych a komunikaénych technolégii (ICT). V
podstate ide o siet’ prepojenych objektov (veci - napr. senzory teploty, vniknutia, vlhkosti,
elektrickej spotreby a podobne), ktoré su jednoznacne adresovatelné s tym, ze tato siet je
zalozend na Standardizovanych komunika¢nych protokoloch umoziujicich vymenu a
zdiel'anie dat a informacii. Prepojené objekty maju Casto mimoriadne obmedzené zdroje
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napriklad v Alphan a Baar (2010), Crawford a kol. (2007), Felegyhazi a Hubaux (2007),
Mookherjee a Sopher (1994), Rontidis a kol. (2015) a podobne.

2 BIMATICOVE HRY A VAZNOVA DILEMA

Bimaticové hry su zakladnym typom hier (Goga, 2013, Chobot a kol., 1991). V hre vystupuju
dvaja ucastnici (hraci). Kazdy z hraov voli nezavisle (bez informacie o volbe protihraca)
jednu z konecného poctu variantov spravania (stratégii). Predpokladd sa, ze hraci su
inteligentni a maja uplné informacie o konfliktnej situacii. Zaujmy hracov nie st diametralne
protikladng, t.j. zisk jedného z hraCov nemusi byt’ sprevadzany stratou druhého a hraci st
inteligentni. Otazkou je aku stratégiu ma hra¢ zvolit' tak, ze volbou inej stratégie nemodze
zvysit svoj zisk. Bimaticovii hru mozno formalizovat takto: Nech P={1,2} je mnozina
hrécov, z ktorych kazdy mé kone¢ni mnozinu stratégii (X — hrad¢ 1, Y — hrac¢ 2}, t.j. hra¢ 1 voli
xe X, hra¢ 2 voli yeY. Mnozinu vSetkych vysledkov hry mozno oznacit’ ako (X, y) e X x Y.
Jednotlivé prvky mnozin X a Y mozno usporiadat’ pomocou kone¢ného poctu prirodzenych
¢isel (prvky mnoziny X: i =1, 2, ...m a prvky mnoziny Y: j = 1, 2, ....n). Hodnoty hry pre
hraca 1 mozno zapisat’ do matice Amxn={aij}, kde a;; udava platbu hraca pri vysledku (ij).
Vysledky hry pre hraca 2 zapisujeme do matice Bnm={Dji}}, kde bji udava platbu hraca 2 pri
vysledku (1,)).

RieSenie bimaticovych hier spoc¢iva v identifikacii rovnovaznych stratégii pre oboch hracov.
Stav nazveme rovnovaznym, ak v tomto stave ma systém za urcitych podmienok tendenciu
zotrvavat’ (za vyhovujuci vysledok mozno povazovat’ iba taky stbor stratégii, ktory sa sdm
vynucuje tym, ze pripadné usilie o jednostranné porusenie vedie automaticky k posSkodeniu
hraca, ktory sa o tito zmenu pokusi).

Najjednoduchsie rieSenie bimaticovych hier je rieSenie v Cistych stratégiach, ¢o je taka
dvojica Cistych stratégii (io,jo), Ze pre vSetky i =1, 2, ..maj=1, 2, ...n plati

A, 2 8y, &by, 2by @
t.j. najdeme prvky s maximalnymi hodnotami v maticiach A a B.
Mo6Zu nastat’ tri pripady:

1) Existuje jeden rovnovazny bod — jednoznacne ur¢ime Cisté optimalne stratégie hracov

2) Existuje viac rovnovaznych bodov, pricom vSak len jedno nie je dominované -
jednoznacne uréime Cisté optimalne stratégie hracov

3) Existuje viac rovnovaznych bodov, pricom v$ak minimalne dve nie si dominované —
neexistuje rovnovazny bod v Cistych stratégiach

V pripade neexistencie rieSenia Vv Cistych stratégidch hladame rieSenie v stratégiach
zmieSanych. ZmieSané rovnovazne stratégie mozno identifikovat’ napriklad rieSenim ulohy
nelinearneho programovania (Cickova a Zagiba, 2017).

Viziova dilema je jednou z najznamejSich hier v rdmci tedrie hier. Hru mozno jednoducho
charakterizovat’ takto: jedna sa o bimaticovi hru dvoch hracov (1 a 2), kazdy ma k dispozicii
dve stratégie (nazvime ich spoluprdaca azrada), pricom matica patieb A je takato:

A= [aﬂ %o , pricom pre prvky tejto matice plati: a;2< az< a;;1< a;.
a‘Zl 22

Matica platieb B pre hraca 2 je rovnaka ako matica platieb A. Takuto hru mozno
charakterizovat’ aj formou bimatice (tabul’ka 1).
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Tabulka 1: bimatica platieb

Hrac 2
Hrac 1 spoluprdca  zrada
spoluprdca 011, 011 O12,(01)
zrada (021), 012 (022),(a22)

Rovnovazny bod Vv Cistych stratégiach mozno identifikovat’ na zéklade (1). Takéto stratégie st
v tabulke 1 vyznacené (). Je zrejmé, Ze rovnovazny bod tak zodpoveda stratégii zradit pre
oboch hracov, teda aj ked’ najvacsie vyplaty hra¢ov su v pripade ich vzajomnej spoluprace,
tato stratégia nie je rovnovaznym bodom hry.

3 VAZNOVA DILEMA V OBLASTI BEZDROTOVEJ KOMUNIKACIE

V tejto Casti sa zameriame na to, ako mozno hru véznova dilema aplikovat’ v oblasti
bezdrotovej komunikacie, pricom budeme vychadzat’ z prace (Felegyhazi a Hubaux, 2007).

Hra je znama ako forwarder’s dilemma. HraCov v tomto kontexte budu reprezentovat’ dve
zariadenia 1 a2 (pouzivatelia alebo prevadzkovatelia sieti, ktori disponuji svojimi
zariadeniami), pricom kazdé z nich chce poslat’ paket na miesto urCenia, pricom vsak chce
pouzit’ aj druhého hraca (forwarder). V hre budeme uvazovat’ s ndkladmi na preposielanie
paketov. V beznych sietovych prostrediach obvykle nie st naklady na preposielanie paketov
vyznamné, ale v pripade bezdrétovej komunikacie st naklady na vyslanie paketu omnoho
vyssie. V pripade zariadeni s napdjanim na akumuldtor je dilema jasnd - ak nebudu
preposielat’ pakety, vSetky zariadenia budu mat problémy s komunikdciou. Ak buda
preposielat’ pakety, akumulatory sa rychlo vybiju.

Ozna¢me néklady na preposlanie paketu c e (0,1). Ak hra¢ 1 chce poslat’ paket cez hraca 2,

hracovi 1 stymto vznikaji nédklady C. Je vSak umoZnend komunikdcia medzi hracom 2
amiestom uréenia pre doruCenie paketov ahra¢ 2 vykazuje zisk vo vyske 1. Hra je
symetrickd, ¢iZze analogické pravidla platia, ak chce hra¢ 2 poslat’ paket cez hracal. Teda
Vv pripade, Ze obaja hraci posielajii pakety, vyplaty st pre oboch 1-C. Druhou stratégiou hracov
je paket neposlat. Potom ak hra¢ 1 posiela paket cez hraca 2 atento paket cez hraca 1
neposiela, hra¢ 1 ma platbu -c a hra€ 2 ma zisk 1 a naopak. Ak obaja hraci nevykonajl Ziadnu
akciu, vyplaty su pre oboch 0. Kazdy z hraCov ma takto 2 stratégic (poslar, neposlat).
Vyplaty hraCov mozno charakterizovat’ vo forme bimatice (tabulka 2).

Tabulka 2: bimatica platieb

Hrac 2
Hrac 1 poslat  neposlat
poslat 1-c, 1-c -¢,(1)
neposlat (1), - (0),(0)

1-c —
Matice platieb hracov su v tomto pripade A =B ={ L 0 j , teda plati: -c< 0< 1-c< 1, teda

a12< a2< a11< ay;. Hra je typu viznova dilema. Spor je jasny. Aj ked’ rovnovéaznou stratégiou
pre oboch hraCov je pakety neposlat’ (v tabul'ke 2 je rovnovazna stratégia znacena (0),(0)),
zrejme najvyhodnejSou stratégiou je pakety poslat’ (stratégia 1-c, 1-c). S posielanim paketov je
spojena najvyssia platba vo vyske 2(1-c).
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4 ZAVER

Tento prispevok bol zamerany na aplikdciu hry znamej ako vidznova dilema v oblasti
bezdrotovej komunikdcie. Zameranie tedrie hier na analyzu konfliktnych rozhodovacich
situdcii medzi Zivymi aj nezivymi subjektmi umoziuje jej pouzitie aj v tejto oblasti. HraCov
tu reprezentuju dve zariadenia (teda pouzivatelia alebo prevadzkovatelia sieti, ktori tymito
zariadeniami disponujui). Hra¢ pouziva protihraca na preposielanie paketu na miesto jeho
urCenia, pricom sme uvazovali s nakladmi na preposielanie paketu. Z analyzy rovnovazneho
bodu je, obdobne ako v hre viziiova dilema, zrejmy konflikt medzi rovnovaznymi stratégiami
hry a najvyhodnejSimi stratégiami spravania sa pre oboch hracov.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0351/17 Aplikdcia
vybranych modelov tedrie hier pri rieSeni niektorych ekonomickych problémov Slovenska
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APLIKACE BINARNI KLASIFIKACE NA DATA AKCIOVEHO TRHU
APPLICATION OF A BINARY CLASSIFICATION METHOD ON
STOCK MARKET DATA

Marek Dvordkl!]

Abstract In this paper, we applied one particular method of binary classification introduced by

Dvorék and Fiala [2] on stock market index data. We used reciever operating characteristic curve
and area under the curve to measure model strength. This method has proven to be less effec-
tive then hoped in this particular application, although it’s strength may be in other applications,
particullary when low variance of estimated parameters is needed.

Keywords: binary classification, stock market, time series, prediction

Abstrakt V tomto ¢lanku je na datech z burzy cennych papirl aplikovdna metoda predstavena

Dvordkem a Fialou [2]]. Pro ohodnoceni sily modelu jme vyuzili kiivku ROC a plochu pod touto
kfivkou (AUC). Tato metoda v této konkrétni aplikaci poskytuje vysledky, které jsou efektivni
méné, neZ jsme doufali, i kdyZ jeji pfednosti mohou leZet jinde, jako napiiklad je-li potfeba min-
imalni variability odkadnutych parametra.

Klicovd slova: bindrni klasifikace, burza cennych papiri, ¢asovd rada, predpovéd’

1 INTRODUCTION

Predicting time series is always a difficult task. There are also multiple approaches one could
undergo when attempting to tackle this problem. One could construct an intricate model of reality
(Zhang et al [4]), leaving only a few variables to be estimated from real data. Quite opposite
approach is to not make assumptions about reality and let the model estimate many variables
surrogating the reality itself (Kim et al [3]). One could make a decision between estimating the
continuous prediction of exact quantitative value or just a binary prediction on rise/fall (Dutta et al
().

When it comes to estimating something as seemingly random as stock market indices, the task is
even harder. If we consider the stock market to be an effective market, we might consider our task to
be even impossible. Thus any predictions on stock market assume its ineffectivity. So considering
all that, when it comes to predicting stock market indices, out expectations about the quality of
the result have to be reasonable. If we somehow miraculously discovered a method for easy stock
market prediction, the ineffective market would eventually include it in itself, becoming more
effective in the process and rendering our method useless, but giving us fame and fortune in the
meantime.

Considering all this, most models trying to predict stock market indices are more descriptive in
the nature, caring less about the prediction itself, and concentrating more on trying to find some
interesting insight of the time series data itself.

'The research project was supported by Grant No. IGA F4/57/2017 of the Internal Grant Agency, Faculty of
Informatics and Statistics, University of Economics, Prague.
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The model used in this paper is very simple. It belongs to the family of linear classificators. And we
use it to predict univariete time series. While we use multiple stock indices, they are not utilized
in VAR sense, but only as a method to gain more training samples. The goal of this paper to
implement a real world application of a method introduced by Dvofdk and Fiala [2] and see how it
behaves on one particular case.

2 MODEL

We used model introduced by Dvordk and Fiala [2]. This model constructs a linear hyperplane
through the data. The equations describing the model are [I| through 9]

EX; = n—+i+z_"lx,-+7j (1
EX; = ni_ifz_’lx,-_7 ; 2)
A= [EXI_,...,EX]._,—I} 3)
B= [EXf,...,EXj*,I] (4)
c=222 )
Z=00,...,0,1] ©6)
N=(B—A)(B-A)2)~Z(B—A)? @
c=NC ®)

c N N;

[bo,b1,....bj] = ©)

) PR )
Njt1 Njt Njt1

where X;r are all positive examples in data, X;~ are all negative examples in data and c is arbitrarily
chosen identification constant and by, ..., b; are estimated parameters.

3 APPLICATION

3.1 Data

For our experiment, we used data about stock indices from Nasdaq acquired using quantmod pack-
age in R. More precisely, we used 1st Source Corporation (SRCE), Twenty-First Century Fox,
Inc. (FOX), 1-800-FLOWERS.COM, Inc. (FLWS), 1347 Property Insurance Holdings, Inc. (PIH),
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Ist Constitution Bancorp (FCCY), Twenty-First Century Fox, Inc. (FOXA), 21Vianet Group, Inc.
(VNET), 2U, Inc. (TWOU), 3Pea International, Inc. (TPNL). We also used Composite indices
S&P 500 (GSPC), Dow Jones Industrial Average (DJI) and NASDAQ Composite (IXIC). Closing
adjusted price was used out of all of them.

All the indices i in time ¢ were then logarithmized and differentiated using simple equation

Aindex;; = Inindex;,; — Inindex; (10)

Dependant variable was then constructed from this logarithmic difference as a simple sign function
[[T] signaling 1, when the index i in time ¢ rose in value and O when the index fell in value or its
value stayed the same.

0 if Aindex;; <0
Yit:{ if Aindex;; < (11

1 if Aindex;; >0

Explanatory variables were acquired for each lag of length m as simple lagged variables from
unquantized logarithmic differences. We constructed 7 lagged variables usingm =1,...,7.

Xim = Aindex;;—p, (12)

This data was then used as an input for the model. The whole set was also split to training and
testing data. Two batches were used. First was using FOX index in testing data and the rest of
indices in training, the second batch was using SRCE index in testing and the rest in trainings.

3.2 Model

The described model was then used to acquire parameters of model linear hyperplane. We chose to
use ¢ = 1 as the model’s free parameter. The model was then used to make predictions Y/. As the
predictions are defined on the set (—oo; 4-o0), they were also squashed using logistic function

1
/
W= (13)
The estimated variables are in table
Variable Batch 1 Batch 2
Intercept  0.1533454 0.1387147
lag 1 -880.5196383 -914.7514425
lag 2 -56.6327792  -57.3274863
lag 3 -255.2641881 -244.3400773
lag 4 -120.8764208 100.7377934
lag 5 -74.4663352  -48.7654409
lag 6 -29.9690326  -18.2127459

Table 1: Table with estimated parameters on batch 1 and batch 2

The predictions were then used to plot reciever operating characteristic curve (ROC curve) and
calculate area under this curve (AUC) to estimate model strength.
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The ROC curve for the first batch where the test data was index FOX 1is in the figure |1} The area
under this curve is AUCrpox = 0.5017297.

1.0

True positive rate
0.6

0.4

0.2
1

0.0

False positive rate

Figure 1: ROC curve for FOX testing data.

The ROC curve for the second batch where the test data was index SRCE is in the figure 2| The
area under this curve is AUCrox = 0.5062954.
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Figure 2: ROC curve for SRCE testing data.

4 CONCLUSION

As we can see, this application brought results which were less then satisfactory. Both ROC’s
lie more on less on a diagonal, which is confirmed with AUC’s, which are dangerously close to
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0.5, which indicates that the model in this particular application does less then stellar. Perhaps the
explanatory variables were not particularly suited for this application. Maybe if we included more
of them. Most likely reason is that this model has other strengths. And that is that the variability of
the estimation is quite low, with the downside if introducing bias.

Subsequent work might include more explanatory variable preprocessing, so they would be better
suited for this particular model. Also it might be worth considering to use dataset with less noise
than are stock market indices.
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MODELY KOORDINACE TECHNOLOGII
MODELS OF TECHNOLOGY COORDINATION

Petr Fiala, Renata Majovskd

Abstrakt

Pfijimani novych technologii a techniky v sitich nasvédcuji tomu, ze individualné racionalni
rozhodovani, tykajici se technologii a techniky, mize vést, pfi existenci sitovych externalit,
ke kolektivné neefektivnim vysledkiim. Pouziti konvertorovych technologii vSak muze tyto
vysledky zménit. Konvertory umoznuji, aby vznikly plivodné nedosazitelné sitové
externality, a v nékterych piipadech zabranuji uzamdceni. Tyto otazky hraji dileZitou roli
zejména pii fizeni vyvoje pocitatovych siti a internetovych standarda.

Kli¢ova slova: technologie, koordinace, modely

Abstract

Adopting new technologies and networking techniques suggests that individually rational
decision-making on technology and technology can lead to collectively inefficient results in
the presence of network externalities. However, the use of converter technology may change
these results. Converters allow for originally unattainable network externalities and, in some
cases, prevent locking. These issues play an important role in managing the development of
computer networks and Internet standards.

Keywords: technology, coordination, models

1 UVOD

U konkurenc¢nich sitovych technologii dochazi ke konkurenénimu boji o trzni podil podle
neékolika charakteristik, vetn¢ velikosti sité. PocCitate maji vlastni hodnotu, umoziujici
vykonéavat fadu aktivit samostatné, navic maji sitovou hodnotu, kterd roste s poctem
propojenych pocitacii do sité. Sitové produkty vykazuji sitové externality, které je mozno
definovat jako pfirGstky uzitku, ktery uzivatel ziskd pouZivanim produktu, kdyz pocet
uzivatell stejného typu produktu roste (Fiala, 2016). Ackoliv pozitivni externality dosahuji
nejvetsi pozornosti v literatufe o sitich, mohou vzniknout 1 sitové ziporné externality
(Bobzin, 2006, Shy, 2001). Problém uzamceni pii pouzivani néjaké techniky vznika tehdy,
kdyz tuto techniku pouZziva vétSi pocet uZivateli nez jinou techniku, pfestoZe tato jina
technika mtize mit vyssi vlastni hodnotu. Pfepnuti na jinou techniku mize byt vyvolano jeji
rostouci sitovou hodnotou, pfestoze jeji vlastni hodnota je nizs§i. Pfepnuti na jinou techniku
vSak také vyzaduje urcité néklady, zalezi na jejich vySce a pftiristku hodnoty, ktery tato
zména piinese. Vzhledem ke komplementarnosti jednotlivych komponent informacnich a
komunikac¢nich systémt je vyzadovana jejich kompatibilita. To znamend, ze komplementarni
komponenty musi pracovat se stejnymi standardy. To vytvaii problém koordinace, jak se
firmy dohodnou na standardech. Pro analyzu problému vybéru technologii v sitich pouZijeme
jednoduché modely teorie her (Dlouhy, Fiala, 2015), jako je koordinacni hra, Arthuriv model
a jejich modifikace a zobecnéni.
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2 KOORDINACNI HRA

Pouzijeme koordina¢ni hru pro analyzu koordinace vybéru technologie. Pfedpokladejme, ze
dve firmy 1 a 2 stoji pfed vybérem ze dvou technologii A a B. Hodnoty technologii pro firmy
jsou zachyceny v tabulce. Ob¢ technologie vykazuji sitové externality, kdy se pfedpoklada, ze
pro hodnoty plati

a>c,b>d.
Tab. 1. Hodnoty technologii pro firmy
Firma 2
Technologie  Technologie
B
Firmal | Technologie A a;a d;c
Technologie B c;d b; b

Tabulkou je definovéana tzv. koordina¢ni hra, kdy je cilem koordinovat obé firmy tak, aby
pouzivaly stejnou technologii, kdy ob¢ firmy dosahuji vyssi hodnoty, nez kdyz kazda pouziva
jinou technologii. Jedna se vlastné o nekooperativni hru dvou hraca (firmy 1 a 2) se dvéma
strategiemi (vybér technologie A a B). Zakladni koncepci feSeni nekooperativnich her je
nalezeni tzv. Nashovy rovnovéhy, kdy pfi zméné€ strategie kteréhokoliv z hrac¢h, za
predpokladu nemeénnosti strategii ostatnich hracl, se tento hra¢ muze jediné poskodit.
V koordina¢ni hie existuji dvé Nashova rovnovazna feseni; rovnovaha (A, A) — ob& firmy
vyberou technologii A a rovnovaha (B, B) — obé firmy vyberou technologii B.

Existence vétsiho poctu rovnovaznych feSeni vyvolava otdzku, jak budou firmy koordinovat
svoje aktivity. Pokud technologie A predstavuje novou technologii a technologie B starou,
muze dojit k nasledujicim dvéma pozorovanym typim selhani trhu. Pokud plati, Ze hodnota a
> b a je vybrano rovnovazné teSeni (B, B), tzn. firmy zdstanou u hiie hodnocené staré
technologie B, potom se hovoii o piilisné setrvacnosti (excess inertia). Pokud plati, Ze
hodnota b > a a je vybrano rovnovazné feseni (A, A), tzn. firmy pfejdou k hife hodnocené
nové technologii A, potom se hovoii o pfilisSné pohyblivosti (excess momentum).

Obé symetrickd rovnovazna feSeni mohou byt vhodnymi kandidaty pro vybér. DalSim
zjemnénim pojmu Nashova rovnovdzného feSeni jsou paretovsky dominantni a rizikoveé
dominantni rovnovazné feSeni. Rovnovazné feSeni je paretovsky dominantni, kdyz neexistuji
jiné strategie, pro které alespon pro jednoho hrace je hodnota feSeni lepsi a pro ostatni hrace
neni horSi. Rovnovazné feseni je rizikové dominantni, jestlize nejlepsi odpoveéd’ obou hract
zustava nezmeénéna, dokud protihrd¢ nevybere rovnovdznou strategii s pravdépodobnosti
alespon 0,5 (Harsanyi, Selten 1988).

Pokud plati
a>b>c>d>0a(b—-d)>(a-rc),

potom rovnovazné feSeni (A, A) je paretovsky dominantni a rovnovazné feseni (B, B) je
rizikové dominantni.

3 ARTHURUV ZAKLADNI MODEL

Uvazujme zékladni ArthurGv model (Arthur, 1989) se dvéma firmami 1 a 2 a dvéma
technologiemi A a B. Kazda firma ¢ini rozhodnuti o koupi technologie podle pocatecni
preferované vlastni hodnoty technologie a podle sitovych externalit, spojenych s kazdou
technologii. Tyto hodnoty jsou shrnuty v Tab. 2, kde a; je pivodni preferovana hodnota
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technologie A pro firmu 1, na je velikost sité, pouZzivajici technologii A, S je parametr sitové
hodnoty. Analogicka oznaceni plati pro firmu 2 a technologii B.

Tab. 2. Hodnoty pro vybér technologie

Technologie A Technologie B
Firma 1 a;+sSna by +sng
Firma 2 az+ SNy b,+sng

Jsou uvazovany rostouci vynosy zrozsahu, takze parametr Sje vzdy kladny. Firma 1
puvodné preferuje technologii A a firma 2 piivodné preferuje technologii B, takze plati

a; >braas <h,.

Podle ptfedpokladii Arthurova modelu nakupuje v kazdé Casové period¢ jedna firma jednu
technologii. Firma i ptichazi na trh v periodé t;. Typ pfichazejici firmy je ndhodnou slozkou
v modelu, obé firmy maji stejnou pravdépodobnost piichodu. Vybér technologie firmou i je
urcen kombinaci tfi faktort:

e typem firmy (ndhodn4 slozka),

e pocatecni preferovanou hodnotou technologie,

e poctem predchozich vybért kazdé technologie.

Model ptedpokladéd dvouslozkovou hodnotu technologie. Prvni slozka je vlastni hodnota
technologie, druha slozka je tvofena sitovou hodnotou.

Arthur ukazuje, ze za téchto ptredpokladi budou uzivatelé uzamceni v jedné z technologii.
Tento vysledek je mozno snadno odvodit z vyplatni matice v Tab. 2. Firma 1 bude na zac¢atku
preferovat technologii A, vzhledem K pocate¢ni preferované vlastni hodnoté a zadné sitové
hodnoté. Firma 1 pfepne na technologii B, jakmile za¢ne platit

bi+sng>a;+sna.
Nerovnici je mozno piepsat do tvaru tzv. pfepinaci nerovnosti

ng—ny> &—B)
S

Tato nerovnost spolecné s obdobnou nerovnosti pro firmu 2 urcuje absorp¢ni bariéry. Jakmile
diference velikosti sité s technologii B piekro¢i velikost sité s technologii A o urcitou
hodnotu, ur¢enou pocateénimi preferovanymi hodnotami a parametrem sitové hodnoty s,
budou uzivatelé uzamceni technologii B, ktera se stdva standardem. Firma 1 se vzda
technologie A, jestlize velikost sité¢ s technologii B je takova, ze pfinos z technologie B
prevysi pivodni preferovanou hodnotu pro firmu 1. V tomto okamziku budou jiz obé firmy 1
a 2 kupovat jen technologii B a velikost sité s technologii A se nebude zvétSovat. Tato analyza
je vyjadiena graficky na Obr. 1.

Diference Absorpéni bariéra

Technologie A *

0 / ™\ VAN

A4 \ Cas
Technologie B !
Absorpéni bari%

Obr. 1. Absorpcni bariéry
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4 ZOBECNENI ARTHUROVA MODELU

Zakladni ArthurGv model umoziuje urcita zobecnéni. Uvedeme model s moZznostmi pouziti
konvertorti tak, aby se technologie staly kompatibilni. Zavedenim konvertort, které umoziuji
kompatibilitu mezi technologiemi, dochdzi k zajimavym zménam Arthurova modelu.
Zaved'me parametry kompatibility kag @ Kga, Z intervalu mezi nulou a jednou, které méfti
kompatibilitu technologie A stechnologii B, respektive kompatibilitu technologie B
s technologii A. Hodnoty jsou shrnuty v Tab. 3., ze kterych odvodime nékteré vztahy pro
absorp¢ni bariéry.

Tab. 3. Hodnoty pro vybér technologie s konvertory

Technologie A Technologie B
Firma 1 a;+Sna+KkagSng b1+ s ng+ Kga SNa
Firma 2 A +SNa+ Kag Shg b, + 5 ng+ Kga S Na

Predpokladejme recipro¢ni konvertor, ktery umoznuje kompatibilitu v obou smérech a plati
kag = Ksa . Potom ma pfepinaci nerovnost tvar

s (b)
SA—Kug)
Ve srovnani se zakladnim modelem Arthura jsou absorp¢ni bariéry vynasobeny koeficientem
1
(LK)

Podle hodnoty parametru kompatibility kag mohou nastat nasledujici situace:

e Pro zcela nekompatibilni technologie, parametr kompatibility kag = 0, dostavame
zakladni ArthurGv model.

e Pro castecné kompatibilni recipro¢ni konvertor, parametr kompatibility 0 < kag < 1,
jsou absorpéni bariéry Sir$i nez u situace bez konvertord. S rostouci hodnotou

ALY

parametru kompatibility kag se absorpéni bariéry rozsituji.

e Pro plné¢ kompatibilni recipro¢ni konvertor, parametr kompatibility kag = 1, budou
absorpéni bariéry odstranény a nedojde k uzamceni uZivatell n&jakou technologii.
Situaci je mozno zachytit graficky na Obr. 2.

Diference

Technologie A i

0 /N [\
\} Cas
Technologie B

v

Obr. 2. Plné kompatibilni konvertor

Obdobnou analyzu mtizeme provést pro obousmérny konvertor, kde parametry kompatibility
nejsou stejné ( Kag #Kga).

Zkoumejme dale situaci pii zavedeni jednosmérného konvertoru. Piedpokladejme, ze
technologie A ma pomoci jednosmérného konvertoru piistup k technologii B (0 <kag < 1) a
technologie B nema pfistup k technologii A(kga = 0).
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Podle hodnoty parametru kompatibility kag mohou nastat nasledujici situace:
e Pro ¢aste¢né kompatibilni jednosmérny konvertor, parametr kompatibility 0 < kag < 1:

Firma 1 piepne z pivodné preferované technologie A na technologii B, jakmile za¢ne
platit

a—kw)w—nA>E%§ﬁ.

Firma 2 pfepne z ptivodné preferované technologie B na technologii A, jakmile za¢ne
platit

Na — (1 —Kkag) Ng > b, =3,)

s
Absorp¢ni bariéra pro technologii A se ptiblizuje a absorp¢ni bariéra pro technologii B
se vzdaluje.

e Pro pln¢ kompatibilni jednosmérny konvertor, parametr kompatibility kag = 1:

Firma 1 by pfepnula z pivodné preferované technologie A na technologii B, jakmile
by zacalo platit

s @)
S

tato nerovnost vSak nikdy nenastane, protoze je vzdy leva strana zdpornd a prava
strana kladna.

Firma 2 piepne z ptivodné preferované technologie B na technologii A, jakmile zacne
platit

ny > =)

S
S tim, jak roste pocet uzivateld, firma 2 pfepne na technologii A, ktera se stava
standardem. Absorpcni bariéra pro technologii A se jeSté vice pfibliZzi a absorp¢ni
bariéra pro technologii B pfestane existovat.

5 ZAVER

Pro analyzu problémi vybéru technologii v sitich jsou zde pouZity koordinacni hra, Arthuriv
model, jejich modifikace a zobecnéni. Z analyzovanych jednoduchych modelti je mozno
ziskat dilezité zavery. Tyto zavery se tykaji zmeén ve vybéru a pfijeti technologie pfi pouziti
konvertor.

Zavedenim konvertori dojde ke zméndm v uzamceni technologii a pfijeti standardd.
Konkrétni zmény zalezi na typu konvertoru, zda je jednosmérny nebo obousmérny a zda je
caste¢né nebo plné kompatibilni. Pokud se jedna o obousmérny konvertor, tak zavedeni
obousmérného casteCné kompatibilniho konvertoru oddali pfijeti standardu technologie,
zatimco zavedeni obousmérného pln¢ kompatibilniho konvertoru zcela zamezi pfijeti
standardu technologie. Pokud se jedna o jednosmérny konvertor, tak zavedeni jednosmérného
Castecné kompatibilniho konvertoru znamena tendenci smérem k uzamceni preferovanou
technologii a zavedeni jednosmérného pIné kompatibilniho konvertoru zpusobi pfijeti
preferované technologie za standard.
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V dal$im vyzkumu se zaméfime na analyzy vlivu strategického stanoveni cen a kompatibility
technologii na vybér standardii a na spolecensky blahobyt,
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ROVNOSTARSKE RIESENIE ROZDELENIA VYHRY
V KOOPERATIVNEJ HRE

THE EGALITARIAN SOLUTION OF REDISTRIBUTION IN
COOPERATIVE GAME

Dana Figurova

Abstrakt

Teodria kooperativnych hier skima pozitivne UCinky vytvorenia koalicie zalozenej na
zaviaznych dohodach. Vo vSeobecnosti rozliSujeme kooperativne hry s prenosnymi
a neprenosnymi vyhrami. Pre hry s neprenosnymi vyhrami je charakteristické to, ze zisky
Z vyhier st viazané na jednotlivych vyhercov a ich Gzitok nemozno prenasat’ na ostatnych
spoluhracov. V kooperativnej hre s prenosnymi vyhrami méze formalny vitaz zisky z vyhier
prerozdelit vSetkym clenom koalicie. Tento prispevok je zamerany na prezentovanie
rovnostarskeho rieSenia prerozdelenia vyhry V kooperativnej tilohe rozvozu, ktora plynie zo
vzajomne]j spoluprice Clenov koalicie. Ddlezitym faktorom podmieniujicim kooperativne
spravanie je to, Ze jeho realizovanim ucastnici zvySuju dosahované zisky alebo aspoii
pravdepodobnost’ ich dosiahnutia voc¢i inym — nekooperativnym stratégiam.

KPucové slova: kooperativna hra, rovnostarske riesenie, prerozdelenie vyhier v teorii hier

Abstract

The Cooperative Game Theory explores the positive effects of creating a coalition based on
binding agreements. In general, we distinguish cooperative games with transferable and non-
transferable winnings. For cooperative games with non-transferable winnings it is
characteristic that prize winnings are tied to individual winners and their use cannot be
transferred to other teammates. In a cooperative game with transferable winnings, winners can
earn winnings from all members of the coalition. This contribution is aimed at presenting the
egalitarian solution of redistribution in Cooperative Vehicle Routing Problem result from
mutual cooperation among members of the coalition. An important factor determining the
cooperative behaviour is that by its realization the participants increase the achieved profits or
at least the probability of their achievement against other - non-cooperative strategies.

Keywords: cooperative game, the egalitarian solution, redistribution in game theory

1 UVOD

Tedria hier je vedny odbor, ktory sa zaobera rieSenim prevazne konfliktnych rozhodovacich
situécii zahfiajicich viac nez jeden subjekt (jednotlivci, firmy, Staty, politické strany a pod.),
pricom predpoklady a pravidla konfliktu (hry) st presné definované, pricom jednotlivé
subjekty nazyvame hra¢mi.

Kooperativna teoria hier (Cooperative Game Theory, CGT) je vyuzivana na modelovanie
spoluprace medzi hra¢mi. Viacsina aplikacii CGT v oblasti tedrie hier sa tyka planovania,
uspor a vyjedndvania (Barron, 2013). Kooperativne hry st definované ako ,,Tedria, ktord sa
zaobera predovsetkym koaliciou hracov, ktory skoordinuju svoje cinnosti na to, aby dosiahli
dalsie vyhody” (Branzei et al., 2008). Viaceri autori dokazali (Lozano, 2013, Zibaei et
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al.,2016), ze prave vzajomnou spolupracou medzi dodévatelmi v ulohe rozvozu dochadza
k zna¢nému usetreniu prepravnych nakladov.

Zéakladnou dilemou kooperativnej hry n hracov je pre kazdého hraca volba vhodnej
spoluprace. V koaliciich mo6zu hraci ziskat vacSie vyhody, nez by ziskali samostatnym
postupom. Tieto vyhody by mali nasledovne hraci medzi sebou spravodlivo rozdelit.
Z hladiska rozdelenia vyhier mozno rozliSovat medzi zaruenymi a spolo¢nymi vyhrami
(Demuth, 2013). Zarucené vyhry su také, ku ktorym hra¢ dospel na zdklade vlastného
rozhodnutia bez ohladu na spravanie druhého hraca, pricom spoloéné vyhry vznikaju
v dosledku vzdjomnej spoluprace medzi hraémi. V tomto prispevku sa budeme zaoberat
rozdelenim vyhry medzi hra€ov vo vnutri jednotlivych koalicii. Pri rozdel'ovani vyhier medzi
jednotlivych hracov budeme vychadzat ztedrie vyjedndvania, priCom predpokladdme
prenositel'nost’ vyhry. Jednou z moznosti je v pripade kooperativnej hry vyuzitie Shapleyho
hodnoty, ktora vychadza z apriorneho ocenenia pozicie a sily kazdého hraca z hladiska
moznosti koali¢nej spoluprace (Chobot a kol.,1991). V tomto prispevku sa zameriame na
rovnostarske rieSenie rozdelenia vyhry, pricom tento spdsob aplikujeme na kooperativnu
ulohu rozvozu, v ktorej majitelia jednotlivych skladov spolu kooperuju a ziskavaji tak urcité
vyhody (Gsporu prepravnych nakladov) vyplyvajiuce zo spoluprace.

2 ROZDELENIE VYHIER V KOOPERATiIVNEJ HRE

Predpokladajme, ze hraci (majitelia jednotlivych skladov Vv pripade tlohy rozvozu) mézu
uzatvarat’ zavdzné dohody o volbe stratégii (v naSom pripade sa tato stratégia tyka vzajomne;j
dohody o vyuzivani vozidiel v ramci koalicie) a 0 pripadnom prerozdeleni spolo¢ne ziskanej
vyhry. Takato hru nazyvame kooperativnou hrou n hracov s prenosnymi platbami (n
vyjadruje pocet hracov). Nech P ={1,2,...n} je mnozinou vSetkych hracov. Koaliciou
S nazveme l'ubovol'ni podmnozinu mnoziny P, S € P.V suvislosti s analyzou kooperativnej
hry nas zaujima odpoved’ na nasledujtce otazky (Chobot a kol.,1991):

e Kedy ma zmysel uzatvarat’ dohodu?
e Ako si hra¢i rozdelia spolo¢ne ziskanli vyhru?

Vo vSeobecnosti je zrejme Ucelné uzatvorit’ dohodu vtedy, ak hrac¢i vzajomnou spolupracou
ziskaju viac ako samostatnym postupom. Jadro kooperativnej hry potom tvori mnozina
prijatelnych rozdeleni, pricom kazdé rozdelenie ma nasledujice vlastnosti (Chobot
a kol.,1991):

e Hraci si rozdelia celu spolo¢ntl vyhru
e Kazdy z hracov pozaduje aspoii tol’ko, kol'ko by si zabezpecil samostatnym postupom
bez spoluprace s druhym hracom.

Vychadzame z tedrie vyjedndvania, priCom vo vSeobecnosti pozname nasledovné spdsoby
rozdelenia vyhry — utilitirne rieSenie, rovnostarske rieSenie, Nashovo rieSenie a
Kalai — Smorodinského riesenie (Mas-collel, et al.,1995, aplikované napr. v Ticha, 2016).
Predpokladajme, Ze kazdy z hra¢ov P ma zaruéeny Gzitok up = up({P}), t.j. GZitok v pripade,
ze sa nachadza v jednoclennej koalicii.

Uvazujme teraz dvoch hracov (dodavatel'ov) a a B s charakteristickou funkciou s hodnotami
v({a}), v({BH, v({a, B).
Z danych hodnot mézeme urcit’ zaruCeny uzitok hracov, t.j. ich Uzitok v pripade, Ze sa
nachddzaju v jednoclennej koalicii.
ug({a}) = v({a})
ug({B}) = v({BD.
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Najprv je potrebné rozdelit' vyhru koalicie vo vSetkych kritéridch medzi hracov tak, aby
rozdelenie vyhry bolo nezaporné, celd vyhra bola rozdelena a oba hraci si polepsili oproti
jednoclennej koalicii. Koalicia je teda pre hra¢a vyhodnd a vznikne vtedy, ked’ existuje
rieSenie spliiajuce nasledujice podmienky.
e nezaporné rozdelenie koalicie S({a, £}),
Xq =0
e vyhra koalicie je rozdelena
xq + x5 = v({a, B})
e hrac o, resp. f ma z koalicie uzitok vacsi aspon o € , oproti jednoc¢lennej koalicii
ug({a, BY) Zua({a}) + €
ug({a, B3) = upg({BY) + &

V nasledujicom texte si predstavime jeden zrdoznych pristupov prerozdelenia
vyhry - rovnostarske prerozdelenia vyhry.

2.1 Rovnostarske rieSenie prerozdelenia vyhier v kooperativnej hre

Predpokladajme, Ze hréaci si rozdelia vyhru v(S) tak, Ze si kazdy z hracov koalicie polepsi o
rovnaki hodnotu wzitku oproti tomu pripadu, v ktorom by z koalicie vystapil a bol sam.
Rovnostarske rieSenie maximalizuje Rawlsovu funkciu blahobytu — minimum z uzitkov
jednotlivych hra¢ov zniZeny o ich zaruc¢eny uzitok (Kalai, 1977).

Nech f(u(S) —u*) je funkcia vektoru zitkov hracov, kde u* = (u*y,...,up)T je vektor
zarucenych uzitkov hracov, pricom tato funkciu chceme maximalizovat. V pripade
rovnostarskeho rieSenia si teda hraci rozdelia vyhru tak, ze maximalizuju minimum z Gzitku
jednotlivych hracov zmenseného o ich zaruceny 0zitok, t.j. budeme maximalizovat’:

f@(S) —u*) = min(u,({a, B} — ua({a})) + u.({a, ) — ug({B1)).

Ulohu linearneho programovania rovnostarskeho rieSenia dvoch hracov, na zaklade ktorej
budeme v empirickej Casti tohto prispevku riesit’ rozdelenie vyhier v kooperativnej ulohe
rozvozu, formulujeme nasledujticim spdsobom:

max min(uq({a, B) — ug({a}) + ua({a, B3) — us({B1))

Xq T Xgp = U({(X, ﬁ})
ug({a, BY) 2 us({a}) + ¢
ug({a, B}) = ug({B}) + e
X =0
Xg =0
Kedze ucelova funkcia nie je linearna nemdZeme konStatovat, Ze sa jednd o tlohu linearneho
programovania. Tuto lohu musime prepisat’ zavedenim premennej D, ktord udava minimalnu
hodnotu zvolenych funkcii, pricom tto premennti budeme nédsledne maximalizovat’. Hodnoty
vSetkych funkcii, ktorych minimum maximalizujeme, musi byt potom vacsi alebo rovny
premennej D. Ulohu potom méZeme prepisat’ nasledovnym spdsobom:

max D
XaXpg,D

us({a, p}) —u,({a}) = D
ug({a, B3 —up({B) = D
xq +xp = v({a, B})

36



ug({a, BY) Zua({a}) + €
ug({a, f}) = ug({p}) + &
Xg =0
V nasledujucej cCasti  prispevku aplikujeme takto formulovani tlohu linearneho
programovania na pripad kooperativnej tllohy rozvozu.

3 NUMERICKY PRIKLAD

Na analyzu kooperativnej hry sme vychadzali z numerického prikladu kooperativnej tlohy
rozvozu (Zibaei et al., 2016), na zéklade ktorého sa autori snazili dokazat’, ze prostrednictvom
spoluprace medzi dodavatel'mi sa daji zna¢ne usetrit’ prepravné naklady. Data boli ziskané z
internetove;j stranky (pozri v [10]).

V tlohe rozvozu s viacerymi skladmi sa teda domnievame, Ze majitelia jednotlivych skladov
su zaroven aj hra¢mi, ktori chct spolupracovat’ s ostatnymi hrd¢mi s cielom minimalizovat’
svoje prepravné naklady. Minimalne prepravné naklady TC(S) sme ziskali vyrieSenim
jednotlivych koalicii na zéklade matematického modelu ulohy kooperativneho rozvozu (data
su k dispozicii na vyziadanie od autorov tohto prispevku), ktory je modifikaciou modelu
rozvozu s viacerymi strediskami uvedeného v (Pekar a kol., 2012). Predpokladajme, Ze kazdy
Z hracov P ma zaruceny uzitok, t.j. uzitok v pripade, ze sa nachadza v jednoclennej koalicii,
¢o Vnasej ulohe rozvozu predstavuje mnozstvo prepravnych nakladov TC(S) v pripade
jednoclennych koalicii S.

Struéne povedané, budeme skimat’, ako spolupraca hra¢ov v ulohe rozvozu dava prileZitost’,
aby sa svyuzitim technik kooperativnych hier na jednej strane minimalizovali celkové
naklady na dopravu, pricom hlavnym atribitom tohto prispevku je néasledne tieto prepravné
naklady rozdelit medzi jednotlivych ¢lenov V koalicii na zaklade rovnostarskeho rieSenia
prostrednictvom tlohy linearneho programovania uvedenej v podkapitole 2.1.

Uvazujeme teda ulohu rozvozu s viacerymi strediskami, pricom mame k dispozicii Styroch
dodavatelov, ktori maji za tlohu obsluzit’ urcitych zédkaznikov. Dodéavatelov, t.z. majitelov
jednotlivych skladov, budeme povazovat za hracov s oznatenim P = {1,2,3,4}. Kazdy
z hracov vlastni jeden sklad s jednym vozidlom. Maximalna kapacita skladov je v naSom
pripade Vi = =V, = V3 = V4 = 200, pricom kapacita kazdého vozidla je danda Qx =220.
Zékaznici st striktne prideleni k jednotlivych skladom (hra¢om). V pripade vytvorenia
koalicie S € P vieme, Ze existuje prave 2" — 1 moznych koalicii (pri¢om n reprezentuje podet
hracov). To znamena, Ze v naSom pripade existuje prave 15 moZnych koalicii.

Uloha kooperativneho rozvozu je vyrieSend pre kazdého hra¢a individualne a potom
jednotlivo pre vytvorené koalicie S: {1}, {2}, {3}, {4}, {1.,2}, {1,3}, {14}, {2,3}, {2,4},
{3,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4} a{l,2,3,4} (data s k dispozicii na vyziadanie od
autorov tohto prispevku). Prislusné tlohy sme rieSili prostrednictvom matematického
programovacieho jazyka GAMS. Na vypocet optimalneho rieSenia sme pouzivali solver
Cplex 12.2.0.0 v rdmci GAMSu na pocitacovom zariadeni INTEL® Core (TM) 2 CPU,
E8500 @ 3.16 GB RAM pre Windows 10. Na vypocet rovnostarskeho rieSenia ulohy
linearneho programovania vyuzivame doplnok Solver v prostredi Microsoft Excel.

NasSou ulohou je na zaklade dosiahnutych vysledkov optimalnych tras poukazat’ na to, ako je
mozné rozdelit' prepravné ndklady dosiahnuté vzajomnou spolupracou medzi hracmi
(dodavateI'mi) na zaklade rovnostarskeho rieSenia hry.
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Tabulka 1 slazi na vyc¢islenie celkovych prepravnych nakladov TC(S) jednotlivych hracov v
koaliciach po absolvovani optimalnych trds rozvozu (data su k dispozicii na vyziadanie
autorov), z ktorych budeme vychadzat’ pri aplikacii rovnostarskeho riesenia pri ich naslednom
rozdel'ovani medzi hracov v koalicii S, pricom prvé Styri hodnoty predstavuju zarucené uzitky
hracov v tom pripade, ze hraci postupuju individuadlnym spésobom (nekooperuju navzajom).

Tabulka 1: Celkové minimdlne naklady TC(S) v pripade jednotlivych koalicii a rozdelenie
prepravnych nakladov na zaklade rovnostarskeho riesenia prerozdelenia vyhry.

Rozdelenie prepravnych nakladov
Koalicie TC rovnostarskym rieSenim
(S) (S) 1 2 3 4
hraé hraé hraé hraé
Si={1} 20,68 20,68
S,={2} 20,83 20,83
S;={3} 20,83 20,83
S={4} 20,68 20,68
Ss={1,2} 26,63 13,3122 | 13,3178
Se={1,3} 26,44 13,2172 13,2228
S={1,4} 28,07 14,0350 14,0350
Ss={2,3} 27,58 13,7873 | 13,7927
So={2,4} 26,44 13,2228 13,2172
S10={3,4} 28,70 14,3526 | 14,3474
$11={1,2,3} 31,66 10,5502 | 10,5549 | 10,5549
$1,={1,2,4} 31,66 10,5518 | 10,5565 10,5518
S13={1,3,4} 31,66 10,5518 10,5565 | 10,5518
S14={2,3,4} 31,66 10,5549 | 10,5549 | 10,5502
S15={1,2,3,4} 34,60 8,6478 | 8,6522 | 8,6522 | 8,6478

Zdroj: Vlastné spracovanie
V tabulke 1 sme rozdelili minimalne prepravné naklady (hodnotu ucéelovej funkcie) medzi
¢lenov koalicii na zaklade rovnostarskeho rieSenia hry. V stipci ,,Rozdelenie nakladov*
mozno vidiet, Ze napr. v pripade vzajomnej spoluprace hraca 1 a4, si na zadklade tohto
sposobu rieSenia rozdelia naklady na prepravu rovnym dielom, t.z. 50% na 50%.

V pripade rozdelenia nékladov vyplyvajlicich zo vzidjomného vyuZivania vozidiel medzi
Clenmi v koalicii {1,2,3} na zaklade rovnostarskeho rieSenia, hra¢ 1 dostane 10,5502
jednotiek, hra¢ 2 dostane 10,5549 jednotiek a hra¢ 3 dostane 10,5549 jednotiek prepravnych
nakladov.

4 ZAVER

Zakladnym cielom tohto prispevku bolo prezentovanie a nasledné aplikovanie rovnostarskeho
rieSenia kooperativnej hry, ktory sa povazuje za jeden z mnohych pristupov riesenia
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prerozdelenia vyhry v kooperativnych hrach. V tomto prispevku sme sa zameriavali na
kooperativnu tlohu rozvozu s cielom minimalizéacie celkovych prepravnych nakladov s tym,
7ze hra¢i maju tendenciu medzi sebou spolupracovat. NaSou ulohou bolo zaklade
dosiahnutych vysledkov optimalnych trés (data su k dispozicii na vyziadanie od autorov tohto
prispevku) poukazat’ na to, ako je mozné rozdelit’ vyhru (v naSom pripade prepravné naklady)
dosiahnutu vzajomnou spolupricou medzi hraémi (dodavatelmi). Vycislili sme néklady
jednotlivych hracov, ¢i uz jednotlivo alebo v spolupréci s inym hracom, ktoré sme nasledne
na zaklade ulohy linedrneho programovania rovnostarskeho rieSenia prerozdelili medzi
jednotlivych hracov.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0351/17 Aplikacia
vybranych modelov tedrie hier pri rieSeni niektorych ekonomickych problémov Slovenska
a VEGA 1/0248/17 Analyza regiondlnych disparit v EU na bdze pristupov priestorovej
ekonometrie.
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POROVNANI PREDIKCNIHO VYKONU VAR MODELU OPROTI NEURONOVE
SITI

COMPARISION OF PREDICTIVE PERFORMANCE OF VAR MODEL AGAINST
NEURAL NET

Ing. Jiri Georgiev

Abstrakt

Pro zlepSeni finan¢nich a ekonomickych predikci by mohlo byt potencidlné vhodné postihovat
a reprodukovat nejen linearni, ale i nelinearni vztahy mezi proménnymi. V tomto piispévku
byly zkoumény predikéni schopnosti vicerozmérnych modeld na inflaci za Ceskou republiku,
Slovensko a Rakousko. Porovnany byly vysledky linearnich VAR modeld oproti nelinearnim
modelim odhadnutym pomoci feedforward neuronovych siti. Neuronové sité se v ramci této
ulohy prokazaly jako nastroj rovnocenny VAR modelim, a to pfedev§im diky regularizaci, za-
mezujici preu¢eni modelu.

Kli¢ovd slova: VAR, neuronovd sit, predikce

Abstract

To improve financial and economic forecast, it might be potentially appropriate to accommodate
and reproduce not only linear but also nonlinear relationship among variables. This thesis con-
tribution forecast capabilities of multivariate models for inflation of Czech Republic, Slovakia
and Austria. The results of linear VAR models are compared to estimates by feedforward neural
nets. Neural nets proved to be equal to VAR models in this task, mainly due to regularization,
which prevents overfitting.

Keywords: VAR, neural net, prediction

Uvod

Predikce ekonomickych a finanénich ¢asovych fad umoziuji subjektim délat spravna rozhod-
nuti a vhodné upravovat sva budouci o¢ekavani. Cilem predikénich modeld je co nejlépe ex-
trahovat informace z minulého vyvoje a pfetvéiret je na mozny budouci vyvoj. Doneddvna
v analyze Casovych fad dominovaly linedrni modely. V poslednich par letech se vSak objevila
fada studii poukazujicich na vhodnost pouziti nelinearnich modeli, a to zejména neuronovych
siti, napriklad Marcellino, 2002, Choudhary et al., 2012, Nakamura, 2004, McNelis et al., 2004.
Vétsina ze zminénych studii se zaméruje pouze na predikcni schopnosti jednorozmérnych AR
modelt odhadnutych metodou nejmensich ¢tvercii oproti odhadiim pomoci neuronovych siti

a reportuji, Ze neuronové sité¢ dosahuji lepSich, pfipadné stejnych vysledki. Z tohoto divodu
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1ze ocekavat obdobné vysledky i u vicerozmérnych rozsifeni AR modeli.

V tomto pfispévku jsou tedy zkoumany predikéni schopnosti vicerozmérnych modelli casovych
fad, a to konkrétn¢ vektorovych autoregresnich modeli (VAR) a feedfoward neuronovych siti
(NN), na inflaci v Ceské republice, Slovensku a Rakousku.

K vypoctiim byl pouzit programovaci jazyk R a k odhadu neuronovych siti bylo pouzito prostiedi
R Keras[|a Tensorflow

1 Piehled pouzitych modelu

1.1 Vektorové autoregresni modely

Vektorovy autoregresni model (VAR) je tradini nastroj pro analyzu vicerozmérnych ekono-
mickych a finan¢nich Casovych fad. Podrobné o pouziti VAR modelt hovoii naptiklad Zivot
et al., 2007, VAR model je rozsitenim jednorozmérného autoregresniho modelu (AR) o vice
proménnych. Ty jsou povazovéany v rdmci modelu za endogenni a vstupuji do néj rovnocenné.
Predpokladem pro odhad VAR modelu je stacionarita ¢asovych fad. Pokud je tento pfedpoklad
porusSen je nutné fady stacionarizovat, ptipadné lze pouZzit model korekce chyby pfi existenci
konitegracnich vztahu.

Nechi Y; = (y1r, Y215+ -, yme) j€ m x 1 rozmérny vektor Casovych fad. Pak lze vektorovy auto-

regresni model s p zpozdénimi zapsat
Y=c+ILY, +ILY, o+ - +1L)Y, ,+ 2D+ GX; +¢€, ey

kde IT; je m x m rozmérna matice koeficientl, c je vektor uroviiovych konstant, I; je matice
deterministickych proménnych, X; je matice staciondrnich exogennich proménnych a ®,G
jsou matice koeficientt a € je m x 1 rozmérny vektor bilého Sumu, Zivot et al., 2007 .

Pro spravnou specifikaci VAR(p) modelu je zdsadni vybér vhodného poctu zpozdéni p. K vybéru
vhodného poctu zpozdéni se nejCastéji pouzivaji vybérova kritéria zaloZend na analyze re-
zidudlni kovarianéni matice. Mezi nejznaméjsi patii napiiklad Akaikeho informacni kritérium
(AIC), Schwarz-Bayesovo informacni kritérium (BIC) a Hannan-Quinnovo (HQ). Pro vybér
zpozdéni u predikénich modeli je ¢asto vhodné BIC zejména pro svou tendenci pocet zpozdéni
podhodnocovat a tim sniZovat variabilitu modelu. Podrobné o vybéru zpozdéni a vlastnostech
jednotlivych kritérii pisi naptiklad Liitkepohl, 2005 a Gredenhoff et al., {1997,

Thttps://keras.rstudio.com/
Zhttps://www.tensorflow.org/
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1.2 Dopredna neuronova sit

Feedforward neuronova sit Cili vicevrstvy perceptron je sty model hlubokého uceni. Timto
typem neuronové sité¢ informace jakoby protéka pouze jednim smérem od vstupu do vystupu
a neexistuji zadna zpétna spojeni. Feedforward neuronova sit je siti neuronti uspofdda-nych
do vrstev. Vrstvy jsou navzajem propojeny a predavaji si informace. Kazda vrstva obsahuje
neurony neboli jednotky. Kazda jednotka pfijimé vstupy z jednotek, které jsou ve vrstvach pod
nimi a zdroven odesilaji vystupy jednotkdm ve vrstvach nad nimi. V rdmci jedné vrstvy mezi
jednotkami nejsou Zadné vztahy. Jednotky ze vstupni vrstvy N; posilaji informace do prvni
skryté vrstvy Nj, 1, ndsledné pak pies vSechny skryté vrstvy Ny, ; aZ do vystupni vrstvy Ny . Mezi
skrytymi vrstvami jsou vstupy prendsobeny vahami a je na n¢ aplikovana aktivacni funkce
F;. Aktiva¢ni funkce miZe byt libovolna diferencovatelna funkce. Nejcastéji se jako aktivacni
funkce pouZiva Sigmoid, ReLu, Softmax, pfipadné 1ze pouZit i linedrni aktivacni funkci, Krose

et al.,|1996. Vystupni jednotka x k) k-té vrstvy pak vypadd nasledovné:
z® = F(alh) 2)
kde a a® je vazeny soucet vystupu z jednotky predchozi
a®) = pk) L k) g k=1) (3)

kde WK je matice vah k-té vrstvy a b®) vektor pridanych konstant. Vihy neuronové sité jsou
odhadnuty itera¢n€, pomoci dopfedné a zpétné propagace vuci zvolené nakladové funkci. Po
odhadu vah se pouziva jiz pouze dopfedna propagace. I piestoze samotné uceni sité mtize byt
Casové naro¢né, ziskavani vysledki z jiz naucené sité je velice rychlé, Fausett, 1993, Podrobny

popis dopfednych neuronovych siti a moznosti jejich odhadt uvadi Goodfellow et al., 2017,

2 Porovnani kvality predikci na realnych datech za inflaci

K porovnani predikénich schopnosti byly pouzity makroekonomické veli¢iny za Ceskou repub-
liku, Rakousko a Slovensko. Konkrétné k odhadu inflace vyjadiené indexem spotiebitelskych
cen cpiy, byly pouZzity ukazatele: hruby domdci produkt gdp,, kratkodoba urokova sazba int,,
néklady préace ulcy, objem importu zboZi imp,, nezaméstnanost unemp, a penézni zasoba ml,.
Dale do modelil byla zarazena exogenni proménna ve forme indexu spotiebitelskych cen pro 28
zemi Evropské unie. Horizontem vSech Casovych fad je posledni kvartdl roku 2017 a zdrojem
je databaze OECDP|

K vyhodnoceni predikéni chyby byla pouzita stfedni ¢tvercova chyba MSE a metoda klouzavych

3https://data.oecd.org

42


EU KOVE
Obdĺžnik


oken s krokem 3 na poslednich 10 kvartdlech dle Hyndman, 2014/ a MSE na deset kroku
dopfedu. Pro kazdou zemi byly odhadnuty rtizné kombinace proménnych, deterministickych
Clentl a poctu zpozdéni. U neuronovych siti byly dale pro kazdou zemi odhadnuty rtizné pocty
vrstev a neuront s riznymi aktivaénimi funkcemi a riznymi formami regularizace. Vysledky
jsou uvedeny v tabulkdch @ VAR modely poskytuji lepsi predikce pro Ceskou

v

republiku a Slovensko. Pouze u Rakouska jsou tispéSnéjsi neuronové site.

Tabulka 1: Odhad NN model CR 5
Tabulka 2: Odhad VAR model CR

Activ. Hidden

Model Lags Fun.  Units, Layers MSEI0 - MSE3 Model Lag MSEI0 MSE3
1 cpi_q,imp_q,unemp_q 4 softmax 15,3 0125 0.058 2 ¢piq,imp_q,int3_qunempq 2 0.057  0.055
2 cpi_q.imp_q,int3_q,unemp_q 4 softmax 30, 1 0132 0.059 ¢ cpi_g,act_q,imp_g,ulc_q 1 0070  0.057
3 cpi_q,gdp-q 6 linear 20,3 0.126  0.162 4 cpi_q,imp.q 5 0052 0057
4 cpi-q,gdp-q,imp_q,ulc_q 6 linear 15,3 0.115  0.184 ¢ cpi_q.imp_q,int3 q 1 0063 0.057

8  cpi_q,gdp_q,ulc_q,unemp_q 4 linear 15,3 0.109  0.233

Tabulka 3: Odhad NN model Slovensko Tabulka 4: Odhad VAR model pro Slovensko
Model Lags - Hidden o0 MsES Model Lag MSEI0 MSE3
Fun. Units, Layers K
I cpiqimp.gunemp q 6 softmax 30,3 0120 0072 | cpi-gunempq 5 0079 0.066
4 cpi_q,ulc_q,unemp_q 5 relu 30,3 0.111  0.158 3 cpigsactq.gdpq 5 0.080  0.067
8  cpig.gdpqulcqunempq 5 relu 15,3 0.102 0.182 4 cpigactgunempq 5 0.068 0.067
6 cpi_g,act_q 6 relu 15,3 0.123 0206 7 cpig,ulc_q,unemp_q 8 0.100  0.074
12 cpig,act q,imp_qunempq 5 linear 15,3 0.111 0260 8 cpiq,actq,gdp-qulc.q 5 0.054 0.075
Tabulka 5: Odhad NN model Rakousko Tabulka 6: Odhad VAR model pro Rakousko
Model Lags Activ. Hidden MSEI0 MSE3 Model Lag MSEI0O MSE3
Fun.  Units, Layers 1 cpigactgedp.qulc g 3 0033 0043
1 cpig.act.q,gdp-g.ulcq 4 linear 30,3 0.030  0.037 3 cpigact.qunempq 4 0033 0043
2 cpiq,gdp_qulc_qunemp_q 4 linear 20,3 0.031 0041 3 cpi_g.act_q,gdp_qunempq 5 0.050  0.043
3 cpiq,gdp_q,imp_q,ulc_q 4 linear 30,3 0.040 0048 6 cpi_g,actq.gdp_q.imp_q 7 0.074  0.044
4 cpi_q,ulc_q,unemp_q 4 relu 30,1 0.042 0129 10 cpi_q,gdp_q,unemp_q 5 0.055 0.045
/2 v
3 Zavér

Na datech za Ceskou republiku, Slovensko a Rakousko byly pouZity vicerozmérné modely VAR
a neuronové sité pro predikci inflace vyjadiené spottebitelskym indexem cen. Jak VAR modely,
tak neuronové sité byly odhadnuty s exogenni proménnou indexu spotiebitelskych cen za 28
zemi Evropské unie. Pro Ceskou republiku a Slovensko VAR modely poskytujf lehce lepsi pre-
dikce neZ neuronové sité. I prestoZze na danych datech VAR modely dosahuji lepSich vysledka
nelze je jednoznacné prohlasit za lepSi nastroj oproti neuronovym sitim. Neuronové sité totiz
poskytuji Sirokou fadu dalSich moZnosti nastaveni a kalibrace, které nebyly v tomto pfispévku
pouzity a mohly by znamenat vyrazné zlepSeni odhadu. Za zminku stoji naptiklad metoda tzv.
,,orzkého zastaveni‘, Prechelt, [2012 a pokrocilé metody iterativniho vybéru regularizacni kon-

stanty A, ktera se projevila jako velmi dulezita ¢ast modelu.
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NIEKTORE TEORETICKO-METODOLOGICKE VYCHODISKA
K STABILITE EKONOMICKEHO SYSTEMU*

SOME OF THE THEORETICAL-METHODOLOGICAL
BACKGROUND TO THE STABILITY OF THE ECONOMIC SYSTEM

Marian Goga
Abstrakt

Autor ¢lanok cleni na dve Casti. Prva Cast poukazuje na niektoré dolezité problémy, ktoré
tvoria pozadie stability ekonomického systému a Vv zasadnej miere ho ovplyviuju. Tieto
problémy tzko suvisia s rovnovahou, nerovnovahou, stabilitou a nestabilitou ekonomického
systému a st uvedené faktory, ktoré v najvacsej miere ovplyviiuju dynamiku ekonomického
rastu. Druhé cCast’ obsahuje niektoré metodologické problémy stvisiace s analyzou stability
systému a so spatnymi vdzbami, ktoré¢ tvoria nutn1 podmienku existencie stability.

Krucové slova: ekonomickad politika, makroekonomicka stabilita a nestabilita, rovnovdaha
a nerovnovaha, spdtna véizba, dynamika systému

Abstract

The author of the article is split into two parts. The first part highlights some of the important
issues, which form the background of the stability of the economic system and crucially affect
it. These problems are closely linked with balance, imbalance of power, stability and
instability of the economic system and listed the factors most affecting the dynamics of
economic growth. The second part contains some of the methodological problems associated
with the analysis of the stability of the system, and with non-ties, which form a necessary
condition for the existence of stability.

Keywords: economic policy, macroeconomic stability and non-stability, equilibrium and non-
equilibrium, feed back, dynamic of system

JEL Classification: C02, C61, C69

1 UVOoD

Pojem stabilita hra v analyzach a modeloch ekonomického rastu a rozvoja vyznamnu tlohu.
V mnohych ekonomickych analyzach je stabilita povazovana za nevyhnutnii podmienku, kym
nestabilita je povazovana za nepripustnost’.

Nevyhnutnou podmienkou na zabezpecenie vyssich temp hospodarskeho rastu napriklad v SR
je jeho rovnomernost’, ktora je zase podmienend udrziavanim makroekonomickej stability.
A pretoze hruby domaci produkt (HDP) predstavuje narodohospodarsky pohl'ad na thrnny

! Prispevok vznikol v ramci projektu VEGA - 1/0248/17 Analyza regiondlnych disparit v EU na bdze pristupov
priestorovej ekonometrie.
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vysledok redlneho fungovania podnikatel'skych a verejnopravnych subjektov, treba sa aj na
celkovu hospodarsku rovnovahu a stabilitu pozerat’ ako na zakladnii podmienku prosperity
podnikov. Lebo ani makroekonomickd stabilita nie je abstraktny pojem, ale kompozicia
pozostavajlca z trvale nizkej miery inflacie, nizkych trokovych mier a dostupnych tverov,
z rastu miezd reSpektujuceho vyvoj produktivity prace iz d’alS§ich podmienok prajnych na
podnikanie.

V ¢lanku sa zaoberdme niektorymi teoretickymi a metodologickymi problémami analyzy
stability ekonomického systému z pohl'adu na jej ekonomické pozadie a na spitné vizby,
ktoré st nutnou podmienkou stability systému.

1 EKONOMICKE POZADIE STABILITY SYSTEMU

Rovnovéha systému je stabilnd vtedy, ak hospodarsky mechanizmus dokaze do ekonomicke;j
Struktiry efektivne vélenit’ spitné vizby. Pritom prvy okruh spétnych vizieb zabezpecuje
vplyv spotrebitelov na vyrobu adruhy okruh neustile generuje objektivny cenovy
mechanizmus. Efektivne spitné vizby musia mat’ kompenzacny charakter, t. j. ekonomicky
systém so spatnymi vizbami musi byt schopny upravovat’ sa do ziadaného stavu. Stabilita je
vo vieobecnosti chapana ako odolnost’ systému vo&i porucham (§okom).

V stvislosti so spdtnymi védzbami a stabilitou rovnovahy v ekonomickom systéme sa
v ekonomickej literatire objavuje ich ¢lenenie na:

a) negativne spatné vézby,

b) pozitivne spitné vizby.

Ekonomické teodria analyzujuca problémy rovnovédhy, stability adynamiky vychadza pri
definovani spitnych vézieb z tézy, ze ak je na trhu prebytok dopytu nad ponukou, sposobuje
to tlak na rast cien a ak ponuka prevySuje dopyt, dosledkom je tlak na zniZenie cien. V prvom
pripade sa ekonomicky systém znerovnovaznej situdcie dostane do rovnovazneho stavu
pomocou negativnej spétnej vizby a v druhom pripade budi opacne pdsobit’ pozitivne spitné
vizby. Ina¢ povedané, o negativnych spétnych viazbach hovorime vtedy, ak krivka dopytu je
klesajuca (ma negativny sklon) a krivka ponuky je rastiuca. O pozitivnych vizbach hovorime,
ak krivka dopytu je rastica a krivka ponuky je klesajﬁca.3

Proces prisposobovania sa trhu je definovany ako stabilny vtedy, ked’ obnovuje rovnovahu
Vv pripade, ze bola narusenad a nestabilny je vtedy, ked’ rovnovahu nenastoli. Z niektorych
analyz vyplyva, Ze pozitivna spidtna vézba je postacujucou podmienkou pre nestabilitu
ekonomického systému a negativna vizba je nevyhnutnou podmienkou pre stabilitu systému.”

V tejto stvislosti sa v ekonomickej tedrii objavuje téza, podla ktorej ekonomika, v ktorej st
ekonomické nerovnovahy udrziavané v urcitych hraniciach, je dynamicky stabilnid. Naopak,
mimo tychto hranic dynamickd nestabilita narastd, a to z dvoch pricin:

o dosledky kazdého ekonomického javu po prekro€eni urcitych hranic spravidla menia

> LASCIAK, A. 1995. Uvahy o ekonomike Slovenskej republiky. Bratislava: SLOVAKIA PLUS, 1995, s. 17.

$ HUSAR, J.: Rovnovaha, stabilita a dynamika hospodarstva z pohl'adu ekonomickej teorie. In: Ekonomicky
casopis, ro€. 48, ¢. 3, 2000, s. 323.

* Tamtiez, s. 326.
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znamienko (napr. Gspory z rozsahu produkcie sa menia na straty, pozitivne externality

sa stavaji negativnymi a pod.),
e dochadza k efektu presunu nerovnovah (prebytok ponuky alebo dopytu na jednom trhu,

vytvara prebytok ponuky alebo dopytu na inom trhu).”
Celkovu stabilitu narodného hospodarstva urcuje relativne samostatny vyvoj vnutornej
a vonkajSej rovnovahy. Napriklad makroekonomicka stabilita slovenskej ekonomiky
zaznamenavala v priebehu transformacie vykyvy, ktoré boli dané jednak externymi vplyvmi
(priebeh hospodarskeho cyklu v krajinach Eurdpskej unie, vyvoj svetovych cien strategickych
surovin a pod.), zmenami V pristupe k hospodarskej politike (preferovanic makroekonomicke;j
stability na zaCiatku transformacie, neskor preferencia rastu a nasledny pokus o obnovenie
rovnovahy apod.), ale aj vnatornymi faktormi, ktoré vSak boli hospodarskou politikou
v kratkodobom a strednodobom horizonte relativne malo ovplyvnitelné (stav technologickej
zakladne, produk¢éného potencialu, irovne konkurencieschopnosti a pod.).

V Struktare ekonomiky SR su stale zakddované riziké pre vonkaj$iu rovnovahu. Ekonomika
sa nadalej vyznacuje takou dovoznou naro¢nostou, ktord nie je primerana vyspelej
ekonomike. Stabilizatné opatrenia maji docasny vplyv, pretoze nie su podporené
dostatoénymi zmenami konkurencnej schopnosti ekonomiky. Mozno to podlozit tym, ze
znacnd Cast’ exportnej vykonnosti nad’alej zavisi od malého poctu aktérov a hlavny exportéri
pracuju s nizkou mierou pridanej hodnoty. Ulohou hospodarskej politiky teda nema byt iba
odstrafiovanie prejavov nerovnovahy, ale politikou konkurencieschopnosti a tvorbou
Standardného trhového prostredia dosahovat’ trvalejSie pozitivne vysledky.

2 NIEKTORE METODOLOGICKE PROBLEMY STABILITY
SYSTEMU

Teoria ekonomickej dynamiky a stability skima vo svojej vSeobecnej podstate dynamiku
zmien rozSirenej reprodukcie aich zékonitosti — najmé zakonitosti dynamiky materialno-
vecne] Struktiry. Vo svojej Specifickej podobe skiima tato tedria spravanie sa jednotlivych
modelov ekonomického rastu arozvoja V najroznejSich reprodukénych podmienkach
a stanovenych kritériach. Za vSeobecny matematicky aparat, potrebny na skiimanie dynamiky
ekonomického systému v Ease, mozno povazovat’ bodové mnozinové zobrazenia.® Na analyzu
stability a v $pecialnych pripadoch vybilancovanosti prichadza do uvahy typologicky aspekt
tychto zobrazeni a systém diferenénych a diferencialnych rovnic. Specidlnym matematickym
aparatom, ktory sa uplatitiuje na analyzu modelov ekonomickej dynamiky je variaény pocet,
matematickd tedria optimalneho riadenia, dynamické programovanie, linearne a nelinedrne
programovanie a teoria systémov.

Teoria stability sa zaobera analyzou vplyvov portich (Sokov) na spravanie sa najroznejSich
systémov. Stabilitou pritom rozumieme kvantitativne vyjadrenie ,,odolnosti* systému voci
porucham (Sokom). O jednoduchej stabilite hovorime vtedy, ak je systém schopny vratit' sa
postupom Casu do toho istého stavu z urcite] mnoziny jeho rovnovaznych stavov, z ktorého
bol vychyleny posobenim nejakych portch (Sokov). Takuto stabilitu treba vSak povazovat za

5 PRiVAROVA, M. 1995. Tedria ekonomickej nerovnovaihy. Bratislava: Elita, 1995, s. 138.
® MORISHIMA, M. 1964. Equilibrium, Stability and Growth. London: Oxford University Press, 1964, s. 138.
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relativnu vlastnost’ systémov, posudzovani len vzhladom naurCity apokial’ ide o typy
a intenzitu poésobenia obmedzeny rozsah poruch (Sokov).

Zmeny systému sa vyjadruju geometricky v podobe trajektorii, ktoré krizuju v priestore

stavové premenné. RozliSuju sa tri typy traj ektorii:’

1. Trajektoria sa nazyva asymptoticky stabilnou, ak vsetky trajektorie dostato¢ne k nej blizke
Vv Case t =t sa K nej blizia pre t — oo.

2. Trajektoria sa nazyva neutrdlne stabilnou, ak vsetky trajektorie dostatocne k nej blizke
V Case t = tp zostanu v jej okoli pre d’alSie ¢asové intervaly.

3. Trajektoria je nestabilnou vtedy, ak trajektorie dostato¢ne k nej blizke v ¢ase t = tp sa od
nej vzd’al'uju, ked’ t— oo.

Ako sme uz spomenuli, stabilita dynamickych systémov sa v skutoCnosti najCastejSie
dosahuje pomocou spitnych viazieb. Preto sa vécSina kritérii stability, ktoré sa pouzivajua
Vv matematickej teoérii optimalneho riadenia a regulacie, vzt'ahuju na dynamické systémy so
spatnymi vizbami. V odbornej literatire existuje mnoho matematickych metéd vhodnych na
analyzu stability a rovnovahy dynamickych systémov so spiatnymi vdzbami, z ktorych vicSina
sa d4 aplikovat’ aj na dynamické makroekonomické modely.®

Vsetky zmeny (transformacie), ktoré sa realizuju v danom ekonomickom systéme sa musia
nachadzat’ v urcitej stabilnej oblasti, ¢ize v mnozine stavov, ktor pri realizovani nejakej
transformécie systém neopusta. Tato oblast’ stability ma tzv. hrani¢né stavy, ktoré dynamicky
systém nesmie prekrocit’, pretoze v opa¢nom pripade sa systém rozpada (prestane fungovat).
Ide o ,,invariabilné stavy*.

Z uvedenych poznatkov vyplyva, Ze ekonomicky systém je stabilny len vtedy, ked ma
schopnost’ vratit’ sa po nejakej poruche (Soku) do svojej vychodiskovej situacie, v ktorej bol
pred poruchou (Sokom), t. j. systém je stabilny vtedy, ked’ je odolny vo¢i porucham (Sokom).
Systém sa do svojej vychodiskovej situdcie mdze dostat’ bud’ postupne po ur¢itom case, alebo
rdznymi sposobmi.’

Za stabilnil oblast’ povazujeme taki mnozinu stavov dynamického systému, ktoru pri
opakovani nejakej transformacie T systém neopusta. Systém v stabilnej oblasti nemusi mat’
rovnovazne stavy. Transformacie, ktoré vedu k stabilite, charakterizuji védcSinou nejaké
dynamické vlastnosti systémov.

Vyvoj dynamického systému v ¢ase pomocou transformacie je sicastou tzv. Casového zakona
pohybu systému a matematicky je transformacia prvkov systému vyjadrena v takomto tvare:
a) transformacia vektora vstupov:

" LASCIAK, A. a kol. 1985. Dynamické modely. Bratislava — Praha: Alfa— SNTL, 1985, s. 140 — 143
® WEI-BIN ZHANG. 1990. Economic Dynamics. Growth and Development. In: Lecture Notes in Economics
and
Mathematical Systems. Berlin — Heidelber: Springer — Verlag, No. 350, 1990, s. 202 alebo PUU, T. 1991.
Nonlinear Economic Dynamics. Berlin — Heidelberg: Springer — Verlag, 1991.
® HENIN, P. Y. 2003. Macrodynamics: Fluctuations and Growth. London: Routledge, 2003, s. 124.
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[
— V pripade diskrétnej ¢innosti X; = ZT (Xt-r, 7) — vektorova diferencialna rovnica vyssicho
=0
stupnia,
9
—V pripade spojitej ¢innosti X; = .[ T (Xt-r, 7) d7 — vektorova integralna rovnica,
0
b) transformécia vektora vystupov:

4
— V pripade diskrétnej ¢innosti y; = Z Z (Yt.r, 7) — vektorova diferencidlna rovnica,
=0

0
— V pripade spojitej ¢innosti Y; = IZ (Ytr, ) dr — vektorova integralna rovnica,
0
kde T a Z st operatory transformacie,
t — cas (okamih), v ktorom sa prvky systému nachadzaju,
© — dizka nasledujuceho asu (okamihu), pri¢om plati 0 < 7 < max; 6; = 6.
RieSenim uvedenych rovnic sa ziskaji vektorové funkcie X; a Vi, ktoré urcuju vyvoj prvkov
stavu vstupov a vystupov dynamického systému. Tymito funkciami je vyjadreny vyvoj
systému v case.'”
e Ak uvazujeme o diskrétnych cinnostiach, potom priebeh tychto funkcii alebo vyvoj

dynamického systému v Case zdvisi od ich hodnoty, ¢ize od stavu vstupov a vystupov

Vv urcitom kone¢nom pocte zaciato¢nych okamihov V intervale diskrétnych hodndt <0, H) .

e Ak uvazujeme 0 spojitych ¢innostiach, potom tento priebeh zavisi od vsetkych hodnot
uvedenych funkcii v spojitom intervale <0, 6).

Predpokladajme teraz, ze vstup aj vystup v dynamickom systéme je konstantny, t. j. stav
systému sa v Case nemeni a plati X; = konst. a y; = konst. O takomto systéme hovorime, Ze je
V stave rovnovahy a pre vektoroveé rovnice vstupov plati:

4 12
X = Z(;T (x,7), resp. X= IT (X, 7) dr
7= 0

prip. pri jednorazovom priebehu ¢innosti mézeme rovnicu pisat’ v tvare X = T(x). Tuato
rovnicu nazyvame rovnicou rovnovahy. Analdgia plati aj pre vektorové rovnice vystupov.

Na to, aby bol dynamicky systém v stave rovnovahy musi byt’ splnend podmienka, Ze existuje
vektor, ktory je rieSenim rovnice rovnovahy. Rovnicu rovnovéhy moZeme zapisat’ aj v tvare
funkeii:
x=f(x), resp. y=1(y).
Je zreymé, Ze nie vSetky systémy mozu nadobudat’ stav rovnovahy. Rovnovahu moézu
nadobudat’ len tie dynamické systémy, Vv ktorych existuje rieSenie rovnice rovnovahy. Stavy
Vstupu a vystupu sa V nerovnovaznych systémoch v priebehu ¢asu menia, pricom tieto zmeny
V systéme mozu smerovat k rovnovaznemu stavu. Potom hovorime, ze systém je v stave
rovnovahy a je stabilny, ¢o sa matematicky vyjadruje takto:
limi X, = X", resp. lim,oy:=Y",

Y GOGA, M. 2011. Ekonomicka dynamika. Bratislava: lura Edition, 2011, ISBN 978-80-8078-394-5, s.56.
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kde: X" a y" je rieSenie rovnic rovnovahy.
Ak priebeh funkcii X; ay; vV ¢ase zavisi od hodnoty tychto funkcii v urcitych diskrétnych
okamihoch na intervale <0,9> alebo spojite na celom intervale, potom uvedené limity st

definované na mnozine stavov, ktorti nazyvame oblast’ou stability dynamického systému.

Ked oznaCime dynamické odchylky stavu vstupov alebo vystupov od rovnovéazneho stavu
V tvare

AX¢= X —X¢,  resp.  AYi=Yi—Vi,
potom stabilitu dynamického systému mozeme zapisat’ takto:

limso AX, =0, resp. limi,oAy, =0,

pri¢om trajektoria hodnot AXx;, resp. Ay; smeruje k nule. RieSenim rovnovaznych rovnic sa
ziska vektorova funkcia X, resp. Y, ktord predstavuje priebeh odchylky od rovnovazneho
stavu systému v Case t. Ak sa odchylky AX;, resp. Ay; postupom ¢asu zvacSuju, t. j. hodnoty
vstupnej velidiny X, resp. vystupnej veli¢iny Y sa vzd’aluji od rovnovéazneho stavu X a y
systém je nestabilny.

Stabilita dynamickych systémov sa v skutoCnosti najcastejSie dosahuje, ako sme uviedli,
pomocou spétnych vizieb. Preto vdcSina kritérii stability, ktoré sa pouzivaji v matematickej
teorii optimdlneho riadenia sa vztahuje na dynamické systémy so spdtnymi vézbami. Aby
bola podmienka stability splnend, musi mat’ systém aspon jednu spdtni vézbu. Toto je nutna
podmienka existencie stability.

Spétné vizby sa ¢lenia na dva typy:

e pozitivna spitnd vizba je definovana tak, ze ak sa zvicSia (zmens$ia) hodnoty vstupujtcej
premennej v systéme, potom sa zvécsia (zmensia) hodnoty vystupujicej premennej (napr.
dynamicky model Keynesovho multiplikatora investicii),

e negativna spitna vizba — ak sa zvicSia (zmensSia) hodnoty jednej premennej v systéme,
zmenSia (zvicsia) sa hodnoty druhej premenne;.

Spitna vézba je nevyhnutna na stabilitu dynamického systému pre svoj kompenzaény

charakter. To znamenad, ze v pripade odchylky systému od rovnovahy, musi spitna vézba

oslabit’ zmeny stavu vstupujicich veli¢in v systéme.

Poznamenavame, Ze stabilita systému nevyzaduje, aby spidtna vézba bola negativna. Pri
negativnej spétnej vézbe stabilny systém smeruje k rovnovdznemu stavu zmenSovanim
oscilacii apri pozitivne] spitnej védzbe stabilny systém smeruje k rovnovaZnemu stavu
monotonnym priblizovanim sa k nemu. Na druhej strane, negativna spédtna vdzba sama o sebe
nezabezpecuje stabilitu systému. Napriklad, pavuc¢inovy model predstavuje situaciu, v ktorej
trhy s negativnou spitnou vdzbou sa mozu spravat’ bud’ stabilne alebo nestabilne.*

Stabilita dynamickych systémov so spitnymi vdzbami nie vzdy zavisi od znamienka spétnej
vizby. V matematickej teorii optimalneho riadenia sa pouZziva cely rad roznych kritérii
ametdd skumania stability arovnovadhy dynamickych systémov (Hurwitzove, Langeho

"' HUSAR, J. 2000. Rovnovaha, stabilita a dynamika hospodarstva z pohladu ekonomickej tedrie. In:
Ekonomicky
Casopis, ro¢. 48, ¢. 3, 2000, s. 327.
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matematické kritéria stability a pod.).'? Stabilita dynamickych systémov zavisi v podstate od
casového priebehu hodndt vystupnych velicin systémov. Teda, ak su zname diferencidlne
rovnice charakterizujice dynamické vlastnosti systémov, potom najdolezitejSie informacie na
posudzovanie stability tychto systémov poskytuju lavé strany tychto rovnic, kde sa
nachadzaju udaje, ktoré sa vztahuju na vystupné veli¢iny.

4 ZAVER

Zaverom mobzeme konStatovat, ze srastom ekonomickej urovne systému nadobudaju
strukturalne zmeny veduce k zmierneniu nerovnovah rozdielny stupei vyznamu. Strukturalne
prvky preukazuju tendenciu k stabilizacii, v ¢oho ddsledku sa stabilizuju aj makroekonomické
Struktiry charakterizujice odvetvova S$truktiru narodného hospodarstva. Pod pojmom
stabilizacia makroekonomickej Struktiry chapeme stabilizaciu v relativnom zmysle. V tejto
suvislosti vystupuje do popredia dolezita otazka, kedy sa pri urCitej dosiahnutej ekonomickej
urovni bude makroekonomicka Struktira stabilizovat’.

Ak je ekonomika v takej vyvojovej etape, ze relativna stabilizacia makroekonomickych
Strukturdlnych zmien sa eSte neprejavuje, potom sa musi pri realizacii Strukturalnej politiky
reSpektovat’ skutocnost’, ze realizdcia makroekonomickych Strukturdlnych zmien je spojena
S realizaciou suboru mikroekonomickych Strukturalnych zmien. Ak je naproti tomu
ekonomika v etape rozvoja, kedy sa stabilizacia makroekonomickych Strukturalnych zmien
prejavuje zjavnymi symptomami tejto stabilizacie, potom musi ekonomika pri realizécii
Strukturdlnej politiky vychadzat’ zo skutocnosti, Ze sa mikroekonomické Strukturdlne zmeny
budi realizovat’ v ramci vytvorenej makrostruktary.

Pre sucasnost’ je v tomto smere nevyhnutné reSpektovat’ poziadavku tvorby takej Struktiry
ekonomiky, ktora prispieva k novej kvalite ekonomického rastu a rozvoja. V ekonomickej
literatire sa mdzeme stretnit’ s pojmom ekonomicky rast vysokej kvality.13 Pod tymto
pojmom sa rozumie rast ekonomiky, ktory sa vyznacuje trvalou dynamikou, odolnou proti
externym ekonomickym Sokom. Rast ekonomiky je sprevadzany internou a externou
finan¢nou stabilitou narodného hospodarstva do budtcnosti tym, Ze zabezpeCuje rast
investicii, najmad investicii do ludského faktora. ReSpektuje socialne, ekonomickeé
a ekologické aspekty rozvoja narodného hospodarstva.
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DEA MODELY - MEREl}Ji EFEKTIVNOSTI VEREJNE DOPRAVY
V CESKE REPUBLICE

DEA MODELS - MEASURING EFFICIENCY PUBLIC
TRANSPORTATION IN CZECH REPUBLIC

Jakub Hanousek

Abstrakt

Tento ¢lanek se zabyva aplikaci DEA modelt na autobusovou dopravu ve vefejném zajmu v
krajich CR. Jedna se o metodu linearniho programovani, ktera slouzi k méfeni efektivnosti
jednotek. A pravé neustaly tlak na zvySovani dotaci pfi soucasném poklesu vykonnosti je
problémem vefejné dopravy v poslednich letech. Analyza vysledné miry efektivnosti pro
jednotlivé kraje bude provedena také se zietelem ke specifickym faktorim kraje.

KPucové slova: efektivnost, DEA modely, verejna doprava

Abstract

This article deals with using DEA models to assess efficiency of the bus public transport in the
Czech Republic regions. It is a method based on linear programming used to measuring efficiency
of units. The main problem of public transport is the constant pressure to increase subsidies into
this sector whilst the efficiency decreases. The analysis of the resulting efficiency rates of all the
different regions will be carried out with respect to the regions' specific characteristics. In the
conclusion the optimal values will be proposed.

Keywords: efficinency, DEA models, public transport

1 UVOD

Tento ¢lanek se zabyva hodnocenim efektivnosti autobusové dopravy ve vefejném zajmu v
Ceské republice za pomoci metody linearni optimalizace, ktera se nazyva analyza obalu dat,
zkracené DEA modely. Objektem hodnoceni je 14 kraji, které v ramci své pusobnosti
vefejnou dopravu zajiStuji a Castecné financuji z vefejnych zdrojii. Vefejna doprava je
chédpéna jako vefejna sluzba k zajiSt€ni mobility ob¢ani daného kraje. Problémem je neustaly
tlak na zvySovani dotaci pti soucasném poklesu vykonnosti. Tento vyvoj je markantni zv1asté
v poslednich letech. V situaci, kdy dotované linky jsou provozovany pouze jednim dopravcem
s narokem na plnou kompenzaci ztraty, neni dostateCny zdjem na zvySovani efektivnosti
poskytnuté sluzby.

Analyza bude provadéna pomoci DEA modeli. jako néstroje méfeni efektivnosti jednotek s
moznosti jejich srovnani. Vyhodou zminéné metody je schopnost zahrnout do hodnoceni vice
vstupll a vystupil, a to v riznych jednotkach. Dale neni tfeba znat presny tvar produkcni
funkce ani funk¢ni vztahy mezi vstupy a vystupy.

2 EFEKTIVNOST

Uvahy o efektivnosti vychazeji z povahy ekonomickych zdrojii a nasich potieb. Pokud by
zdroje byly dostupné v neomezeném mnozstvi a technologie by umoznily vyprodukovat tolik
statkti a sluzeb, kolik kazdy ¢loveék pozaduje, potom by efektivnost nebyla diilezita. Realita je

53



vSak jind. Pievaznd Cast zdroji ma podobu vzacnych statkil, proto je musime vyuZivat
efektivné.

Pii analyze efektivnosti se Casto setkdvame s pojmem Pareto efektivnost nebo Pareto
optimalita. Pareto efektivnosti neboli efektivity je dosazeno, jestlize zadné mozné pieskupeni

wrve

(Samuelson, 2013).

3 DEA MODELY

Modely analyzy obalu dat byly navrzeny jako nastroj k hodnoceni efektivnosti homogennich
produk¢nich jednotek. Homogenni produkéni jednotka spotiebovava urcité mnozstvi vstupi a
vytvaii uréity objem vystupi. Snahou jednotky je vyprodukovat co nejvétsi objem vystupu s
co nejmensim vstupem.

DEA modely berou v tvahu vice riznych vstupi a vystupi. Miru efektivnosti jednotky
muzeme obecné vyjadrit jako pomér vazeného souctu vstupt a vazeného souctu vystupt, tedy

Ziuiyiq

V. X
j

(1)

i%a
Kde v; jsou vahy j-t¢ho vstupu a u; jsou vahy i-tého vystupu,

X={%;i=12,...m,j=12,.,n} je matice vstuptia Y ={y;,i=12,..,r,j=12,.,n}.
Vsechny pfipustné kombinace vstupi a vystuptl tvofi mnoZinu pripustnych moznosti, ktera
je urcena tzv. efektivni hranici. Produkéni jednotky, jejichz kombinace vstuptl a vystupi lezi

na efektivni hranici, jsou efektivnimi jednotkami (Jablonsky a Dlouhy, 2004).

Tvar efektivni hranice zavisi na charakteru vynosi z rozsahu, které mohou byt konstantni,
nebo variabilni, a to rostouci nebo klesajici.

e Konstantni vynosy z rozsahu

Piedpoklad konstantnich vynost z rozsahu znamena, Ze je-li kombinace vstupl a vystupi
(X, y) prvkem mnoZziny pitipustnych moznosti, potom je prvkem této mnoziny i kombinace

(ax,ay), kde >0 (Jablonsky a Dlouhy, 2004).

e Variabilni vynosy z rozsahu

V ptipadé¢ variabilnich vynost z rozsahu uz neplati pozadavek, Ze pro zachovani efektivnosti
musi byt «-ndsobny narGst vstupl provazen o« -ndsobnym rustem vystupd. Dochézi k
modifikaci efektivni hranice. efektivni hranice tvofi obal dat, ktery je konvexni (Jablonsky a
Dlouhy, 2004). To vede k nartistu poctu efektivnich jednotek.

3.1 CCR model

V roce 1978 byl navrZen prvni DEA model vychézejici z pfedpokladu konstantnich vynosii z
rozsahu. Jeho nézev byl odvozen od pocatecni pismen tvircit Charnese, Coopera a Rhodese.
Vychodiskem zlstdva pomér (1), ktery chceme maximalizovat. Pro kazdou jednotku
pracujeme s tzv. virtudlnim vstupem a virtudlnim vystupem, coz je vaZeny soucet
jednotlivych vstupti a vystupil. Jednotlivé vahy jsou vypocitany optimalizacnim zplisobem pii
dodrzeni podminek maximalni jednotkové efektivnosti vSech ostatnich jednotek. Model lze
zapsat nasledovné (Charnes et al., 1994):
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Maximalizovat:

7= Zirui iq
m )
Z,—ijjq

Za podminek:

Uy,
MSL k=12,..,n (@)
2 VX
u =g, 1=L2,..,r
v, 2¢, 1=12,...m
kde z je mira efektivnosti  -té jednotky, je infinitezimalni konstanta, kterd zabezpecuje, ze
vSechny vahy vstupt a vystupti budou kladné, je hodnota j -té€ho vstupu hodnocené jednotky,

je hodnota i -tého vystupu hodnocené jednotky, je hodnota j-tého vstupu k -té jednotky a je
hodnota i -t¢ho vystupu k -té jednotky. X, je hodnota

Model (2) neni linearni. Pfevedeme ho na tlohu linedrniho programovani pomoci Charles-
Cooperovy transformace a dostaneme primarni CCR model orientovany na vstupy, ktery
ma podobu (Charnes et al., 1994):

Maximalizovat:

Z:Z:Uiyiq ’

Za podminek:
Ziruiyik sZijxjk ,k=12,..,n
ZTVinq =1 (3)
u=¢,i=12,..,r

v, 2¢e, j=12,...,m

Z vypocetniho hlediska 1 z hlediska interpretace je lepsi pracovat s dudlni formulaci modelu
(3). V ném pracujeme s proménnymi A, které pfedstavuji vahy jednotlivych jednotek. Dalsi
proménnou modelu je 6,, coz je potfebnd mira redukce vstupl pro dosazeni efektivni hranice.

Dualni CCR model orientovany na vstupy je formulovan nésledovné (Charnes et al., 1994):

Minimalizovat:
0,,

q

Za podminek:

Z;xij/zj <O%q, 1=12,..,m (4)
]=
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D VoA 2 Vg k=121
i1

4 >0, j=12,..,n

Model se snazi najit virtualni jednotku charakterizovanou vstupy XA a vystupy YA, které
jsou linearni kombinaci vstupii a vystupt ostatnich jednotek a které nejsou horsi nez vstupy a
vystupy hodnocené jednotky. Hodnocena jednotka je efektivni, pokud virtudlni jednotka s
témito vlastnostmi neexistuje, resp. je totozna s hodnocenou jednotkou. Tato situace nastane,
jestlize proménna ¢, je rovna jedné. Zarovei viechny piidatné proménné jsou rovny nule. Po

doplnéni ptidatnych proménnych do modelu (4) dostaneme vypocetni tvar modelu v maticové
podob¢ (Charnes et al., 1994):

Minimalizovat:
2=0,-¢(e's" +e's"),
Za podminek:
Xh+s =06,x,, (5)
Yh—s' = Yo
As',s >0

Kde s"a s~ jsou vektory piidatnych proménnych v omezenich pro vstupy a vystupy a vektor
e’ =(11...1).

Cilové hodnoty pro dosazeni efektivni hranice (xq',yq') muzeme ziskat jednim z nasledujicich
dvou zptisobti:
1. x,/=X,", y, "= YL", kde A" je vektor optimalnich hodnot vah vypo&tenych modelem
()
2. X,=0.x,-s7, y,/=y,+s”, kde symboly shvézdickou (*) jsou vektory

optimalnich hodnot modelu (5)

Tyto hodnoty udavaji, na jakou uroven je tieba snizit vstupy pii stejnych vystupech, aby
jednotka byla efektivni.

Analogicky Ize formulovat dualni CCR model orientovany na vystupy v maticové podobé:
Maximalizovat:

g=4¢,+c(e’s" +e's),
Za podminek:
Xh+s =x,, (6)

YL-8" =9y,
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As',s>0.

Hodnocena jednotka je efektivni, jestlize optimalni hodnota ucelové funkce g* =1. Pokud je
optimalni hodnota vétsi nez jedna, jedna se neefektivni jednotku a optimalni hodnota
proménné ¢, udava potiebné navyseni vystupli pro dosazeni efektivni hranice.

Cilové hodnoty pak dostaneme:

1. X, =X\, Yy, =YA  kde L je vektor optimalnich hodnot vah vypocteny modelem
(6).

2. Xq =4, %X-S", ¥q =Y, +s", kde symboly s hvézdickou (*) jsou vektory
optimalnich hodnot proménych modelu 6

Pro optimalni feSeni CCR modelt plati, ze hodnota ucelové funkce v modelu orientovaném na
vstupy je pievracenou hodnotou t¢elové funkce v modelu orientovaném na vystupy.

3.2 BCC model

Model, ktery ptedpokldda variabilni vynosy z rozsahu, byl navrzen v roce 1984 Bankerem,
Charnesem a Cooperem. Konvexni obal dat vede ke skutecnosti, ze na efektivni hranici se
nachazi vice jednotek, nez je tomu u CCR modelu. Pro formulaci BCC modelt stac¢i ptidat k

modelim (5 a 6) podminku konvexnosti €'A=1. Dostaneme dualni BCC model
orientovany na vstupy v nasledujici podobé (Charnes et al., 1994):

Minimalizovat:
2=0,+¢(e's" +e's’)
Za podminek:
Xh+s = quq ,
Yi-s" =y,, (7
e'r=1,
As',s>0.

Analogicky bude odvozen dualni BCC model orientovany na vystupy
Maximalizovat:

g=¢,+e(e's +e's),
Xh+s =Xq»
YL-s" =4y, 8
e'r=1,
As',s>0.

Interpretace i1 zplisob zjisStovani cilovych hodnot jsou u modela (7) a (8) stejné jako v ptipadé
modela (5) a (6).
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4 VEREJNA AUTOBUSOVA DOPRAVA

Na vefejnou autobusovou dopravu mizeme nahlizet jako na statek soukromy nebo vetejny.
Tyto principy jsou také uplatnény na trhu autobusové dopravy v Ceské republice. Cast trhu je
provozovana na komer¢ni bazi a Cast je objedndvana veiejnymi subjekty a financovana z
vetejnych penéz.

Nedotovand doprava je provozovana na trzich s dostatecnou poptavkou po piepravnich
sluzbéach. Jedna se hlavné o trasy mezi velkymi mésty, na kterych probiha konkuren¢ni boj
mezi soukromymi dopravcei (naptiklad linku Praha-Brno provozuje v 11 dopravci). V tomto
pfipad¢ je role statu zbytecnd, protoze zakaznik si sém vybere nejlepSiho dopravce, naopak
regulace a dotace zplisobi neefektivnost. Nejedna se vSak o Cisty piipad volné soutéze,
protoze urcitou formou regulace je vydavani licenci na ptislusnou linku s cilem zajistit urcitou
kvalitu poskytované sluzby a ochranu zZivotniho prostiedi.

Cast vefejné autobusové dopravy je poskytovana v obecném zajmu a je spolufinancovana z
vetejnych zdroji. Na jeji uhradé se podileji hlavné kraje, mala ¢ast jde z rozpoc€th obci.

5 APLIKACE DEA MODELU

Za produkéni jednotku bude povazovan v souladu s ptedchozim vykladem kraj, ktery v rdmci
své pusobnosti vetejnou dopravu zajistuje a spolufinancuje. Mnozina produkénich jednotek
bude tvorena 14 kraji Ceské republiky.

Vyhodou DEA modeli oproti jinym metodam je moznost zahrnout do analyzy vice
proménnych, tj. vstupll a vystupt a tim jednotku hodnotit komplexné&ji. Zarovei neni tieba
fesit, ze proménné jsou v riznych jednotkach a radech.

Dulezitym piedpokladem je vhodné zvolit vstupni a vystupni veli¢iny modelu tak, aby co
nejvice reprezentovaly redlnou situaci. Jejich pocet by pak mél odpovidat velikosti
sledovaného souboru, tj. v naSem piipadé poctu kraji. Obecné se doporucuje trojnasobek
souctu poctu vstupt a vystupti. Pokud je pocet sledovanych jednotek maly vzhledem k poctu
vstupil a vystupt, pak bude vétSina jednotek lezet na efektivni hranici.

Vstupy: Naklady, Autobusy

Vystupy: Trzby, Jizdni vykony, Piepravni vykony

Kraj Naklady Autobusy | Trzby (tis. | Jizdni vykony | Pfepravni vykony
(tis. K<) (ks) K¢) (tis. Km) (tis. osob)

Hl.m&sto Praha | 83686 135 38714 5900 3835

Stiedocesky 1733190 692 985864,8 | 42840 42281
JihoCesky 604423 312 228374,3 | 19262 16954
Plzensky 550521,2 289 190586 14797 12298
Karlovarsky 214056,7 159 83260,9 6645 6973

Ustecky 302921,8 350 126743,8 | 19275 13130
Liberecky 394205 288 177430 12458 11267
Kralovehradecky | 506508 229 224752 18634 14063
Pardubicky 457525 425 182731,8 | 18873 12744
Vysocina 496714,8 282 220046 15535 15200
Jihomoravsky 1201183 596 632198 41520 40281
Olomoucky 684731,9 189 268178,2 17367 24075
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Zlinsky 676885 266 385193 21896 24084

Moravskoslezsky | 1118801 676 512464,6 30558 36104

Tab. 5.1: Data pro DEA modely, zdroj: Ministerstvo dopravy, IODA, autor

Jak bylo diive uvedeno, ptedpokladem DEA modeli je homogenita produkénich jednotek.
Urcita pochybnost vznikla v otazce zatazeni HI. mésta Praha do souboru jednotek. Praha
vystupuje jako samostatny kraj, ale vefejna doprava je podobné¢ jako v dalSich méstech
zajisténa v ramci méstské hromadné dopravy. Linkova autobusova doprava je z tohoto
pohledu okrajova. Na zaklad¢ testu jak zatazeni ¢i vyfazeni Prahy ovlivni efektivni hranici a
miry efektivnosti, jsem dospél k zavéru, ze nedochazi k vyznamnym rozdiliim, a proto jsem
jednotku do souboru zaradil.

Kraj CCR-1 | BCC-1 | CCR-0 | BCC-0
Hl.mésto Praha | 1,000 1,000 |1,000 | 1,000
Stiedocéesky 0,999 (1,000 |1,001 | 1,000
JihoCesky 0,83 0,837 |1,198 |1,179
Plzensky 0,697 |0,708 |1,435 | 1,425
Karlovarsky 0,830 (0,919 |1,205 |1,191
Ustecky 1,000 |1,000 |1,000 | 1,000
Liberecky 0,816 |0,818 |1,225 |1,215
Kralovéhradecky | 1,000 1,000 |1,000 | 1,000
Pardubicky 0,803 [0,824 |1,245 |1,193
Vysoéina 0,821 (0,822 |1,218 | 1,216
Jihomoravsky 0,953 |1,000 |1,049 | 1,000
Olomoucky 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
Zlinsky 1,000 |1,000 |1,000 | 1,000
Moravskoslezsky | 0,858 | 0,950 | 1,166 | 1,047

Tab. 5.2: Vysledky CCR a BCC modelt, zdroj: autor

VSechny kraje s hodnotou miry efektivnosti 1 lezi na efektivni hranici a jsou v rdmci daného
souboru kraji efektivni. Charakter vynost z rozsahu pak uréuje, ze tuto podminku spliuje 5
kraji v ptipadé konstantnich vynost z rozsahu a 7 kraju v pfipadé¢ variabilnich vynosu z
rozsahu. Primérna mira efektivnosti pro CCR-1 model je 90,1% (resp. pro CCR-O model je
112,4%). Tuto hranici ptekracuje 7 krajii (HI. mé&sto Praha, Stiedogesky, Ustecky,
Kralovéhradecky, Jihomoravsky, Olomoucky a Zlinsky). Primérna mira efektivnosti

v piipadé¢ BCC-I modelu je 91,9 % (resp. pro BCC-O model je 110,5%) a lepsi nez pramér je
9 kraju (pribyly kraje Karlovarsky a Moravskoslezsky).

Pro lepsi ptehlednost si kraje rozdélime do nékolika skupin dle vysledku CCR modelu
orientované na vstupy (CCR model v orientaci na vystupy dava stejné vysledky).

Mira efektivnosti Kraj

=1 HI. mé&sto Praha, Ustecky, Kralovehradecky, Olomoucky, Zlinsky

<0,9-1) Stiedocesky, Jihomoravsky

<0,8-0,9) Moravskoslezsky, Jiho¢esky, Karlovarsky, Vyso¢ina, Liberecky, Pardubicky
<0,8 Plzensky

Tab. 4.4: Rozdéleni krajt dle miry efektivnosti, zdroj: autor
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Piedchozi analyza ukazala, Ze existuje vice kraji s mirou efektivnosti 1. Tyto kraje by mohli
byt dale uspotadany podle vysledki tzv. super efektivnosti, které vSak nebudou soucasti
tohoto ¢lanku.

6 ZAVER

Stézejni Casti tohoto Clanku byla prakticka aplikace na realnd data, kterd jsem ziskal v
databazi Ministerstva dopravy a na webovych strankach jednotlivych krajii CR. Pro vyjadieni
relevantnich vstupti jsem zvolil néklady, jako souhrnné penézni ocenéni vSech vstupti a pocet
autobust pro vyjadfeni kapitalového vstupu. Vystupy byly charakterizovany trzbami za
prodané jizdenky a vykony, konkrétn¢ jizdnimi a piepravnimi.

Pro vlastni analyzu byly zvoleny modely v orientaci na vstupy i vystupy, protoze poskytuji
jiny pohled na zvolenou problematiku. Vypocty provedené zakladnimi modely ukazaly, ze
primérna efektivnost pro CCR-I1 model je 90,1% a tuto hranici ptekrocilo 7 kraji. Primérna
mira efektivnosti pro BCC-I modely byla 91,9 % a lepsi nez pramér bylo 9 krajt.

Vysledky jsem dale porovnal s faktory, které by mohly mit vliv na vyslednou miru
efektivnosti, a které v modelech nebyly zahrnuty. Jednalo se hlavné o hustotu obyvatelstva,
pramérnou mzdu a alternativni zptisoby dopravy. Tyto vlivy se potvrdily hlavné v ptipadé
Prahy. Casteéné vysvétlily i nizsi efektivnost krajii s mensi hustotou obyvatel. Kraj Plzefisky
pouze uvedenymi faktory. Za zminku stoji srovnani kraji Kralovéhradeckého a Pardubického,
které maji velmi podobné geografické i demografické charakteristiky. Kraj Kralovéhradecky
se ukéazal 100 % efektivni, zatimco Pardubicky kraj dosdhl miry efektivnosti jen 80 %.
Krajem s nejvyssi mirou efektivnosti se stal Olomoucky kraj, jedné o kraj s primérnou
hustotou osidleni a s mensim poc¢tem aut. Ve vEtsi mife je rovnéz vyuzivéana i vefejna
zelezni¢ni doprava.

K zajimavému zavéru jsem dospél, kdyZ jsem porovnal miry efektivnosti kraji vypoctené
DEA modely s dotacemi do autobusové dopravy na obyvatele kraje. Kraje, které dosahly
Hhejlepsich vysledktt mély i méné dotaci na obyvatele ve srovnani s ostatnimi Kraji a naopak
kraje s nejniZs§i mirou efektivnosti dotovaly dopravu vice.
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MODELOVANIE VPLYVU FAKTORINGU NA HODNOTU FIRMY

MODELING THE IMPACT OF FACTORING ON THE VALUE OF THE
COMPANY

Eduard Hozlar

Abstrakt

V prispevku sa prezentuje pristup k modelovaniu vplyvu finanénych zdrojov z faktoringu na
hodnotu firmy. Ide o firmy, ktoré efektivne vyuzivaji uverové zdroje na zaklade
faktoringovych zmlav. Tento typ cudzich zdrojov vyuzivaju hlavne stredne vel'ké vyrobné
podniky. Zvoleny je pristup k modelovaniu hodnoty firmy na zdklade CAPM modelu. Skima
sa pritom vplyv zmien iba jednej zlozky cudzich zdrojov na vyslednt hodnotu firmy.

Krlucové slova: hodnota firmy, modelovanie, faktoring

Abstract

The paper presents an approach to modeling the impact of financial resources on factoring on
company value. These are companies that effectively use credit resources based on factoring
contracts. This type of foreign resource is mainly used by medium-sized manufacturing
companies. The approach to modeling company value based on the CAPM model is selected.
It examines the impact of changes to only one component of foreign sources on the resulting
company value.

Keywords: company value, modeling, factoring

1. MODELOVANIE HODNOTY FIRMY — ZAKLADNE TEORETICKE
PRISTUPY

Pre modelovanie financovania firmy sa zameriame na viastné financovanie a cudzie
financovanie. Vlastnym financovanim plynie do podniku uréita ¢ast’ zdrojov, ktorti nazyvame
viastny kapital, ktory je hlavnym nositelom podnikatel'ského rizika a nemd stanovenu
splatnost’. Medzi vlastny kapital patri v prvom rade zakladné imanie, ktorého vyska a spdsob
rucenia zavisi od pravnej formy podnikania. Ak sa finan¢né potreby kryji zdrojmi z vlastnej
¢innosti (zisk, odpisy), ide 0 samofinancovanie, ktoré znizuje potrebu cudzieho kapitalu.

Prevladajicim finanénym zdrojom firmy su najcastejSie cudzie zdroje, ktoré maju navratny
charakter. Cena cudzich zdrojov je nizSia ako cena vlastnych zdrojov, pretoze riziko, ktoré
podstupuje vlastnik firmy je vysSie ako riziko, ktoré podstupuje veritel. Cudzie zdroje
financovania st vo vSeobecnosti uverové zdroje, ktoré poskytuje veritel’ dlznikovi za rok na
zéklade zmluvy. Riziko veritel'a priamo zavisi na dobe poskytnutia tveru. Platené turoky su
pre dlznika sti€ast’ou nakladov.
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Osobiti Gverovu formu financovania predstavuje poskytnutie tveru formou faktoringu.
V hlavnom ¢leneni rozliSujeme ¢isty faktoring (resp. faktoring bez regresu) a faktoring
S regresom.

Bezregresny faktoring. V tomto type faktoringu faktor znaSa celé riziko z nezaplatenia
odkupenej pohl'adavky a od klienta neméze pozadovat’ Ziadne plnenie. Preto cena odktipenej
pohladavky zahfna aj rizikovu prirazku za nezaplatenie pohl'adavky do lehoty jej splatnosti
ako aj za prevzatie spravy.

Faktoring s regresom: Pri faktoringu s regresom faktor vrati klientovi ohrozené pohl'adavky,
ktoré neboli uhradené do lehoty splatnosti. Riziko ohrozenych pohladdvok zndSa klient.
Faktor vykonava vsetky sluzby suvisiace so spravou pohladavok klienta, ale nenesie ziadne
riziko spojené s platobnou neschopnostou odberatelov klienta. Faktor pozaduje od klienta
dva druhy poplatkov: a) faktoringovy poplatok za spravu pohl'adavok a ich inkaso a b) a urok
za poskytnuté a ¢erpané uverové financovanie.

1.1. Trhova hodnota kapitalu

na kapital. Optimalna Struktara kapitalu je takd jeho Struktura, pri ktorej sa dosahuje najvyssia
trhova hodnota firmy, resp. minimdalne naklady na celkovy kapital, pricom musia byt splnené
podmienky pre udrziavanie schopnosti plnit zavdzky voc¢i veritelom riadne a vcas.
Kapitdlova struktura firmy je podiel jednotlivych zloziek vlastného a cudzieho kapitalu na
celkovom kapitale, ktorym kryjeme cely majetok firmy.

Z hl'adiska ur¢ovania hodnoty firmy alebo investicie naklady na kapital podniku povazujeme
za najvyznamnej$i faktor rozhodovania. V ramci kapitalovej Struktiry ide o vydavok, ktory
spajame so ziskavanim a viazanim rdéznych foriem kapitalu.

Ndklady na cudzi kapital (ndklady na dlh) vznikaju pri forme tveru alebo pri emisii obligacie.
Vyjadrujeme ho ako urok, ktory podnik plati svojim veritelom a pri vypoéte nesmieme
zabudnut,, ze Groky znizuju zéklad dane z prijmu.

Naklady na vlastné imanie predstavuju zisk, ktory ziskavaji vlastnici ako vynos kapitalu,
ktory investovali do vybraného podniku.

Ndaklady na celkovy kapital firmy vyjadrujeme ako priemerné ndaklady na celkovy kapital,
ktoré zavisia nielen od nakladov na ziskanie foriem kapitalu, ale aj od podielu zloZiek kapitalu
na celkovom kapitale podniku. Naklady kapitalu vyjadrujeme v trhovych hodnotéach.

Klasicky pristup k modelovaniu hodnoty firmy spociva v skimani jej finan¢nej Struktury
a priemernych néakladov na celkovy kapitdl z hladiska dosiahnutia maximalnej trhovej
hodnoty firmy. Tejto problematike sa venovalo vela autorov, napr. BREALEY,R.A., 2014,
KRALOVIC, J. - VLACHYNSKY, K. 2011, KRISTOFIK, P. et al. 2010 a ini. Plati, ze &m
je podnik zadlzenej$i, tym nizSie su priemerné néklady kapitdlu pre podnik a tym vyssia je
trhova cena podniku atym vyssi zisk pripada na kazdu vlastnicku jednotku (napr. jednu
akciu). Keby vsak zadlzenost’ podniku rastla az na hranicu platobnej neschopnosti, majitelia
(akcionari) by zvysili pozadovany vynos na svoj kapital kvoli kompenzacii rizika. Z toho
vyplyva, Ze do urcitého podielu cudzieho kapitalu celkové ndklady podniku na kapital klesaju
a potom zacinaju rast’. Za tychto predpokladov je mozné urcit’ optimdlnu finanénu Struktaru
podniku. Je v bode, v ktorom celkové naklady na kapital si minimalne. V tomto bode sa
dosahuje aj optimdlna (najvyssia) trhova cena podniku.

1.2. Modelovanie nakladov na kapital

Znizenie priemernych nakladov na podnikovy kapital (tj. vazeny aritmeticky priemer
nakladov vlastného a cudzieho kapitalu) zvySuje trhovli hodnotu podniku. Vdzené priemerné
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naklady na celkovy kapital 1, predstavuji priemerni mieru vynosu, ktoru pozaduju
poskytovatelia vlastného kapitalu a poskytovatelia dlhového kapitalu. Vypocet priemernych
nakladov kapitalu je diskutovany napr. v (Brealey, Myers, Allen, 2014). Vypocet rp, ma
nasledovné parametre:

E_, D
EExD " PE+D

TA=

(D
kde

rg — naklady na vlastny kapital, t.j. vynos, ktory pozaduju majitelia spolo¢nosti (v podobe
dividend a zvySenia hodnoty spolo¢nosti),

rp — naklady na dlhovy kapitdl po zdaneni, t.j. vynos, ktory pozaduju poskytovatelia dlhu
(napr. trok pozadovany bankou), oCisteny o urokovy danovy Stit,

E — trhové hodnota vlastného kapitalu (imania) spolo¢nosti,

D — trhova hodnota dlhového kapitalu spoloc¢nosti, pricom E a D sltzia ako vahy pre vypocet
vazeného priemeru.

Naklady na vlastny kapitdl 1z sa najcastejsie pocitaji pomocou modelu CAPM v tvare
rE =T'f+T'pﬁ+T'5, (2)
kde

rr — vynos z investicie do bezrizikovych aktiv, ktory investorom prind$aju ,,bezrizikové*
aktiva. Ak firma podniké4 na Slovensku, mézeme pouzit’ vynosy slovenskych Statnych
dlihopisov.

r, — trhova rizikova prirazka, t.j. dodatoCny vynos nad Groveil vynosu z bezrizikovej
investicie, ktory pozaduji investori do (viac rizikového) akciového trhu. Tento rozdiel je
potom potrebné upravit’ o riziko krajiny.

B — beta koeficient daného odvetvia, ktory vyjadruje rizikovost’ konkrétneho odvetvia alebo
spolo¢nosti v pomere K riziku z investicie do celkového akciového trhu (ktory ma koeficient
beta rovny 1).

rs — Specifickd rizikova prirdzka tykajica sa konkrétnej spolo¢nosti (napr. prirazka za
vel'kost’ spolo¢nosti)

Pri vybere bezrizikového aktiva treba zohl'adnit' krajinu a menu, v ktorej sa budu penazné
toky realizovat’. Pre slovenské firmy sa mézu pouzit’ vynosy slovenskych Statnych dlhopisov.
Historicky prehl'ad vynosov do splatnosti benchmarkového 10 ro¢ného vladneho dlhopisu
uverejiiuje aj NBS. Prehlad trhovych rizikovych prirazok (equity risk Premium ERP) je
mozné najst’ napriklad internetovej stranke amerického profesora financii na Stern School of
Business Univerzity v New Yorku Aswatha Damodarana [10]. Informacie uverejnené na tejto
internetovej stranke Casto pouzivaji aj odbornici na ocenovanie a financné modelovanie na
celom svete.

Naklady cudzieho kapitdlu. Pri nakladoch na dlhovy kapital 1, sa berie do tivahy danovy
urokovy $tit, t.j. pouzivaji sa naklady na dlhovy kapital po zdaneni:

rp=i(1—d) 3)

kde i je urokova sadzba dlhového kapitalu a d je sadzba dane z prijmov.
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Ak ma firma viacero Gverov a inych cudzich zdrojov, treba vypocitat’ vazené trokové naklady
pretoze je potrebné odhadnut, za aka priemernt urokova sadzbu by podnik dokézal na trhu
prefinancovat’ cely svoj existujuci dlh.

Pre nase potreby budeme skiimat’ faktoringové uverovanie, kde néklady na tento typ uveru
obsahuju nielen trok z Giveru ale aj faktoringovy poplatok. Tento typ Giverovania vyuzivaju tie
firmy, ktoré potrebuji viac hotovosti a nemaju dost’ iného majetku na rucenie bankového
uveru. Preto st aj nédklady na tento tiver vyssie ako na bankovy uver.

1.3. Tlustracia vypoctu priemernyvh nakladov na celkovy kapital

Pre ilustraciu vypocétu uvedeného v Tabulke 1 sme si zvolili firmu, ktora ma pomer dlhu
a vlastného imania 64%, rizikova prirazka je prepocitana ratingom Slovenska Aa a aktualnym
udajmi k 1.7.2018 z databdzy Damodarana [10]. Pre zadané udaje nam podrla (1) az (3), kde
stupent samofinancovania je 70/105 a stupen zadlZenosti 45/105, vysli priemerné naklady na
celkovy kapital 8,06%.V tomto priklade sme uvazovali s priemernou hodnotou dlhu pred
zdanenim 4,5%.

¢ - vynos z investicie do bezrizikovych aktiv 0,81%
I' - trhova rizikova prirazka 5,88%
B - koeficient beta 0,97
I's - Specificka rizikova prirazka 4,50%
I't - ndklady na vlastny kapital 10,99%
Priemerné naklady na dlhovy kapital spolocosti 4,50%
d — sadzba dane z prijmov 21,0%
rp — naklady na dlhovy kapital po zdaneni 3,56%
Trhova hodnota dlhového kapitalu 45,0
Trhova hodnota vlastného imania 70,0
Pomer dlhu a vlastného imania 64%
Sadzba dane z prijmov 21,0%
priemern¢ naklady kapitalu 8,08%

Tabul’ka 1: Vypocet priemernych nakladov kapitalu — viastné
spracovanie podla [10].

2. STOCHASTICKY MODEL NAKLADOV NA CELKOVY KAPITAL
PRI FAKTORINGOVOM UVEROVANI

Pri zapojeni faktoringového tiverovania naklady na dlh urcite vzrasta jednak o zvySené riziko
faktora a o prepocitany faktoringovy poplatok. Uvazujme o tom, Ze narast priemernej ceny
dlhového kapitalu i vzrastie 0 nahodnt veli¢inu f rovnomerne rozdelent v intervale < 0; ¢ >,
kde ¢ vyjadruje maximélny percentualny prirastok ceny dlhu. Ulohou je najst’ taka $truktaru
kapitalu, pri ktorej sa s vysokou pravdepodobnostou znizi priemernd cena celkového
kapitalu, ¢o mé za nésledok zvySenie hodnoty firmy.

Ozna¢me a stupen zadlZenosti firmy, t.z. (1 — a) je jej stupen samofinancovania. Ak i je
priemerna cena bankového dlhu a d sadzba dane z prijmu, f sadzba nakladov za faktoring,
vyska ktorej je nahodna premenna s rovnomernym rozdelenim v intervale < 0;c >, potom
optimaliza¢ny model ma tvar
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minimalizovat E((1 — a)rg + arp)
za podmienok
P((l —)rg+ arp < rA) =y
p=0+)A-d)
f = R(0;¢)
o> 0

V tomto modeli ide 0 najdenie optimalnej hodnoty stupiia zadlzenosti pri zadanej Grovni
priemernych nikladov na celkovy kapital.

Iny pristup je spojeny s S pomerovym ukarovatelom D/E , ktora si oznaéme ako k. Potom
rovnica (1) ma tvar

1 4 k
T kT PTrk

Ak by sme za dlhové financovanie zvolili faktoring, ktory by zvysil priemerné naklady na dlh
0 hodnoru § = (1 — d)f, porom mozno medzi k a § odvodit’ nasledovny vz5ah:

rA:

8 = TE—TD
k

+1p — 1y,
kde k > 0.
V tomto pripade mézeme hl'adat’ maximalnu hodnotu pomeru D/E:

maximlizovat k

za podmienok

1 —_
P(f < —(E2+1p — 1))

f = R(0;¢)
k> 0.

V uvedenom pristupe k modelovaniu priemernych nakladov na celkovy kapital pre firmy,
ktoré vyuzivaji ako hlavny zdroj financovania dlhového kapitalu faktoring s regresom je
ukazané, ze narast nakladov na dlhovy zdroj cez faktoring ma zmysel iba vtedy, ked” pomer
dihu a vlastnych zdrojov je mensi ako 1. Tato podmienku spiiiaju firmy zamerané na vyrobna
¢innost’ pre obchod. ZvySovanim ceny dlhu pre zachovanie priemernych nékladov na kapitél
treba menit’ Struktaru kapitalu v prospech vlastného kapitélu.
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CRIME DETERMINANTS FROM THE SPATIAL PERSPECTIVE:
A GWR APPROACH

DETERMINANTY KRIMINALITY Z PRIESTOROVEHO HEADISKA:
GWR PRISTUP

Michaela Chocholata

Abstract

This paper deals with the analysis of crime determinants from the spatial perspective using the
geographically weighted regression (GWR) approach. The dependent variable is the total
number of crimes per 1000 persons and variables GDP per capita, rate of employed persons
and population density are used as independent variables (crime determinants). The analysis is
done for the 113 NUTS 3 (Nomenclature of Units for Territorial Statistics) regions of the
Czech Republic, Hungary, Poland and Slovakia. Besides the OLS estimation of the classical
regression model the locally varying coefficients based on geographically weighted regression
(GWR) are estimated. The results proved that the local GWR approach describes the data set
better than the global model. The GWR local coefficient estimates furthermore enabled to
assess the influence of analysed crime determinants in individual regions.

Keywords: crime, region, GWR approach

Abstrakt

Predmetom prispevku je analyza faktorov ovplyvilujucich kriminalitu S ohladom na
umiestnenie regionu v priestore s vyuzitim pristupu geograficky vazenej regresie (GWR).
Zavislou premennou je celkovy pocet trestnych ¢inov na 1000 osdb a premenné HDP na
0sobu, miera zamestnanosti a hustota obyvatel'stva st pouzité ako nezavisle premenné
(faktory ovplyviiujiice kriminalitu). Analyza je realizovana pre 113 NUTS 3 (Nomenclature
of Units for Territorial Statistics) regionov z Ceskej republiky, Madarska, Pol'ska a
Slovenska. Okrem odhadu parametrov klasického regresného modelu metédou najmensich
Stvorcov boli odhadnuté tiez lokalne sa meniace parametre na baze GWR. Vysledky potvrdili,
ze lokdlny GWR pristup popisuje analyzované data lepSie ako globalny model. Odhady
lokalnych koeficientov na baze GWR navySe umoznili posudit vplyv analyzovanych
determinantov (faktorov) kriminality v jednotlivych regionoch.

KUPucové slova: kriminalita, region, GWR pristup

1 INTRODUCTION

The analysis of crime from different aspects (sociological, psychological, economic, urban
planning etc.) can be seen as an interesting issue. There have been published many studies
dealing with the causes, determinants and effects of crime — for a detailed survey see e.g.
Messner et al. (1999), Anselin et al. (2000), Lee et al. (2009) and Ratcliffe (2010). From the
spatial perspective it is especially important to analyse the impact of location together with
impacts of other socio-economic crime determinants on the number of crimes in a concrete
region. These issues are subjects of the spatial econometric analysis using nowadays quite a
broad range of models regarding spatial dependence and/or spatial heterogeneity of analysed
regions.
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Messner et al. (1999) using the exploratory spatial data analysis (ESDA) to examine the
distribution of homicides strongly confirmed the spatial patterning of criminal violence.
Spatial regimes and spatial autocorrelation were considered in the Almeida et al. (2003)
examination study of spatial pattern of crime in the state of Minas Gerais in Brazil. The
ESDA approach together with the geographically weighted exploratory statistics (GWS) and
algorithm of hierarchical clustering were used by Penchev (2014) in the analysis of crime
rates in the European Union (EU) on the NUTS 3 (Nomenclature of Units for Territorial
Statistics) level. Cracolici and Uberti (2008) analysed the geographical distribution of crime
in Italian provinces based on estimation of various cross-sectional spatial econometric
models. Lee et al. (2009) distinguished the social organization theory, criminal opportunity
theory, strain theory, economic theory and pointed out that location (space) is nowadays
considered to be one of the most important factors in the analysis of crime. They presented the
analysis of determinants of crime incidence in Korea based on a mixed geographically
weighted regression (GWR) approach and confirmed that crime is not randomly distributed
over space. The spatial panel econometrics was used by Delbecq et al. (2013) who studied the
crime in Chicago. Chocholata (2018a) provided the spatial analysis of crime regions of the
Czech Republic, Hungary, Poland and Slovakia based on ESDA instruments and estimation
of both non-spatial and spatial econometric models. It was proved that the crime rate is
determined not only by the economic and demographic indicators of the analysed region, but
also essentially by the number of crimes in neighbouring regions.

The aim of this paper is to estimate the appropriate econometric models of crime for the
cross-sectional data of 113 NUTS 3 regions of the Visegrad 4 (V4) countries, i.e. the Czech
Republic, Hungary, Poland and Slovakia. Taking into account the spatial heterogeneity of the
analysed regions as well as the impacts of selected crime determinants (GDP per capita, rate
of employed persons and population density) on the number of crimes in a concrete region,
the GWR approach will be applied.

The rest of the paper is organized as follows. The introduction in section 1 is followed by
section 2 which provides the methodological issues concerning the GWR. Section 3 of the
paper deals with the data description and the empirical results of the analysis. Conclusion is
presented in section 4.

2 METHODOLOGY — GEOGRAPHICALLY WEIGHTED
REGRESSION (GWR)

As mentioned above, spatial econometrics has to do with two spatial effects — spatial
dependence (spatial autocorrelation) and spatial non-stationarity (spatial heterogeneity). The
presence of spatial autocorrelation means that there is a significant tendency towards
clustering of similar (dissimilar) values in space indicating positive (negative) spatial
autocorrelation, the presence of spatial heterogeneity indicates that parameters can vary across
regions (Chocholata, 2018b; Furkova, 2018).

With respect to the aim of this paper we will concentrate on modelling of spatial
heterogeneity using the GWR approach. As for spatial heterogeneity, we can suppose that it is
not true that the same relationship holds across all the analysed regions (Curran, 2009). In
general, we can either consider various spatial regimes (with different regression parameter
values for groups of regions) or to suppose the most general situation in which parameters
vary locally, i.e. for each analysed region.

The GWR approach was developed by Brunsdon, Charlton and Fotheringham (see e.g.,
Fotheringham et al., 2002) and enables to estimate local parameter values for each region in
the data set. The corresponding model is as follows (Wheeler and Paez, 2010):
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Yi = Bio + Z Bik Xix + € )
=1

where index i =1, ..., n, denotes the i-th region, y; is the value of dependent variable at region
I, x;, denotes the values of the k-th independent variable at region i, ;o is the intercept, S;x IS
the regression coefficient for the k-th independent variable, p is the number of regression
terms, and ¢; denotes the error term at region i. Model (1) can be rewritten in a matrix form as
follows (Wheeler and Paez, 2010; Furkova, 2018):

Yi=XxiBi+ & (2)

where @B; denotes a column vector of regression coefficients and x; is a row vector of
independent variables at region i. Regression coefficients at region i can be estimated by
weighted least squares:

B, = X"TW.X)"1x"w,y 3

where y is the n x 1 vector of dependent variables, X is the n x k matrix of independent
variables (including a column of ones for the intercept), W; is the n x n diagonal weight
matrix at region i, 8; denotes the vector of p local regression coefficients at region i (Wheeler
and Paez, 2010). The weights are based on the distance of the region i and all the other regions
(Bivand and Brunstad, 2003), the weight declines continuously as the distance between two
regions increases (Fotheringham et al., 2002). GWR is thus based on the window weighting
technique, the weighting scheme is based on the spatial kernel function. Fotheringham et al.
(2002) distinguish GWR with fixed and adaptive spatial kernels, respectively. Nakaya (2016)
presents various possibilities how to determine the optimal value of the bandwidth of the
spatial kernel function specifying the range of the search window.

GWR results in estimation of n vectors of parameters, one for each region. In order to test
whether the GWR model describes the data significantly better than a global model (i.e.
model supposing that the same relationship holds across the all analysed regions), various
tests can be performed, e.g. the GWR ANOVA test testing the statistically significant
improvement in the GWR model performance over the global model and geographical
variability tests of local coefficients (Fotheringham et al., 2002, Leung et al., 2000, Nakaya,
2016).

3 DATA AND EMPIRICAL RESULTS

The analysis in this paper is based on the same data as used in Chocholata (2018a). The data
set comprises the regional data for the 114 NUTS 3 regions of the Visegrad group countries
(14 Czech regions, 20 Hungarian regions, 72 Polish regions and 8 Slovak regions). The
dependent variable is the total number of crimes per 1000 persons in 2016 calculated as the
total number of crimes in 20167 divided by the Eurostat data on average annual population to

! With regard to the data from a Hungarian region Zala giving 26 593 registered crimes in 2016 in comparison to
6 222 registered crimes in 2015, we decided to exclude this region from analysis and to provide the analysis for a
reduced set of 113 NUTS 3 regions.

2 Total number of registered crimes in 2016 was retrieved from different sources: Police of the Czech Republic
(http://www.policie.cz/docDetail.aspx?docid=22346473&docType=ART), Hungarian Central Statistical Office
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calculate regional GDP data (thousand persons) by NUTS 3 regions in 2015
(http://ec.europa.eu/eurostat/web/rural-development/data/database). The independent
variables®, i.e. crime determinants, were as follows: GDP per capita defined at PPS for 2015,
employment rate (calculated as a ratio of employed persons to the average annual population
to calculate regional GDP data — both in 2015) and population density (inhabitants per km2)
in 2016. The spatial analysis was carried out in software GeoDa, the .shp file for the European
regions with regard to NUTS 2013 classification was downloaded from the web page of
Eurostat (http://ec.europa.eu/eurostat/web/gisco/geodata/reference-data/administrative-units-
statistical-units) and adequately modified in GeoDa. GWR approach was applied in the
GWR4 software environment.

Fig. 1 illustrates the box maps for the total number of crimes per 1000 persons (denoted as
criléobyv), GDP per capita (gdpl5pps), rate of employed persons (empl5obyv) and
population density (popdens16) across individual NUTS 3 regions of V4 countries in order to
visualise the unequally distribution of analysed variables over space with considerable
differences across regions inside the analysed countries. Concerning the dependent variable,
crime rates, high concentration of criminality was detected in 4 regions — in Prague region,
Budapest and Pest regions and the city of Wroclaw, the lowest criminality was detected in
majority of Slovak regions, 3 Czech regions and 18 Polish regions. High values of
independent variables — GDP per capita, rate of employed persons and population density —
were detected in regions corresponding to the capital cities of individual countries and some
other Polish regions while low values could be found in majority of Hungarian regions, south-
eastern Slovak regions and various Polish regions. Indicating the huge spatial heterogeneity, it
could not be expected that the same relationship would hold across all the regions in the data
set.

As the first step, the classical global regression model was estimated using the standard OLS
technique:

crime; = By + B1gdp; + Bemp; + [zdens; + ¢; 4)

where the dependent variable (crime) is a function of independent variables (gdp — GDP per
capita, emp — rate of employed persons and dens — population density), £,, £,, £, and S,

are unknown parameters and ¢; represents an error term. Estimates of individual global
coefficients (i.e. without regional differentiation) are in Tab. 1 (column: Linear model). All
the estimated coefficients were statistically significant at the 5 percent level. It follows testing
for the presence of the spatial autocorrelation among the regression residuals by calculation of
the spatial diagnostic test statistics — the Moran’s | (the formula for calculation see e.g., Getis,
2010). Estimated value of 0.341 indicates presence of the statistically significant positive
spatial autocorrelation. In order to capture the spatial non-stationarity across analysed regions,
the global spatial analysis based on model (4) was followed by the local spatial analysis based
on model (5):

crime; = Pio + Pi19dp; + Bizemp; + Pizdens; + ¢; (5)

(https://www.ksh.hu/docs/eng/xstadat/xstadat_annual/i_zji001b.html), Statistical Yearbook of the Regions -
Poland 2017 (https://stat.gov.pl/en/topics/statistical-yearbooks/statistical-yearbooks/statistical-yearbook-of-the-
regions-poland-2017,4,12.html) and from the DATAcube. database of the Statistical Office of the Slovak
Republic
(http://datacube.statistics.sk/#!/view/sk/VBD_SK_WIN/sk3003rr/Kriminalita%20pod%C4%BEa%20z%C3%Al
kladn%C3%BDch%20skup%C3%ADn%20trestn%C3%BDch%20%C4%8Dinov%20%5Bsk3003rr%5D).

® Retrieved from the Eurostat database (http://ec.europa.eu/eurostat/web/rural-development/data/database).

71


http://ec.europa.eu/eurostat/web/rural-development/data/database

Fig. 1: Box maps of the crime per 1000 persons (cril6obyv), GDP per capita (gdpl5pps), rate
of employed persons (emp150byv) and population density (popdens16)
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I Upper outiier (4) [33:inf]

Hinge=1.5: EMP1S0BYV Hinge=1.5: popdens16
B Lower outlier (0} [-inf : 0.183] Il Lower outier (0) [-nf: -59.4]
[ =25% (28) [0.183 : 0.346] [ «25% (28) [-59.4:767]

[ ] 25%-50% (28) [0.345: 0.331] [ ] 25%-50% (28) [76.7: 103]
[ ] 50%-75% (29) [0.391:0.449] [] 50%-75% (29) [103: 167]
[ = 75% (23) [0.449 : 0.502] B - 75% (13) [167 : 303]

B Upper outlier (5) [0.602 : inf] I vpper outier (15) [303: inf]

Source: own calculations in GeoDa (box map of crime per 1000 persons see Chocholatd,
2018a)
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The local parameters of model (5) were estimated based on GWR using the adaptive bi-square
kernel (Nakaya, 2016, Chocholata, 2018b). Selected GWR estimation results are presented in
Tab. 1 (columns: GWR). Colour-coded maps of estimated local coefficients from the GWR fit
together with the local coefficients of determination R? are collected in Fig. 2 and show the
different model performance in individual regions. While the global and local coefficients for
the intercept and population density had the same sign indicating (as expected) positive
influence in both models, the influence of the remaining two variables — GDP per capita and
rate of employed persons — was not so clear. As for the global model, the employment rate
had expected negative impact indicating the decline of crime rates with increasing
employment rate, but in case of GDP per capita the estimated sign was positive (for some
explanations see e.g., Fajnzylber et al., 2002; Chocholata, 2018a). In case of the GWR fit had
both these variables (i.e., GDP per capita and rate of employed persons) positive influence in
some areas, but negative in some other areas (Fig. 2). Comparing the estimation results of the
global model (4) and the GWR fit of the local model (5) based on values of the adjusted
coefficients of determination R? 0.4229 and 0.5605, respectively (Tab. 1), indicates some
improvement in the model performance. The comparison of the OLS and GWR results based
on AlCc values of 682.6450 and 668.9100, respectively (Tab. 1), confirms a strong evidence
of an improvement in the GWR model fit as well. Moran’s | for the residuals from the GWR
fit of 0.180 indicates reduction in the degree of the spatial autocorrelation in comparison to
the OLS model fit (Fotheringham et al., 2002). Based on the GWR ANOVA test with the test
statistic F = 2.539641 it was proved the statistically significant improvement in the GWR
model performance over the global model. Using the geographical variability tests of local
coefficients it was confirmed that all coefficients exhibited statistically significant spatial
variations in their values.

Table 1: Estimation results of OLS regression and of GWR

Model Linear GWR
model Minimum  Lower  Median  Upper Maximum
Quartile Quiartile
yi 23.5324 12.1094 171762  22.8277 26.5962 40.4771
B, 0.0003 -0.0004 0.0001 0.000296 0.00047  0.0006
B, -27.5776 -77.0052  -40.2132 -26.9732 -9.8294 8.9730
y: 0.0062 0.0030 0.0041 0.0062 0.0085 0.0109
AlCc 682.6450 668.9100
Adjusted R? 0.4229 0.5605

Source: own calculations in GeoDa and GWR 4

4 CONCLUSION

The analysis of crime determinants from the spatial perspective using the geographically
weighted regression (GWR) approach was provided based on the regional data from 113
NUTS 3 regions of V4 countries. Taking the total number of crimes per 1000 persons as a
dependent variable and variables GDP per capita, rate of employed persons and population
density as independent variables (crime determinants) we applied both the global OLS
estimation of the classical regression model as well as the local GWR approach to estimate
the local varying coefficients. The results imply that the higher population density lead to
increasing crime rates (in both models) since regions with higher concentration of population
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are more attractive for committing a crime due to higher anonymity. The impact of GDP per
capita is in global model as well as in majority of regions based on local model positive, i.e.
the higher GDP per capita leads to increasing crime rate in a region. The interpretation is a
little bit problematic since due to data unavailability there was no distinction in the character
of crime (murders, thefts, etc.) taken into account. As for the employment rate variable, it can
be concluded that in a global model as well as in majority of local coefficients from the local
models, the relation is negative, i.e. the higher employment rate will imply the downward
trend of the criminal acts. This paper enables to analyse the crime determinants taking into
account the spatial heterogeneity of the analysed data set and to gain more detailed
characterisation of the crime determinants from the spatial point of view.

Fig. 2: Local coefficients of determination R? and local coefficients of GDP per capita
(est_g_5pps), rate of employed persons (est E_OBYV) and population density (est_p_ns16)
from the GWR fit
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Source: own calculations in GWR4 and GeoDa
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MEDZINARODNA INVES?ICNA POZiC;A AKO INDIKATOR
VONKAJSEJ ROVNOVAHY"

INTERNATIONAL INVESTMENT POSITION AS EXTERNAL EQUITY
INDICATOR

Miroslava JanosSova

Abstrakt

Prispevok je zamerany na popis vyvoja hrubej zahrani¢nej zadlzenosti Slovenska v obdobi
rokov 2008 az 2017 ako ekonomického ukazovatela, ktory je jednou zo zloziek
medzinarodnej investi¢nej pozicie. Tak ako platobna bilancia tak aj medzinarodna investi¢na
pozicia poskytuje uzitocné informdcie na posudenie ekonomickych vztahov krajiny so
zvySkom sveta. Vyvoj ukazovatel'a hrubej zahrani¢nej zadlZenosti na Slovensku popiseme aj
vo vztahu k hrubému domacemu produktu a exportu ako pomerové ukazovatele. Prave tieto
pomerové ukazovatele si povazované za mozné indikatory vonkajsej rovnovahy.

KPucové slova: Medzinarodnd investicnd pozicia, Hruba zadlZenost krajiny, zahranicny dlh

Abstract

The paper is focused on the description of Slovakia's gross external debt development in the
period 2008 to 2017 as an economic indicator, which is one of the components of the
international investment position. Both the balance of payments and the international
investment position provide useful information for evaluating the country's economic
relations with the rest of the world. The development of the indicator of gross external debt in
Slovakia will be described also in relation to the gross domestic product and export as ratios.
The same ratios are considered as potential indicators of external equity indicators.

Keywords: International Investment Position, Gross External Debt, Foreign debt,

1 UVOD

Ukazovatel medzinarodnej investi¢nej pozicie (MIP) predstavuje doplnkova Statistiku
platobnej bilancie a vzhl'adom na tato skuto¢nost’ su niektoré jeho zakladné komponenty
totozné s finanénym uétom platobnej bilancie. Pre vykazovanie daného indikatora
neexistovala ucelena medzinarodna metodika az do roku 1993, kedy bolo toto vykazovanie
upraven¢ 5. vydanim Manudlu platobnej bilancie Medzinarodného menového fondu.
V stcasnosti prebieha implementacia upraveného manualu platobnej bilancie z roku 20009.
Udaje obsiahnuté v ukazovateli MIP st jednym z najvyznamnejsich ukazovatel'ov merajicich
stupeit otvorenosti ekonomiky krajiny. (JanoSik, 2010) Okrem blizkeho prepojenia
s platobnou bilanciou, m6zeme toto prepojenie sledovat’ aj v spojitosti s inymi Statistickymi
agregatmi, napr. hrubou zahrani¢nou zadlzenostou krajiny. Hruba zahrani¢na zadlZenost
krajiny tvori podmnozinu indikatora medzinarodnej investicnej pozicie a je tvorena vsetkymi
pasivami s vynechanim majetkovej ucasti v priamych ako aj portfoliovych investiciach,
reinvestovaného zisku a pasiv vo finan¢nych derivatoch.

! Tento prispevok bol vypracovany v ramci rieenia projektu APVV-17-0551 ,,Vyrovnavanie nerovnovéh:
prehodnotenie pohl'adu na makroekonomické nerovnovahy v eurépskom ramci riadenia“
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2 HRUBA ZAHRANICNA ZADLZENOST SLOVENSKA

Hruba zahrani¢na zadlzenost’ Slovenska je v izkom prepojeni s platobnou bilanciou ako aj
medzinarodnou investi¢nou poziciou. Predstavuje celkovy objem dlhu rezidentov, ktory je
vytvoreny u zahrani¢nych veritel'ov.

Graf 1 Vyvoj hrubej zahrani¢nej zadlZenosti Slovenska v rokoch 2008 az 2017 v mil. EUR

100 000
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;;wum

2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
m Krétkodoby dih 19607 29558 28946 29784 21583 18676 21270 21963 28648 45911
B Dlhodoby dlh 18996 20566 23290 25528 33300 42185 47211 45434 45102 48238

B HRUBA ZAHRANICNA

ZADLZENOST 38603,4 501239 522358 553123 548824 608606 684804 673978 73750,3 941490

Zdroj: Vlastné spracovanie na zaklade dat NBS vykazovanych podl'a metodiky BPM6

Na Grafe ¢. 1 mozeme vidiet', ze pocas celého obdobia hruba zadlZzenost” krajiny ma prevazne
rastucu tendenciu. Najvys$Sie hodnoty hrubej zadlzenosti Slovenska vo¢i zahraniiu su
zaznamenané v roku 2017 atona ﬁrovni 94 149 mil. EUR Islo o najvyéﬁi medziroény narast
hodnoty hrubej zahrani¢nej zadlzenosti boli Vykazovane v predkrizovom roku 2008 kedy
dosahovali troveti 38 603,4 mil. EUR. Samotny rast hrubej zahraniénej zadizenosti nemusi
eSte zanamenat nepriaznivy vyvoj pre krajinu, dolezity je aj pomer medzi kratkodobym
a dlhodobym dlhom, pri¢om dlhodoby dlh by mal tvorit’ viac neZ polovicu hrubého dlhu.
Z hladiska rozdelenia hrubej zahrani¢nej zadlZenosti medzi kratkodoby a dlhodoby dlh
mozeme vidiet', Ze od roku 2008 az do roku 2011 vicsiu Cast’ celkovej zadlzenosti krajiny
predstavoval kratkodoby dlh. Tento stav mdze byt v znanej miere spojeny aj so vstupom
Slovenska do eurozény, ked” Narodna banka Slovenska (NBS) v ramci thrady svojich
zéaviazkov si  finan¢né prostriedky pozicala z Eurosystému, ateda doSlo k narastu
kratkodobého zahrani¢éného dlhu NBS. Ekondémovia uvéadzaji, ze kritickou hranicou
rozdelenia podielu kratkodobého dlhu a dlhodobého dlhu na hrubej zadlzenosti krajiny je 40%
pre kratkodoby dlh a 60% pre dlhodoby dlh. Na Grafe ¢. 2 mdézeme vidiet', Ze tato kriticka
hranica a teda pomyselny limit pre kratkodoby dlh bol prekro¢eny od roku 2008 az do roku
2011. Najvacsi podiel bol zaznamenany v roku 2009, kedy predstavoval kratkodoby dlh az
59% na celkovej zadlzenosti krajiny, v nasledujucich rokoch 2011 az 2016 bol tento dlh pod
hranicou 40% avSak v roku 2017 ju opiat’ prekroCil o 9%. Najvyraznejs$i nepomer medzi
kratkodobym a dlhodobym dlhom bol v roku 2013, kedy dlhodoby dlh predstavoval az 63%
z celkovej zadlzenosti. Rovnako dolezita je aj dynamika vyvoja tychto ukazovatelov.
Z pohl'adu vyrazne sa zvicSujucej hrubej zadlzenosti krajiny a zvacSujicom sa podiele
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kratkodobého dlhu na tejto celkovej zadlZzenosti nemoZeme hovorit’ o priaznivom vyvoji pre
Slovensko.

Graf 2 Podiel kratkodobého dlhu a dlhodobého na hrubej zadlZzenosti Slovenska voci zahrani¢i v %
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Zdroj: Vlastné spracovanie na zaklade dat NBS vykazovanych podl'a metodiky BPM6

2.1 Vyvoj hrubej zahrani¢nej zadlZenosti vo vzt'ahu k hrubému domacemu produktu
Slovenska

Velmi doélezitymi ukazovateI'mi hodnotenia zahrani¢nej zadlzenosti su aj tzv. pomerové
ukazovatele. Ide v zasade o urc¢ity manual, ktory upravuje pri hodnotovych tdajoch aka miera
zahrani¢nej zadlzenosti je pripustnd v medzindrodnom meradle. Moze ist o Struktaru
komponentov, ktoré tvoria celkovy hruby zahraniény dlh, podiel kratkodobého dlhu alebo
porovnanie narastu zahrani¢nych pasiv s aktivami. Vyvoj tychto pomerovych ukazovatel'ov
moze naznacit rizika, ktoré plynt zo zadlzenosti krajiny vo¢i zahrani¢iu. Hlavnou snahou je
Specifikacia kritérii zatazenia krajiny zahraniénym dlhom tak, aby to neviedlo k zhorSovaniu
pomerovych ukazovatel'ov, ktoré slizia na zachytenie vzt'ahu zahrani¢nej zadlZenosti voci
makroekonomickym ukazovatelom. Jednym z odporucani je aj neprekroCenie hranice 60%
vys§ky hrubého zahrani¢ného dlhu vo vztahu k hrubému domacemu produktu (HDP)
v beznych cenach (Kyjac, 2014). Ak sledujeme tento pomerovy ukazovatel’ hrubt zahrani¢nt
zadlZenost’ ako podiel na HDP mdézeme povedat, ze ndm to popisuje aka cast HDP je
potrebna na pokrytie zaviazkov voci zahraniciu pri prileve kapitalu. Tak, ako vidime na Grafe
¢. 3 vyvoj podielu celkovej zahrani¢nej zadlzenosti na hrubom doméacom produkte, mal pocas
celého sledovaného obdobia rasttci trend. Dany pomerovy ukazovatel dosahoval hodnoty
pod hranicou 60% do roku 2009, kedy doslo k vyraznému zhorSeniu dané¢ho ukazovatela
kedy tento podiel hrubého zahrani¢éného dlhu SR na HDP dosiahol Groven 72,9%. Hranica
60% pri tomto pomerovovom ukazovateli bola prekrocena aj v nasledujicich rokoch az do
konca sledovaného obdobia. K najvyraznejSiemu prekroc¢eniu doslo v roku 2016, kedy tato
hodnota predstavuje az 90,88%.

Takéto vysledky mozu byt’ CiastoCne pripisané zmene Struktiry vykazovania kratkodobého
zahrani¢ného dlhu NBS. Dal§ie mozné pri¢iny mozeme hladat’ vo vykazovanom objeme
prostriedkov SR v zachrannom eurovale, ale aj vo vykazovani zahrani¢nych pasiv vlady vo
forme dlhopisov a zmeniek (Kyjac, 2014).
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Graf 3: Vyvoj podielu celkovej zahrani¢nej zadlZenosti na hrubom domacom produkte Slovenska (%)
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Negativny dopad moze mat’ aj zvySenie absolitnej hodnoty hrubej zahrani¢nej zadlzenosti, ku
ktorej doSlo aj aktualizaciou udajov podla manualu BPM6, ked’ze Giverové vztahy medzi
spriaznenymi podnikmi st vykazované brutto.

2.2 Vyvoj hrubej zahrani¢nej zadlZenosti vo vzt'ahu k exportu Slovenska

Podielovy ukazovatel' hrubej zahrani¢nej zadlZenosti na exporte predsavuje Cast vyvozu,
ktord je potrebnd na uhradu existujuceho dlhu. Vo vSeobecnosti je za bezpeénll hranicu
povazovanych 20%. Na Grafe ¢. 4 m6Zeme vidiet, Ze priebeh daného ukazovatela je velmi
premenlivy, v roku 2008 podiel zahrani¢nej zadlzenosti na exporte Slovenska dosahoval
uroven 75,52% a v nasledujicom roku 2009 tento podiel vzrastol az o 38,89% na Uroven
114,41%, nasledne v roku 2010 doslo opét k poklesu na troven 102,57%. Tento pokles
nasledoval aj v roku 2012 na troven 86,50% nasledne znova doslo k rastu. Premenlivost’
tohto ukazovatel'a moze byt’ spdsobena , Ze podiel dlhu na exporte vyjadreny percentualne je
zavisly od medziroénych zmien rastu alebo poklesu jednotlivych veli¢in. V roku 2016 na
pokrytie celkového dlhu, by bol potrebny omnoho vyssi export nez sa dosahoval v tomto roku
a teda podiel hrubej zahrani¢nej zadlzenosti na exporte predstavoval az 105,31%. Pocas
celého sledovaného obdobia je hodnota ukazovatela vyrazne vysSia ako je stanovena
bezpec¢na hranica, pricom v niektorych rokoch dokonca prekro¢il 100%, ¢o by mohlo vyvolat’
obavy z moznej vonkajsej nerovnovahy.
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Graf 4: Vyvoj podielu celkovej zahrani¢nej zadlZenosti na exporte Slovenska (%)
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Zdroj: https://www.nbs.sk/sk/menova-politika/makroekonomicka-databaza

3 ZAVER

Z vyvoja hrubej zahrani¢nej zadlZenosti méZzeme vidiet, Ze ma neustale rastiicu tendenciu.
Ukazovatel' podielu kratkodobého dlhu na celkovej zadlzenosti v roku 2017 prekrocil
odporucanu hranicu, ¢o moze Slovensko stavat’ do nepriaznivej pozicie z pohl'adu investorov.
Rovnako tato skuto¢nost’ naznaCuje aj trend podielu hrubej zahrani¢nej zadlZenosti na
hrubom domacom produkte, ako aj podiel hrubej zahrani¢nej zadlZenosti na exporte. Dané
hodnoty zadlZenia su vysoké a mozu byt urcitou indikaciu rizika destabilizacie rovnovahy.
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ANALYZA VYVOJE KORELACE MEZI HDP A VYDAJI NA
ZBROJENI

Marek Kawulok, Lukd$ Fryd'

Abstract

In this paper, we have analyzed the correlation between military expenditure and GDP.
Analyzed were time series from Great Britain from 1900 to 2016. The methodology is based
on the dynamic conditional correlation model. We have found that the correlation is not
constant. What is more important is the positive correlation during the wars. This
phenomenon supports the multiplicative effect of military expenditures.

Key words: military expenditure, dynamic conditional correlation model

1 UVOD

Jednou ze zasadnich ekonomickych otdzek je v G€innosti fiskalni politiky. Pokud vyjdeme
z keynesianské identity

HDP =C+1+ G + NX,

kde HDP je hruby domaéci produkt, C je spotieba, I jsou investice, G jsou vladni vydaje a NX
je Cisty export, potom zména G ma vliv na HDP. Pod pismenem G jsou Casto mySleny vydaje
na dalnice, produktovody atd. Otazkou je, jaké dopady maji vydaje na zbrojeni. V literatuie
nenajdeme jednoduchou odpovéd’ na otdzku, zdali vydaje na zbrojeni maji pozitivni vliv na
riast HDP. Jedna skupina podporuje myslenku pozitivniho dopadu vydajii na zbrojeni skrze
keynesiansky multiplikator (Atesoglu, 2002; Mintz & Hicks, 1984). Dalsi skupina se
zamétuje na spillover efekt, ktery vznik4 vlivem armadniho vyzkumu, s naslednym dopadem
na realnou ekonomiku (Kollias, Manolas & Paleologou, 2004; Smith & Dunne, 2001).
Relevantnim ptedpokladem je také viibec samotna existence armady, kterd ma zajistit hranice
zemé, a tim tak dat vibec prostor pro ekonomicky rust (Dunne, Perlo-Freeman and Smith
2008). Logickym ptikladem muize byt stat Izrael, ktery by bez silné armady nemohl vibec
existovat. Ne vSichni v8ak souhlasi s pozitivnim vlivem vydaji na zbrojeni na hospodarsky
rast. Napiiklad Mylonidis (2006) uvadi, ze armadni zakazky jsou spojeny s korupci a
neefektivnim vynakladanim vetejnych prostredk.

Cilem tohoto ¢lanku vSak neni rozklicovat vliv vydajii na zbrojeni na ekonomicky rist.

o 24

vydajii na zbrojeni a hrubym domacim produktem pro Velkou Britanii za obdobi 1900 az
2016.

Clanek je organizovan nasledovné. Ve druhé &asti jsou piedstaveny nékteré zajimavé studie,
na které navazuje metodologicka ¢ast predstavujici model podminéné korelace. Ve Ctvrté ¢asti

! Clanek vznikl s podporou projektu IGA F4/78/2018 Interni grantové agentury Vysoké $koly ekonomické v
Praze.
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je popsana datova zékladna, na kterou navazuje stéZejni empiricka cast. Posledni kapitola je
vénovana zavérecnému schnuti.

1.1 Empiricka literatura

Moznosti, jak zkoumat vztah mezi HDP a vydaji na zbrojeni, se daji shrnout do dvou skupin.
Prvni skupina vychazi z modelti ekonomického rustu napi. Knight a kolektiv (1996) a Dunne
et al. (2004). Druha skupina je inspirovana ekonometrickymi modely. JelikoZ je nase prace
Z oblasti aplikované ekonometrie, zam¢efime se na skupinu ¢islo dve.

Logickym ekonometrickym pfistupem k danému problému je vektorova autoregrese. Mezi
zajimavé clanky patii napiiklad prace Changa, Huanga a Yanga z roku 2011. Autofi zjistili, ze
mezi vydaji na zbrojeni a ekonomickym rustem existuje Grangerova kauzalita v tom sméru,
ze vydaje na zbrojeni zpomaluji ekonomicky rust.

Podobny problém fesili i Dunne a Smith (2010). Zde autofi naopak dochazeji k zavéru, ze
vztah mezi vydaji na zbrojeni a HDP neni jednoznacny. Zalezi na konkrétnich datech, volbé
proménnych. Vysledny vztah tak mize byt kladny, zaporny nebo statisticky nevyznamny.
V mezivalecném obdobi pomohlo zvySeni vydaji na obranu snizit nezaméstnanost. Predevs§im
Vv rozvijejicich se statech vydaje na zbrojeni snizuji objem prostiedkll, které by mohly byt
vyuzity efektivnéji, a tudiz zpomaluji ekonomicky rist.

Standartni ekonomické modely predpokladaji, ze ekonomické efekty vydajii na zbrojeni jsou
relativné zanedbatelné, a proto jsou ignorovany. Vyjimku tvoii ptipady financovani vale¢ného
usili velkého rozsahu. V tom ptipad¢ vydaje na zbrojeni predstavuji podstatnou ¢ast rozpoctu
a vykazuji mnohem vétsi volatilitu nez ostatni rozpoctové kapitoly (Smith, 2009).

2 MODEL PODMINENE KORELACE

Model podminéné korelace, ktery vytvoiil Engle (2001), byl primarné urcen k popisu vyvoje
korelace vynostl finan¢nich aktiv v Case.

Necht r; je vektor k X 1, k ¢asovych fad, pro ktery plati:

re|Fi—1 ~ N(O, Hyp), 1)
kde F,_; predstavuje mnozinu informaci v ¢ase t — 1 a H; je podminéna kovarianéni matice
V Case t, kterou lze rozlozit nasledovng:

Ht = DthDt, (2)

kde D; je k X k diagonalni matice podminénych rozptyld, modelovanych pomoci modelu
GARCH podle Bollersleva (1986). R je podminéna korela¢ni matice, kterou dle Engla (2002)
je mozno dale rozlozit jako:

Ry = diag(\/qll,tw--J\/qkk,t)Qtdiag(w/qll,t'---'\/ Akkt), 3)

kde Q: je podminéna kvazi korelaéni matice, ktera se fidi vicerozmérmym GARCH procesem:

Q=SS0 -a-p) + O“‘%—183—1 + BQ¢-1, (4)
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kde S je nepodminéna korelaéni matice, €, = D;'r, je vektor standardizovanych asovych
fad, r; a a,  jsou nezaporné skalary, pro které z diivodu stacionarity plati o« + § < 1.

Odhad matice podminéné korelace je rozdélen do 3 casti. Nejprve se pomoci vhodné
zvolen¢ho jednorozmémého GARCH modelu odhadnou prvky matice Di. Poté se
standardizované casové tady vyuziji k odhadu podminéné kvazi korelacni matice z rovnice
(4). Nakonec se takto ziskany odhad pouzije k vypo¢tu podminéné korelacni matice ze vztahu

(3).

3 DATA

V analyze byly uzity roéni asové fady nominalniho HDP Velké Britanie od roku 1900
Problém nastava v zapocitavani irského HDP. Irsko bylo soucasti Velké Britanie od roku
1800 do 1920. Od roku 1920 je souc¢asti Velké Britanie pouze Severni Irsko. Aby byla ¢asova
fada konzistentni s dne$ni podobou Velké Britanie, je v HDP do roku 1920 z Irska zahrnuta
pouze cast Severniho Irska. Druhou ¢asovou fadou je ro¢ni Casova fada vydaji na obranu
Velké Britanie od roku 19003, taktéz v nominalnich cenach.

4 EMPIRICKA CAST

V empirické ¢asti jsou piedstaveny vysledky z modelu podminéné korelace. P-hodnoty t-testt
pro statistickou vyznamnost parametrii jsou konstruovany pro jednostrannou alternativni
hypotézu Hi: 6 > 0, kde 6 predstavuje vektor neznamych parametrt z rovnice (4).

Z dtivodu pritomnosti jednotkového kotene jak v ¢asové fadé HDP, tak v ¢asové fadé vydaji
na zbrojeni, byl odhad modelu podminéné korelace proveden na prvnich diferencich téchto
fad. Prvky matice D; byly odhadnuty pomoci jednorozmérného GARCH(1,1) modelu. Vystup
z modelu je zobrazen v tabulce 1. Stoji za povSimnuti, Ze oba parametry modelu podminéné
korelace (DCC) jsou na 5% hladiné vyznamnosti statistiky vyznamné.

Tabulka 1: Vystup z modelu podminéné korelace

Koeficient Odhad Smérodatna chyba p-hodnota
OlHpp 0,792 0,098 <0,001
Bhop 0,207 0,100 0,019
0o 0,878 0,183 <0,001
Bo 0,120 0,091 0,094
Oloce 0,094 0,037 0,005
Bocc 0,678 0,099 <0,001

Zdroj: Vlastni zpracovani

Pomoci modelu z rovnice (3) a (4) byl odhadnut vyvoj korelace mezi prvnimi diferencemi
HDP a vydaji na zbrojeni v ¢ase. Pribéh korelace je zachycen na obrazku 1.

2 Dostupné z: https://www.measuringworth.com/datasets/ukgdp/
¥ Dostupné z: https://www.ukpublicspending.co.uk/download_multi_year_1700_2020UKb_17c1li111mcn_30t
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Obrazek 1: Vyvoj korelace mezi HDP a vydaji na zbrojeni
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Zdroj: Vlastni pracovani

Prab¢h trajektorie nenasvédéuje tomu, Ze by v dobé valeéného konfliktu, byla korelace mezi
HDP a vydaji na zbrojeni zaporna. Pfipomenime, Ze se ve sledovaném obdobi Velka Britanie
zGCastnila 2 vyznamnych globalnich konflikta (1. a 2. sv€tova valka). V obou piipadech se
korelace pohybuje okolo nuly. Dalsimi vyznamnymi konflikty za ucasti Velké Britanie byly
valka o Falklandy (1982), 1. a 2. valka v Perském zalivu (1991, resp. 1998). Pouze v ptipadé

vV ree

2. valky v Perském zalivu ma korelace ,,vys$i“ zdpornou hodnotu.

Druhym ukolem bylo prozkoumat, jestli je vyvoj korelace v Case stabilni. Ze zacatku obdobi
se korelace pohybuje okolo nuly, coz mlize byt zplisobeno, Ze 1. diference ¢asové fady vydaja
na zbrojeni jsou velmi blizké nule. V sedmdesatych a zaCatkem osmdesatych let je korelace
ve vyznamné kladnych hodnotach. Jedna se také o obdobi ropnych Sokl a vysoké inflace ve
Velké Britanii, a to mélo za nasledek prudky nartist nominalniho HDP a vydajt na zbrojeni.
Zaporna hodnota korelace koncem devadesatych let je nejspiSe zplsobena uspornymi
opatfenimi a snizenim vydaji na obranu v té dob€. Posledni zaznamenany vyznamny pokles
pochéazi z obdobi finan¢ni krize, kdy propad HDP nebyl nésledovan sniZzenim vydaji na
zbrojeni.

Jako posledni byl proveden Pearsontiv, Kendalliiv a Spearmantiv test vyznamnosti korelace.
Podle vSech testl vysla korelace mezi HDP a vydaji na zbrojeni na 5% hladin€ vyznamnosti
statisticky vyznamna.

5 ZAVER
Tématem prace bylo analyzovat, zdali Ize oc¢ekavat, ze v dob¢ valeéného konfliktu je mezi
HDP a vydaji na zbrojeni zdporny vztah. Jako druhé bylo zkoumano, jestli je vyvoj korelace

V Case stabilni. K analyze vyvoje byl pouzity model podminéné korelace a zkouména byla
data za Velkou Britanii od roku 1900.

Navzdory ocekavanim se ukézalo, ze v dobé véalecného konfliktu neni korelace mezi HDP a
vydaji na zbrojeni zapornd. Jako piiklad vyznamnych valecnych konfliktt byly uvedeny: 1. a
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2. svétova valka, valka o Falklandy, 1. a 2. valka v Perském zalivu. Pouze v ptipad¢ 2. valky
V Perském zélivu byla korelace vyrazné zaporna. Tento vyvoj mlize ovSem byt specificky
prave pro Velkou Britanii.

Dale se neprokazal piedpoklad o stabilité¢ vyvoje korelace v ¢ase. Od roku 1900 po dobu ptl

stoleti

se korelace pohybovala v blizkosti nuly, patrné¢ z divodu velmi nizkych hodnot

1. diferenci Casové fady vydaji na zbrojeni. Ve zbytku obdobi byl vyvoj korelace o poznani
bouflivéjsi. Za variabilitu vyvoje korelace zfejmé mohly rzné exogenni vlivy, jako napiiklad:
ropné Soky v sedmdesatych letech, ispornd opatieni ve vydajich na armadu nebo finanéni

krize.
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DETERMINANTY ZAHRANICNEHO OBCHODU KRAJIN
EUROZONY

FOREIGN TRADE DETERMINANTS IN THE EURO AREA
COUNTRIES

Brian Konig

Abstrakt

Clanok skima determinanty ovplyviiujuce velkost exportu 19 krajin eurozény a ich 180
obchodnych partnerov v rokoch 2000-2015. Vplyv jednotlivych determinantov zahrani¢ného
obchodu bol odhadnuty na zéklade gravitatného modelu. Ako hlavné zistenie mézeme uviest’,
ze na zaklade odhadnutych parametrov vybrané vysvetl'ujice premenné (HDP dovozcu na
osobu, pocet obyvatelov dovozcu, vzdialenost medzi hlavnymi mestami krajin, existencia
spoloénej hranice medzi dvojicou krajin, ¢lenstvo v EU krajiny vyvozu, ¢lenstvo v EU krajiny
dovozu, dovozné clo, ekonomicka odl'ahlost,, existencia obchodnej dohody medzi vyvozcom
a dovozcom) vplyvaji na export jednotlivych krajin v sulade s tedriou zahrani¢éného obchodu.

KUPucové slova: gravitacny model, zahranicny obchod, eurozona

Abstract

The article examines the determinants affecting the size of exports of 19 euro area countries
and their 180 trading partners in 2000-2015. The impact of individual determinants of foreign
trade was estimated on the basis of the gravity model. As a major finding, based on the
estimated parameters, the selected explanatory variables (the importer's per capita GDP, the
number of inhabitants of the importer, the distance between the capitals of the countries, the
existence of a common border between the pair of countries, the EU membership of the
country of export, the EU membership of the country of import, the import tariffs, the
existence of a trade agreement between an exporter and an importer) affect the export of
individual countries in accordance with the theory of foreign trade.

Keywords: Gravity mode, ilnternational trade, Euro-area

1 UVOD

Vo svete rychleho rastu vplyvu globalizacie a vzajomnej spoluprace jednotlivych krajin sveta
zohrava medzinarodny obchod dolezitu ulohu ato nie len na bilateralnej Grovni, ale aj na
multilateralnej. Jeho analyza spolu s faktormi, ktoré ho priamo ovplyviiuji st nevyhnutné pri
skimani dopadov rdznych politik medzindrodného obchodu. Na analyzu zahrani¢ného
obchodu sa pouziva viacero nastrojov, avSak jednym z azda najcastejSie vyuzivanych je prave
gravitaény model, ktory umoziuje skimat’ efekty réznych faktorov na zahrani¢ny obchod.
Pokial' ide o zahrani¢ny obchod krajin EU, ¢oraz viac sa diskutuje o vplyve Brexitu na
Eurépsku tniu. Vplyv Brexitu na krajiny EU este nebol jednoznaéne uzavrety, ale vykonalo
sa niekol'ko analytickych $tadii, ktoré opisovali mozné scenare d’alSieho vyvoja a nésledne
posudili mozné vplyvy na dalsi hospodarsky vyvoj v krajinich EU. Mnohi autori pri
odhadovani ekonomickych dopadov Brexitu pouzivaji vo svojich analyzach gravitacné
modely (napriklad Gudgin a kol., 2017). Ako priklad iného spdsobu, ako pouZivat’ gravitacny
model, mdézeme spomenut’ autorov Grancay a kol. (2015), ktori pouzili gravitatny model na
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identifikaciu zmien determinantov zahraniéného obchodu na Slovensku a v Ceskej republike.
Autori tiez zdoraznili doleZitost’ ¢lenstva v EU ako doleZitého determinantu bilateralneho
obchodu. Autori Konig a Doval'ova (2018) vyuzili gravitatny model na komparativnu analyzu
zahrani¢ného obchodu krajin vySehradskej stvorky. Konig (2018) pouzil gravitatny model za
ucelom skumania faktorov zahrani¢ného obchodu 212 krajin sveta. V tomto clanku sa
budeme zaoberat’ faktormi zahrani¢ného obchodu 19 krajin eurozoény.

2 METODOLOGIA

Gravitacné modely reprezentuji modelovaci nastroj, ktory je najmé Casto vyuzivany pri
tvorbe empirickych analyz medzinarodného obchodu. Pojem ,.gravitatny“ je prebraty
Z Newtonovho gravitatného zékona, ktory popisuje vzt'ah dvoch vzajomne pritahovanych
planét, ktorych vzajomné posobenie zavisi od ich velkosti a vzdialenosti medzi nimi.
Ekonomickd podoba Newtonovho zékona, v ktorej velkost vzajomného obchodu dvoch
krajin zavisi od ich ekonomickej vel'kosti a vzdialenosti medzi nimi bola predstavena v roku
1962 holandskym ekonémom Janom Tinbergenom (Tinbergen, 1962). Zakladny gravitany
model vyzera nasledovne:

Y-ﬂl.Y.'Bz
Xij=a I ﬁj
D

1)

kde X reprezentuje objem zahrani¢ného obchodu medzi krajinami i a j; a, f1, B2, B3 su

nezname parametre; Y; a Yj vyjadruju velkost’ ekonomiky i a j; Djj je vzdialenost’ medzi
krajinami i a j. Existuje viacero spdsobov ako vyjadrit objem obchodu medzi dvomi
krajinami, avSak vo vSeobecnosti je vyjadreny velkost'ou exportu, importu alebo ich stctom.
Velkost ekonomiky byva Standardne vyjadrend objemom HDP alebo kombinaciou HDP na
obyvatela avelkostou populdcie. Druhd kombinacia umoZiuje sledovat aj vplyv
ekonomickej vyspelosti jednotlivych krajin na ich zahrani¢ny obchod. Gravitaény model je
zvyc€ajne vyjadreny v logaritmickej forme:

In X;; :,BO+,BlInYi+ﬂ2InYJ.+,83In D; +u; (2)

kde u; je ndhodna zlozka.! Neskor boli gravitaéné modely vystavené kritike, Ze st len

ekonometrickym nastrojom bez dostato¢ného teoretického zékladu. Nésledny vyskum vsak
ukazal, Ze gravitacné modely mo6zu byt podporené celym radom teorii zahrani¢ného obchodu
(napr. Bergstrand (1985), Eaton a Kortum (2002), Chaney (2008) atd’.) Nasledne bol model
(2) rozsireny o mnohé d’alSie premenné ako napr. spolo¢na hranica, dovozné cld, spolo¢na
mena, medzindrodné obchodné dohody, spolo¢ny jazyk, ostrovna krajina, primorska krajina,
odlahlost’ atd’.).?

Vzhl'adom na to, Ze idaje bilateralneho obchodu obsahuju mnozstvo nulovych hodnot,
ked’ze kazda krajina neobchoduje so vSetkymi ostatnymi krajinami sveta, metéda najmensich
Stvorcov (OLS) by vynechala takéto pozorovania, pretoze logaritmus nuly nie je definovany,
¢o by mohlo viest' ku skresleniu v dosledku vyberu vzorky, ked’ze nulové hodnoty nie st
normalne rozdelené v subore. Z tohto dovodu aplikujeme Poissonov odhad pseudo-
maximalnej vierohodnosti (PPML), ktory ma viac vyhod v porovnani s odhadom parametrov
pomocou OLS (Shepherd, 2016). PPML umoznuje odhad aj nelinearnych modelov a navyse

1V rovnici (2) predpokladame zaporna hodnotu parametra f5,

? Viaceré roziirenia gravitatného modelu mozu byt najdené v praci Bacchetta et al (2012).
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prirodzene zahiha do odhadu aj nulové hodnoty. Okrem toho, aj ked’ zavisla premenna pri
odhade parametrov pomocou PPML je vyjadrend v povodnych hodnotach (nie v logaritme),
interpretacia parametrov je rovnaka ako v pripade OLS (ako elasticity). Z tychto dovodov sa v
gravitacnych modeloch vel'mi ¢asto pouziva odhad parametrov pomocou PPML.

3 UDAJE

Za ucelom nasej analyzy boli pouzit¢ udaje za roky 2000-2015 pre 180 krajin, S ktorymi
krajiny eurozony pocas tychto rokov obchodovali. Zavisla premennd v naSsom modeli je
reprezentovana bilateralnym nominalnym vyvozom 19 krajin eurozony (Rakusko, Belgicko,
Cyprus, Estonsko, Finsko, Franctizsko, Nemecko, Grécko, frsko, Taliansko, Lotyssko, Litva,
Luxembursko, Malta, Holandsko, Portugalsko, Slovensko, Slovinsko, gpanielsko) \;
americkych dolaroch, ktoré boli stiahnuté z databazy UNCTAD (UNITED NATIONS
CONFERENCE ON TRADE AND DEVELOPMENT). Udaje o celosvetovom HDP
a dovoznych clach jednotlivych krajin boli stiahnuté z databazy svetovej banky (databaza
indikatorov rozvoja krajin sveta — World Development Indicators). ZvySok premennych je
pouzitych z databazy pre gravitatné modely CEPII, ktord zhromazd'uje udaje za ucelom
gravitatnych modelov. HDP na obyvatela je vyjadreny ako nominalny HDP v americkych
doléroch vydeleny poctom obyvatel'ov krajiny. Vzdialenost’ je vyjadrena vzdusSnou ciarou
medzi hlavnymi mestami jednotlivych krajin. Obyvatel'stvo sa meria ako celkova populacia v
miliébnoch. Do modelu sme zahrnuli aj premennii ekonomickt odl'ahlost, ktord sa stala
nevyhnutnou sucastou gravitatnych modelov. Pod pojmom ekonomickd odlahlost
rozumieme vazenu vzdialenost’ krajiny i od vSetkych ostatnych krajin sveta, priCom vahou je
podiel HDP krajiny j na svetovom HDP,,. Da sa ocakavat’, Ze ¢im je krajina odl'ahlejSia od
ostatnych krajin tym mensi zahrani¢ny obchod bude praktizovat. Standardne za
najodl’ahlejSie Staty su povazované ostrovné krajiny ako napr. Novy Zéland, Havajské ostrovy
atd’. Ekonomickt odl'ahlost’ sme vypocitali na zaklade vztahu:

HODP
ODL; = X(; -1 DISTCAP,)) 3)

kde ODL,; je ekonomické odl'ahlost’ i.tého Statu, HDP; je HDP j.t¢ho statu, HDP,, je svetové
HDP a DISTCAP;; vyjadruje vzdialenost’ medzi hlavnymi mestami Statov i a j.

Pouzivali sme aj Standardné umelé premenné ako su: spolo¢né hranica, obchodné zmluvy a
¢lenstvo v Eurdpske;j unii.

4 VYSLEDKY

V naSej analyze uvazujeme gravitacny model v tvare:

EXPORT;; = By + B,InGDPCAP; + 3,InPOP; + f;InDISTCAP;; + B,CONTIG,; +
B5InTAR; + B InODL; + B, FTA WTO;; + BgEU_O + BoEU D + B1,YEAR Dypgg +--- +
B2.YEAR Dopyy + uy;

(4)
kde EXPORTIj je nominalna hodnota vyvozu z krajiny i (krajina eurozony) do krajiny j

(cielova krajina); GDPCAP; je HDP dovozcu na osobu; POP; vyjadruje pocet obyvatel'ov
dovozcu; DISTCAPIj je vzdialenost’ medzi hlavnymi mestami krajin i a j; CONTIGIij je umela
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premenna pre spolo¢ni hranicu medzi krajinami i a j; EU_O je umela premenna pre ¢lenstvo
v EU krajiny vyvozu; EU_D je umela premenna pre &lenstvo v EU krajiny dovozu; EU_OD
je umela premennd pre ¢lenstvo v EU krajiny dovozu a vyvozu stiéasne; TAR; reprezentuje
vazenu hodnotu dovozného cla krajiny dovozu, pocitanu ako priemer skuto¢ne uplatiiovanych
colnych sadzieb vazenych dovazanymi podielmi produktov zodpovedajicimi kazdej
partnerskej krajine;® ODL; vyjadruje ekonomicka odlahlost vyvozcu poéitanti na zaklade
vztahu (3); FTA_WTOj; je umelad premenna vyjadrujica existenciu obchodnej dohody medzi
vyvozcom a dovozcom; YEAR_D* su umelé premenné pre jednotlivé roky.

Tab. 1:0dhad parametrov gravitacného modelu exportu
exp_o_d (1) exp_o(2) exp_od (3)

In_gdpcap_d 0.724%** 0.730%** 0.722%**
(11.71) (12.24) (11.44)
In_pop_d 0.716%** 0.729%** 0.711%**
(14.48) (14.38) (14.34)
In_distcap -0.297%** -0.332%** -0.264**
(-3.32) (-3.94) (-2.99)
In_tar -0.199** -0.227** -0.182%*
(-2.66) (-3.27) (-2.31)
In_odl -15.08%** -15.01%** -16.08%**
(-7.75) (-7.65) (-7.87)
fta_wto 0.456* 0.590** 0.425*
(2.42) (2.88) (2.22)
contig 1.168%** 1.158*** 1.196***
(5.48) (5.36) (5.63)
eu o 2.374%** 2.361%**
(12.32) (12.39)
eu_d 0.235
(1.27)
eu_od 0.364
(1.95)
_cons 135, *** 134 7*** 145.8%**
(8.00) (7.91) (8.24)
N 42256 42256 42256

Poznamka: V zatvorkach su hodnoty t-statistik.
Vyznam hviezdi¢iek: * p<0.05, **p<0.01, *** p<0.001.
Zdroj: Vlastné vypocty

Na zéklade vysledkov uvedenych v tabulke 1 mozZzno konStatovat’, Ze vicSina efektov
jednotlivych vysvetl'ujicich premennych je v sulade snasimi ocakévaniami a zaroven aj
S tedriou medzinarodného obchodu. Parametre f1, > prisliichajuce rastu HDP na obyvatela a
rastu populacie su pozitivne, indikujuc, ze hospodarsky vyspelejSie a vacsie ekonomiky su
Casto cielom vyvozu ostatnych krajin. Opacna situdcia je pri parametroch fs, fa, fs €o
poukazuje na fakt, ze s rastom vzdialenosti medzi dvomi krajinami, s rastom dovoznych ciel

® Pre viac info pozri web svetovej banky.
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ako aj s rastom odl'ahlosti danej krajiny motivacia spoloéného obchodu klesa. Odhad efektu
odl'ahlosti sa zda byt nadhodnoteny, ¢o by mohlo byt spésobené nizSou hodnotou odl'ahlosti
Krajin eurozony voci ostatnym krajinam sveta, avSak tato skuto¢nost’ si vyzaduje potrebnejsiu
analyzu. Na zdklade odhadov parametrov fs f7 sa da povedat, ze v pripade existencie
spolo¢nej hranice ako aj spolo¢nej obchodnej dohody medzi dvomi krajinami export medzi
nimi rastie. Z parametra g mozno tvrdit, Ze &lenstvo v EU ma pozitivny dopad na rast
exportu. Nakolko parameter S je Statisticky nevyznamny da sa oCakavat, ze krajiny eurozony
nemaju tendenciu exportovat’ viac do krajin EU. Model (3) uvazuje so spoloénym efektom
&lenstva v EU exportéra aj importéra, avsak i tento sa ukéazal ako Statisticky nevyznamny.
Z tohto dévodu volime model (2) kontrolujuci iba efekt exportéra.

5 ZAVER

Cielom ¢lanku je skimat’ hlavné determinanty exportu 19 krajin eurozény sich 180
obchodnymi partnermi. K tomuto ucelu bol pouzity gravitaény model. Ako hlavné zistenia
mozeme uviest, ze na zdklade odhadnutych parametrov vybrané vysvetlujice premenné
vplyvaji na export jednotlivych krajin v sulade s tedériou zahranicného obchodu. Z pouzitych
premennych bola iba jedna tatisticky nevyznamna &lenstvo v EU krajiny importéra, avsak
vplyv premennej odl'ahlost’ sa zd4 byt nadhodnoteny. Rovnako moéze byt skresleny aj vplyv
¢lenstva v EU krajiny exportéra, nakolko vi¢§ina krajin bola pocdas skumaného obdobia
dIhsiu dobu ¢lenom EU.

Prispevok bol spracovany vramci rieSenia grantovej ulohy APVV-17-0551
»Vyrovnavanie nerovnovah: prehodnotenie ohl’adu na makroekonomické nerovnovahy
v eurépskom ramci riadenia.“ a VEGA 1/0248/17 ,,Analyza regiondlnych disparit v EU
na baze pristupov priestorovej ekonometrie.
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METODOLOGICKE PRiSTUPY K MERANIU VEEKOSTI STREDNEJ
TRIEDY

METHODOLOGICAL APPROACHES TO THE MEASUREMENT OF
THE MIDDLE CLASS SIZE
Brian Konig

Abstrakt

Clanok poskytuje struény prehlad sposobov merania strednej triedy. Ako nastroj na meranie
su prezentované viaceré indexy polarizacie resp. bipolarizacie, ktoré umoznuju merat’ velkost’
strednej triedy. V ¢lanku venujeme pozornost najmi indexom polarizacie, ktoré vo velkej
miere prispeli k rozvoju tejto problematiky (publikacie Wolfsona (1994) a Estabana, Raya
(1994)).

KPucové slova: polarizacia, bipolarizacia, strednd trieda

Abstract

The article provides a brief overview of the middle class measurement methods. Several
polarization and bipolarization indices are used as a measurement tool to measure the size of
the middle class. In this paper we focus especially on the polarization indices, which have
greatly contributed to the development of polarization (published by Wolfson (1994) and
Estabana, Raya (1994)).

Keywords: Polarization, Bipolarization, Middle class

1 UVOD

Struktira a velkost’ strednej triedy st dolezité z viacerych aspektov hospodarskeho, ale aj
socidlneho rozvoja jednotlivych krajin. Strednd trieda je kI'icovym ukazovatel'om zdravého
hospodarstva, pretoze poskytuje kvalifikovanu a dobre vzdelant pracovnu silu, ktora ma za
nasledok stabilni domacu spotrebu a tym aj vyznamny podiel danovych prijmov krajiny.

Existuje niekol’ko pristupov tykajicich sa merania velkosti strednej triedy, ale vicSina z nich
je zalozena na koncepte polarizacie, konkrétne na koncepte bipolarizacie. Bipolarizacia meria
do akej miery je populacia rozdelena do dvoch oddelenych skupin. KI'ic¢ovou motivéaciou pre
vyvinutie konceptu bipolarizacie boli ¢lanky Kolma (1969) a Loveho, Wolfsona (1976), ktoré
poukazali na to, Ze velkost strednej triedy sa mdze €asom menit, ked’Ze zmenSujlica sa
stredna trieda moze byt spojend s vacsim separovanim dolnej a hornej Casti rozdelenia
prijmov ako aj va¢simi vzdialenostami medzi tymito dvoma skupinami.

Velka cast’ usilia vyskumnikov zameranych na vyvoj mier strednej triedy sa opierala o
konstrukciu indexov. ViacSina indexov bola zalozena na pozicii dvoch hraniénych bodov
okolo medidnu. Podl'a Thurow (1984) je stredné trieda reprezentované podielom obyvatel'stva
v ramci tychto dvoch bodov definovanych ako 75% a 125% medianu. Levyho index (1987)
definoval strednu triedu ako prijem pripadajuci strednym 60% populacie obyvatel'stva, zatial
¢o Leckie (1988) uviedol, ze strednd trieda sa nachddza v prijmovom pasme 85 - 115%
medianu mzdy.

Publikacie Wolfsona (1994) a Estabana, Raya (1994) mozno povazovat za pravdepodobne
najvyznamnejSie ¢lanky v oblasti polarizacie. Wolfson odvodil index polarizacie zaloZeny na
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jednoducho CcitateInych Statistikach ako je Gini koeficient a Lorenzova krivka, zatial' ¢o
Estaban aRay sa pozeraji na problém polarizacie cez pohl'ad antagonizmov medzi
jednotlivymi prijmovymi skupinami.

Okrem toho Foster a Wolfson (2010, 1992) navrhli dve bipolarizacné krivky a zaroven
odvodili akysi Gini index bipolarizacie. Prva krivka ukazuje, ze ¢im je mensSia stredna trieda,
tym vacsia je bipolarizacia a druhda poukazuje na fakt, ze bipolarizacia rastie, ked sa
priemernd vzdialenost’ od medianu na oboch strandch medidnu zvysuje.

2 METODOLOGIA

V tejto Casti si struéne uvedieme indexy Fostera a Wolfsona (1992, 2010), Wolfsona
(1994) a Estabana, Raya (1994), pretoze su povazované za prickopnicke myslienky v oblasti
polarizécie.

Fosterov a Wolfsonov index (FW index)
Foster a Wolfson (1992) vo svojom ¢lanku reagovali na index Levyho (1987), ktory vo svojej
publikécii navrhuje meranie strednej triedy ako podiel prijmu pripadajuci strednym trom
pitinam populécie (20. — 80. percentil). Tento index mdze byt pocitany ako rozdiel medzi
dvoma bodmi Lorenzovej krivky L(0,8)-L(0,2). Foster a Wolfson tvrdili, Ze Levy nemeria
vel'kost' strednej triedy resp. bipolarizaciu, pretoze jeho index zlyhdva pri zachytavani
rozpétia na okrajoch strednej triedy. Preto Foster a Wolfson navrhli index, ktory tento
nedostatok odstranuje. Jedna z vyhod FW indexu polarizacie spociva v tom, Ze je mozné ho
skonstruovat’ zo Styroch I'ahko pochopitelnych Statistickych ukazovatel'ov: priemer, median,
Gini koeficient arelativna median odchylka. Polarizacia rovnako ako aj nerovnost ma
tendenciu rast’ ak vzdialenost’ v prijmoch medzi skupinou pod medidnom a nad medianom
rastie. Tuto vzdialenost moézeme vyjadrit pomocou T oznacujucim relativnu median
odchylku, ktord vyjadruje vzdialenost medzi priemernym prijmom l'udi nad medidnom
a priemernym prijmom l'udi pod medianom.
T =" —u")/u )
Kde Y je priemer prijmu Iudi, ktorych prijem je nad medidnom uY = (1 — L(0,5))/u,
ul priemer prijmu Iudi, ktorych prijem je pod medidnom ul = L(0,5)/u a u je priemer
prijmu celej populacie. T méZeme vyjadrit’ aj ako dvojnasobok plochy medzi dotyénicou k
Lorenzovej krivke v bode medianu a 45 stupniovou priamkou vyjadrujucou rovnost’ prijmov
Vv celej populécii (vid'. obr. 1).
T =2(05 - L(0,5)) /u ¥
Pri¢om L reprezentuje Lorenzovu krivku. Potom FW index mézeme zapisat’ v nasledovnom
tvare:
FW = (T - G)% (3)

kde G vyjadruje Gini koeficient reprezentujuci dvojnasobok plochy medzi Lorenzovou
krivkou a 45 stupfiovou priamkou vyjadrujicou rovnost’ prijmov v celej populédcii, m
reprezentuje medidn prijem. Z uvedené¢ho vyplyva, ze FW index vyjadruje rozdiel plochy

medzi T a G skalovanej podielom % (sklon doty¢nice k Lorenzovej krivke).
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Obrazok ¢.1: Lorenzova krivka a relativna medidn odchylka

Cumulative Population

——c—

_ .
/ S

Cumulative Income

Zdroj: Foster and Wolfson (1992) - Polarization and the decline of the middle class: Canada and the U.S.
Wolfsonov index — Wolfson (1994)

Wolfson (1994) upravil FW index tzv. Wolfsonov index polarizacie tak, aby podobne ako
Gini koeficient nadobtidal hodnoty na intervale [0,1]. Ked'Ze slabo vysrafovana plocha na
obrazku ¢.2 medzi doty¢nicou k Lorenzovej krivke a Lorenzovou krivkou je rovna vztahu v
tvare:

(0,5 — 1(0,5) — g)% 4)

Vztah (4) nadobida minimum v bode 0 ak mame perfektne vyrovnant distribuciu prijmu
obyvatel'stva a hodnotu 0,25 pre perfektne bimodalne rozdelenie prijmu, kedy polovica
populécie ma nulovy prijem a druhéd polovica dvojnasobok priemerného prijmu. Za tcelom
Skalovania tohto indexu na intervale [0,1] autor vynasobil vyssie uvedeny vzt'ah hodnotou 4.
_ _ LCAY
P=4(05-1(05) - 2L (5)

2
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Obrazok ¢.2: Lorenzova krivka a Gini koeficient
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Zdroj: Wolfson (1994) — When inequalities diverge

Index Estabana a Raya (1994)

Jednym z kIaCovych prispevkov k problematike polarizacie bola praca Estebana a Raya
(1994), ktori ako prvi predstavili axiomatick(l formalizaciu polarizacie. Podl'a ich indexu
polarizacie autori predpokladajt, ze distribucia prijmu moze byt rozdelena do konec¢ného
poctu prijmovych skupin i=1,...,n, pricom vsetci jednotlivci v skupine maju uplne rovnaky
prijem Y;. Identifikacia jednotlivcov do skupin je rasticou funkciou I(n;) po¢tu jednotlivcov n;
Vv prijmovej skupine i. Snaha autorov je zachytit’ efektivny antagonizmus/nepriatel'stvo medzi
jednotlivcami i a j. Vzdialenost’ medzi jednotlivcom iaj je definovana vztahom & (yl-,yj).
Jednotlivec i s prijmom Y; citi urcité nepriatel'stvo voci jednotlivcovi j S prijmom Y; vyjadrené
ako a[é (yi,yj)]. Efektivny antagonizmus pocitovany jednotlivcom ivoci j je vyjadreny
spojitou funkciou T(l, a), kde a = a[S(yl-,yj)] a I=I(p). Celkova polarizacia v spolo¢nosti je
podla autorov vyjadrena ako suma vSetkych efektivnych antagonizmov v spolocnosti v tvare:

P(Y) = Btk ey ey (1), (80 77))) ©

Zo vztahu (5) vyplyva, Zze polarizacia Vv spoloc¢nosti vyplyva iba z rozdelenia efektivnych
antagonizmov V spolo¢nosti. Uvedeny vztah autori upravili zavedenim jednej podmienky
a troch axiém, pricom vysledny vztah nadobudol tvar:

P(n,y) = KX, Y0 n ™ n; |y — v (7)

kde K>0 reprezentuje normalizacu konstantu, ktora nema vplyv na zoradenie distribucie a o je
konStanta v intervale (0, 1,6], ktora reprezentuje tzv. konsStantu polarizacnej averzie. Uvedeny
vzt'ah (6) ma t vlastnost’, Ze sa rovna Gini koeficientu ak a=0. Nakol'’ko moze byt a>0, tato
konstanta oddel'uje prijmovti polarizaciu od nerovnosti. Cim viésia je hodnota a tym vicsia je
odchylka vztahu (6) od mier prijmovej nerovnosti.

3 ZAVER
Cielom ¢lanku je poukazat na niektoré metodické spOsoby merania polarizacie
a bipolarizacie, ktora umoznuje merat velkost strednej triedy. Okrem prehladu literatary
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v oblasti merania strednej triedy a polarizacie, ¢lanok vysvetl'uje zakladné indexy polarizacie,
ktoré do velkej miery prispeli k rozvoju tejto oblasti. V ramci d’alSieho vyskumu by sme radi
aplikovali tieto indexy na udaje SR.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy APVV 14-0787 ,,Zladenie
verejnych financii a starobného dochodkového zabezpecCenia (ndavrh udriatel’ného a rast
podporujuceho dochodkového systému pre starnucu slovensku ekonomiku)“.
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PREVIAZANOST AKCIOVYCH TRHOV PRED A PO OHLASENI
MAKROEKONOMICKEJ ZMENY

INTERACTIONS AMONG STOCK MARKETS BEFORE AND AFTER
ANNOUNCEMENT OF MACROECONOMIC CHANGE

Stanislayv Kovac

Abstrakt

Previazanost’ akciovych trhov je determinovand viacerymi faktormi a jednym z klicovych
faktorov je ekonomicka a politickd integracia. Vysledok referenda o vystapeni Spojeného
kralovstva z Eurdpskej tnie predstavuje ohlasenie zmeny klIi¢ového faktora previazanosti.
Za pomoci Markovho modelu prepinania rezimov potvrdime pritomnost dvoch rezimov
volatility spojitého vynosu burzového indexu FTSE 100 ato pred apo referende.
Prostrednictvom dynamickych podmienenych koreldcii odhadneme silu previazanosti
akciového trhu Spojeného kralovstva a Ceskej republiky v individudlnych rezimoch. Nag
pristup potvrdi klesajicu tendenciu vyvoja previazanosti.

KPucové slovda: Markov model prepinania rezimov, model dynamickych podmienenych
koreldcii, previazanost

Abstract

Interactions among stock markets are determined by many factors and one of the key factors
is the economic and political integration. Referendum result about the United Kingdom
leaving the European union represents an announced change of the key interaction factor. We
confirm the presence of two volatile regimes at continuously compounded return of stock
market index FTSE 100 using Markov switching model before and after the referendum. With
dynamic conditional correlations for each individual regime we estimate the strength of
interactions between the United Kingdom and the Czech Republic stock markets. Our
approach affirms a decreasing evolution of interaction.

Keywords: Markov switching model, dynamic conditional correlations, interactions

1 UVOD

Interakcia predstavuje simultdnne pdsobenie aspont dvoch Uc€astnikov systému. V nasom
pripade systém predstavuje globalny trh, ucastnikmi su jednotlivé burzy a faktorom interakcie
je prenos informacii, okov a teda prenos volatility' vo finanénych &asovych radov. Sila
interakcie rastie priamo umerne so silou integracie medzi jednotlivymi trhmi. Sila (resp.
stupeti, miera) integracie predstavuje intenzitu zavislosti (interdependencie) medzi trhmi. Je
mozné vyvodit’ zaver, Zze ¢im silnejSie je pdsobenie faktorov, tym interakcia burz rastie
asucasne sa prehlbuje integracia. Nasledujici princip plati aj opacne, ¢im su trhy
integrovanejsie, tym silnejsie je pdsobenie faktorov interakcie medzi nimi. Ulohou zostava
kvantifikovat’ silu tejto previazanosti. Do akej miery ndhodny Sok (rozhodnutie o vystupeni
Spojeného kralovstva z Eurdpskej tnie) burzového indexu Spojeného kralovstva FTSE 100

! Volatilita predstavuje variabilitu (rozkolisanie od priemeru merané prostrednictvom Standardnej odchylky,
resp. rozptylu).
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ovplyvni nemecky index DAX a do akej miery sa tato skutoCnost’ prejavi na burzovych
indexoch Vysehradskej Stvorky (V4). Baumohl akol. (Baumdhl akol., 2010) potvrdili
existenciu previazanosti medzi nemeckym indexom a krajinami V4. Kova¢ (Kovac, 2018)
potvrdil previazanost medzi indexom Spojeného kralovstva FTSE 100 a Nemecka DAX. Nas
prispevok sa zameria na transmisiu Soku medzi indexom Spojeného kralovstva FTSE 100
a ¢eskym indexom PX a dopadom na previazanost’.

Vyznamnou makroekonomickou zmenou je rozhodnutie o odchode Spojené¢ho kralovstva
z Europskej unie, ku ktorému sa priklonili obyvatelia Vv referende 23. juna 2016, pri¢om
samotné vystipenie sa ma zrealizovat’ najneskor do 29. marca 2019. V stcasnosti existuje
viacero prac, ktoré upozoriiuji na zmenu rezimov pri zmene politiky, napr. zmena rezimov pri
zmene monetarnej politiky (Sims a Zha, 2006) ¢i pritomnost’ asymetrického vystupu
produkcie ako reakciu na zmenu politiky (Lo a Piger, 2005) na podklade Markovho modelu
prepinania rezimov. Je preto ziaduce, aby sme v naSom prispevku overili, ¢i vysledok
referenda spdsobil zmenu rezimu.

Markov model prepinania rezimov poskytuje G¢inny a systematicky pristup na modelovania
viacerych S§trukturdlnych zlomov a posunov medzi jednotlivymi rezimami vynosov
finan¢nych aktiv. Existuje viacero Uspe$nych aplikacii v oblasti financii, napr. modelovanie
volatility rezimov (Hamilton a Lin, 1996). Hamilton a Lin vo svojej praci vyslovili hypotézu
0 existencii skrytej premennej (stav ekonomiky), ktord determinuje stredni hodnotu rastu
priemyselnej produkcie amieru volatility akcii. Predpokladali, ze tidto nenapozorovana
premennd nadobiida hodnotu zkonecnej mnoziny a je mozné ju determinovat
prostrednictvom Markovho retazca. Prispevok nadvézuje na prace (Schwert, 1989; Hamilton
a Susmel, 1994). Medzi d’alsie Gspes$né aplikacie patria napr.: periodické prasknutie bublin
(Hall a kol., 1999), ¢i modelovanie stavovo-zavislych vynosov (Perez-Quiros a Timmermann,
2000).

Silu a vyvoj previazanosti medzi trhmi je mozné merat’ roznymi sposobmi. My sme zvolili
model dynamickych podmienenych korelacii (DCC), ktory bol predstaveny autormi Engle a
Sheppard (Engle a Sheppard, 2001). Vo svojej praci ukazali, Ze problém viacrozmerného
podmienené¢ho rozptylu moze byt zjednoduseny do formy odhadovania jednorozmernych
GARCH modelov pre kazdé individudlne aktivum, z ktorych si ponechali transformované
rezidudly apotom ich pouzili na odhad estimatora podmienenej korelacie. Teoretické
vychodiska aplikovali na odhad matice podmienenej kovariancie 100 aktiv pouZivajic S&P
500 sektorové indexy a Dow Jones Industrial Average aktiva. Zrealizovali viacero testov na
porovnanie estimatora vytvorené¢ho prostrednictvom DCC, ktory preukézal silny vykon vo
vSetkych testoch, hlavne so zohl'adnenim jednoduchej implementécie.

Neskor na ich pracu teoretickych a empirickych vlastnosti DCC modelu nadviazali viaceri
autori. Baumohl a kol. (Baumohl a kol., 2010) pouzili DCC model na analyzu integracie
akciovych trhov krajin VySehradskej skupiny (V4) s burzovym indexom Nemecka DAX.
Zistili, ze dynamickd podmienend korelacia Statisticky vyznamne rastie po vstupe krajin
centralnej a vychodnej Europy do Europskej unie. Jedine SAX (Slovensky akciovy index)
nerastol.

Celik (Celik, 2012) prostrednictvom DCC modelu potvrdil intenzivnejsi efekt ndkazy pocas
finan¢nej krizy v USA na rozvojové trhy nez rozvinuté. Dopad krizy v rozvojovych trhoch sa
primarne prejavil spomalenim ich hospodarskeho rastu, ¢im sa okrem iné¢ho znizila ich
dopytova sila. Obdobnej problematike sa venovali (napr.: Boubaker a kol., 2016; Seth
a Sighania, 2017).

Vyuzitie DCC modelu nemoZzno zuzovat len na analyzu vidzieb medzi trhmi. Pocetné
aplikacie su v oblasti analyz portfolia (napr.: Cappiello a kol., 2006; Acatrinei a kol., 2013).
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Prispevok ma nasledovnu Struktura: v prvej kapitole je struény prehlad prac, ktoré sa venuju
obdobnej problematike, resp. vyuzivaji rovnaké metodologické vychodiska. V druhej
kapitole je blizsi popis pouzitej metodoldgie s potencialnou interpretaciou jednotlivych
vystupov. Tretia kapitola predstavuje prakticka ¢ast’ prace a poslednou kapitolou je zaver.

2 METODOLOGIA

V nasledujtcej kapitole blizSie popiSeme matematicky aparat prispevku. Vychodiskovym je
Markov model prepinania rezimov, za pomoci ktorého je mozné rozdelit’ sledovany jav do
viacerych rezimov. Po nom nasleduje model dynamickych podmienenych korelacii, ktory
predstavuje dvojkrokovu analyzu. Prvym krokom je vypocet Standardnych odchylok
jednorozmernych ARCH modelov, z ktorych predstavime nami zvolené tri typy. Druhym
krokom je dekompozicia matice podmienenych korelécii.

2.1 Markov model prepinania rezimov

Markov model prepinania rezimov povoluje, aby vysvetlujlice premenné boli zavislé od
stavu, tzn. tento pristup umoziluje zmenu parametrov regresie a rozptylu nahodnej zlozky
v zavislosti od rezimu (S;) podla prislusnych pravdepodobnosti prechodu.

Model povoluje, aby ekonomika bola v jednom z n rozli¢énych rezimov. Pravdepodobnost
prechodu zo stavu i Vv ¢ase t — 1 do stavu j v Case t je ovplyvnena len stavom v ¢ase t — 1
a nie predchadzajucimi stavmi, ¢o mozeme zapisat’ nasledovne (Hamilton a Lin, 1996):

Prob{S; = j|S;—1 =1,Si—, = h, ...} = Prob{S; = j|S;—1 = i} (1)
= DPij-
Tieto pravdepodobnosti prechodu st zjednotené v matici P = (pl-j). Markov retazec je
reprezentovany nahodnym vektorom &;, ktorého i-ty prvok je rovny jednej, ak S; = i, inak
nule. Potom pre 2-stavovy Markov retazec plati, ze & = (0,1)T pre S, = 2. Hodnoty
Markovho retazca st nenapozorované, takze si nemozeme byt isty rezimom v Case t, ale

moézeme jednotlivym rezimom priradit’ pravdepodobnosti. Podmienent stredna hodnotu &, 4
s ohl'adom na §; je potom mozné vypocitat pomocou vzorca (Alexander a Kaeck, 2008):

E(ft+1|ft) = ft+1|t 2
_ pe, )

Za predpokladu normalneho rozdelenia nahodnej zloZky pre oba stavy, podmienena funkcia
hustoty je dana vzt'ahom (Alexander a Kaeck, 2008):

Nie = FelSe = i, x¢, Pr_1; 0)

__ L {_(yt—xm-)z} 3)
_\/EO'i p 20-1'2 ’

T
kde B;= (IBSt=i,1r ---:,Bst=i,k) v 0=(P,Bi,0) a Y 1=uYi-1rr Xty Xp—1, e
predstavuje informa¢ni mnozinu do casu t— 1. Zo spojenia 1;, apravdepodobnosti

prechodov je mozné odvodit’ spolo¢ntl funkciu hustoty y;,S; a S;_; podmienent x; a P,
(Alexander a Kaeck, 2008):

e Se, Se—1lxe, W15 0) = F(VelSe, Se—1, Xe, Pe—1; 0) (4)
* Prob{S;,S¢—1 |1}

Po sumacii cez vSetky hodnoty S; a S;_; ziskame (Alexander a Kaeck, 2008):
felxe, Pe_q;0) = 1T($t|t—1 © ﬂi,t)' (5)
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kde © reprezentuje Hadamardov sucin. Podmienené pravdepodobnosti stavov ziskame
rieSenim rekurzivnych vzt'ahov (Alexander a Kaeck, 2008):

2, = $t|t—1 O 0y
tit — S )
| 1T(Et|t—1 © m,t) (6)
ft+1|t = PEt|t-
Vektor fqt je oznacovany ako filtrovana pravdepodobnost’ a predstavuje najlepsi odhad

Markovho retazca v ¢ase t pri informa¢nej mnozine do €asu t. Iteracie vedu kK podmienenému
logaritmu funkcie vierohodnosti v tvare (Alexander a Kaeck, 2008):

T
log £(6) = ) 10g[17 (Ze-1 © 1)), ™
t=1

Optimalne parametre @ ziskame maximalizaciou logaritmu funkcie vierohodnosti pri
podmienkach, Ze suet pravdepodobnosti je rovny jednej (PT1 = 1) a standardné odchylky
st nezaporné (o; = 0).

S pouzitim Kimovho algoritmu (Kim, 1994) je mozné ziskat' vyhladené pravdepodobnosti,
ktoré pouzivaji informa¢nii mnozinu do ¢asu T (T >t, zvyCajne t =T), na rozdiel od
filtrovanych pravdepodobnosti, ktoré pouzivajii informaéni mnozinu do ¢asu t. Kimov
algoritmus riesi rekurzivne vztahy pre & ¢}z S vychodiskovym odhadom $T|T.

2.2 Vybrané jednorozmerné ARCH modely

V stcasnosti existuje Siroké spektrum ARCH modelov, ktorych prehl'ad poskytuje Bollerslev
(Bollerslev, 2009). Popis vsetkych modelov je nad ramec prispevku, preto sme s ohl'adom na
komplexnost’ a softvérovli dostupnost’ zizili sledovanu skupinu na nasledovné jednorozmerné
ARCH modely: GARCH(p,q), TGARCH(p,q,r) a EGARCH(p,q,r), kde p je rad ARCH ¢lena,

q je rad GARCH clena a r je rad asymetrie.
Vychadzame z modelu spojitého vynosu, kde nie je potrebné pouzit AR ani MA cleny

(blizsie k problematike ARIMA modelov pozri (napr.: Cryer a Chan, 2011; Madsen, 2008))
a charakter ndhodnej zloZzky je multiplikativny. Uroviiovy model ma tvar:

Ty = U T &,

(8)

& = htl/zm,

kde r; je Casovy rad spojitého V}’lnosuz, Ue j€ podmienend strednd hodnota, &; je ndhodna
zlozka, h; je podmieneny rozptyl & a 1, je stochasticky ¢asovy rad, pre ktory plati, ze ma
nulov strednt hodnotu a jednotkovy rozptyl.

Model GARCH(p,q) ma tvar (Bollerslev, 1986):

p q
ht = w+Zai€f_i +Z,tht_j; (9)
i=1 j=1

kde w,a;, B; st parametre modelu. Ak plati, Ze sticet odhadnutych parametrov pred ARCH
a GARCH ¢lenmi je mensi ako 1, model je stacionarny. Cim je sucet bliz§i hodnote jedna,
tym vysSia je zotrvacnost inovacii. Kratkodobé Soky su zachytené v odhadnutych

2 Pri analyzach nie st pouzité denné hodnoty burzovych indexov, ale &asové rady spojitych vynosov, ktoré su
vypocitané ako prvé diferencie logaritmov hodn6t dvoch po sebe nasledujticich dni.
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parametroch pred ARCH ¢lenmi a dlhodobé Soky v odhadnutych parametroch pred GARCH
¢lenmi.

Model TGARCH(p,q,r) ma tvar (Zakoian, 1994):

p p T
hy = w+ Z a;el; + Z Bjhi—; + z Yi€-k e, <o} (10)
i=1 j=1 k=1

kde novym ¢lenom oproti GARCH(p,q) je 1¢,_, <0}, pre ktory plati, ze nadobuda hodnotu
jedna, ak rezidual v Case t — k je zaporny, inak nadobuda hodnotu nula. Pre parameter
asymetrie plati, Ze ak je kladny, tak negativny Sok zvySuje volatilitu a je pritomny pakovy
efekt k-tého radu. Zatial’ ¢o pozitivny Sok ovplyvni podmieneny rozptyl len prostrednictvom
parametra a;, negativny Sok ovplyvni podmieneny rozptyl prostrednictvom suctu a; + y;. AK
¥k # 0, potom dopad inovécii je asymetricky. V pripade nulového radu asymetrie hovorime
o modeli GARCH(p,q), zc¢oho vyplyva, ze model GARCH je Specidlnym pripadom
TGARCH.

Model EGARCH(p, q,r) ma tvar (Nelson, 1991):

2 Biin(he_;) + z O 8’*1/’2‘. (11)

LCavéa strana je logaritmus podmleneneho rozptylu, to znamend, Zze pakovy efekt je
exponencialny a odhad je garantovane nezaporny. Ak plati 8, < 0, tak je pritomny pakovy
efekt. Dopad inovacii je asymetricky, ak 8, # 0.

In(hy) = w + z a;

i=

1/2

2.3 Model dynamickych podmienenych korelacii (DCC)
Model patri medzi dvojkrokové modely, pretoze analyza spoc¢iva v dvoch krokoch:

1. krok: vypocet rezidui prostrednictvom vhodne zvolené¢ho jednorozmerného modelu
ARCH,

2. krok: vypocet dynamickych podmienenych korelacii.

Podstata DCC modelu spociva v dekompozicii pozitivne definitnej podmienenej varian¢no-
kovarian¢nej matice (H;) ndhodnej zlozky (&;) spojitého vynosu n aktiv (r;) na diagonalnu
maticu s podmienenymi §tandardnymi odchylkami z jednorozmernych ARCH modelov (D)
amaticu s podmienenymi korelaénymi koeficientami (R;). Model DCC ma tvar (Engle a
Sheppard, 2001):

Ty =HUe t &,

= H 1/2111?' (12)

Ht == DthDt.

V prvom kroku vypocitame Standardné odchylky &, prvky matice D,, pomocou

jednorozmernych modelov triedy ARCH. Za predpokladu, ze pouzijeme GARCH(p,q)
moZeme prvy krok zapisat’ v tvare:

p q
H =w+ Z ADg2 4 Z BYH,_;, (13)
i=1 j=1
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1
h/2 0

11,t

Dt = : . 1 )
\ 0 h/Z

nn,t
kde w je vektor kladnych parametrov, A®, BU) su diagonalne matice kladnych parametrov.

V druhom kroku vypocitame podmienené korelacie (dekompozicia R;). Pri dekompozicii je
nevyhnutné zabezpecit’ pozitivnu definitnost’ matice podmienenych korela¢nych koeficientov,
aby aj podmienena varian¢no-kovarianéna matica bola pozitivne definitna. Sucasne prvky
matice R, musia byt mensie, nanajvys rovné jednej. Pri vypocte pouZijeme inverzni maticu
D, v nasledovnych vztahoch (Wang a Moore, 2008):

€ = Dt_1£t~N(0; R,),
T

Q 12 r
== ) €€,
rLes 9

Q:=1-a- b)lQ + a‘='t—1‘='{—11 +bQ;-1,

R, = diag(Q,) 2Q.diag(Q,) 2,
kde €, je vektor standardizovanych rezidui, Q je nepodmienena varian¢no-kovarianéna matica
€;, Q; je podmienend varian¢no-kovariancnd matica €;, a, b st kladné skalarne parametre. Ak
a=>b =0, tak Q; = Q a matica s podmienenymi korelaénymi koeficientmi sa v ¢ase nemeni,
tzn. R, = R. V tom pripade hovorime o modeli konstantnych podmienenych korelacii. Z toho
vyplyva podmienka pre DCC model: a,b # 0. Sucasne musi platit a+b <1 kvoli
pozitivnej definitnosti matice H,. Prvky matice R, = (pl- j,t) musia byt mensie, nanajvys

1
rovné jednej, preto musi platit’ |q;j./ (qii_tqii_t) / 2‘ < 1, ¢im je zabezpecena aj jej pozitivna

definitnost’.

Pri predpoklade, Ze €, ma normalne rozdelenie, méZeme na odhad pouZit’ metddu maximalnej
vierohodnosti, ktorej logaritmicka funkcia vierohodnosti ma tvar (Brooks, 2008):

Tn

log L(0) = — >

T
1
In ZH—EZ(lantI + elH;e)). (15)
t=1

3 EMPIRICKE VYSLEDKY

V prvej Casti tretej kapitoly odhadneme Markov model prepinania rezimov pre spojity vynos
burzového indexu Spojeného kralovstva, ktorym potvrdime nevyhnutnost skiimania
previazanosti pre dve individudlne obdobia, konkrétne pred a po referende o odchode
Spojeného kralovstva z Eurdpskej tnie.

V druhej casti pouZijeme model dynamickych podmienenych korelacii na odhad vyvoja
previazanosti medzi binarnou kombinaciou spojitych vynosov vybranych burzovych indexov.

Na analyzu pouzijeme burzovy index Spojeného kralovstva (FTSE 100) a Ceskej republiky
(PX) od 1. januara 2015 do 31. decembra 2017, ¢o po zosynchronizovani dat predstavuje 669
pozorovani. Data boli ziskané z webovej stranky www.stooq.pl a Wolfram Mathematica —
Financial Data.
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3.1 Markov model prepinania rezimov

Referendum o odchode  Spojeného  kralovstva  z Eurdpskej  tnie  predstavuju
makroekonomicka zmenu. Je preto racionalne oCakavat’, ze volatilita spojitych vynosov bude
rozdielna v obdobi pred a po vol'bach. Tento predpoklad overime prostrednictvom Markovho
modelu prepinania rezimov® sdvomi stavmi, tzn. S € {1,2}. Volatilita a parametre su
odhadnuté metodou maximalnej vierohodnosti. Vysledky st uvedené v Tab. 1 (v zatvorkach
st p-hodnoty).

Tab. 1. Markov model prepinania rezimov

1. rezim 2. reZim
C 0,000486 (0,114) -0,000250 (0,832)
LOG(SIGMA) -5,152472 (0,000) -4,162650 (0,000)
P(i, j) 0,952 0,881

Zdroj: Vlastné spracovanie s vyuzitim softvéru EViews.

ZTab. 1 je zrejmé, Ze v prvom rezime je priemerny rast hodnoty burzového indexu
0,000486 % denne. V druhom rezime je negativny priemerny spojity vynos, ktory zodpoveda
poklesu hodnoty burzového indexu o 0,00025 % denne a volatilita je vysSia nez v prvom
rezime. Na 5 % hladine vyznamnosti model nevykazuje autokorelaciu, ktora sme testovali
prostrednictvom Ljungovej-Boxovej Q testovacej Statistiky do 50. pozorovania. Rezimy su
relativne stabilné. Pravdepodobnost’ zotrvania Vv predchadzajucom rezime je priblizne 90 %,
pricom prvy stav je stabilnejsi (95,2 %), ¢o je mozné vidiet aj na Obr. 1, ktory zobrazuje
vyhladeny vyvoj pravdepodobnosti rezimov.

Obr. 1: Vyhladeny vyvoj pravdepodobnosti pre 1. rezim

DIgiE=

i

1
Zdroj: Vlastné spracovanie s vyuzitim softvéru EViews.

Premenlivé spravania vyvoja burzového indexu sa zmenilo v 1. polovici roku 2016, kedy sa
znizila volatilita a priemerny spojity vynos bol kladny (1. rezim). Model potvrdzuje
pritomnost’ dvoch obdobi s rozdielnym vyvojom, preto pri analyze previazanosti budeme
sledovat’ obdobie pred junom 2016 apo flom (konkrétny dent delenia pozorovani je
23. 6. 2016).

% Alexander (Alexander, 2008) navrhuje, aby prvym krokom pred pouzitim Markovho modelu prepinania bolo
testovanie Strukturdlnych zlomov, ktoré indikuje zmenu koeficientov v rozdielnych &asovych obdobiach
(rezimoch). V nasom pripade Chowov test na 5 % hladine vyznamnosti nezamietol nulovll hypotézu
0 nepritomnosti zlomu pre nami zvoleny datum 23. 6. 2016. Odporucany den Strukturdlneho zlomu je
12. 2. 2016, kedy zacali pripravy na referendum, preto budeme vychadzat z predpokladu, Ze samotny den
referenda je zlom. Pritomnost’ Strukturdlnych zlomov nie je nutnou podmienkou pre vyuzitie Markovho modelu
prepinania rezimov.
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3.2 Model dynamickych podmienenych korelacii

Prvym krokom aplikacie DCC modelu je vyber optimalnych jednorozmernych modelov triedy
ARCH pre jednotlivé urovinové modely spojitych vynosov. Vychddzame z konStantnych
uroviiovych modelov, nakolko na 1 % hladine vyznamnosti nem6zeme zamietnut' nulova
hypotézu o nepritomnosti autokorelacie prostrednictvom Ljungovej-Boxove] Q testovacej
Statistiky. Ljungova-Boxova Q testovacia $tatistika Stvorcov rezidudlov (v Tab. 2 a 3
oznatend Q%) indikuje pritomnost ARCH efektu, ktory sme potvrdili Englovou LM
testovacou Statistikou. Na zaklade rozsireného Dickeyho-Fullerovho testu (v Tab. 2 oznaceny
ADF) sme dospeli k zaveru, Ze spojité vynosy su staciondrne a integrované radu nula
v obidvoch rezimoch. Vysledky testov pre troviiové modely st v Tab. 2.

Tab. 2: Testovanie autokoreldcie, pritomnosti ARCH efektu pre uroviiové modely 1. a 2.
rezimu® a staciondrnosti spojitych vynosov

1. reZim 2. rezim
Test diftse dlpx diftse dlpx
Q(1) 0,078 (0,781) 0,007 (0,932) 6,219 (0,013) 1,734 (0,188)
Q(50) 58,11 (0,201) 53,51 (0,341) 65,09 (0,074) 65,86 (0,066)
Q%(1) 3,377 (0,066) 5,778 (0,016) 64,72 (0,000) 64,14 (0,000)
Q%(50) 126,6 (0,000) 138,7 (0,000) 158,2 (0,000) 109,2 (0,000)
ARCH(1) 3,353 (0,068) 5,778 (0,017) 104,1 (0,000) 185,8 (0,000)
ADF -17,76 (0,000) -18,15 (0,000) -14,61 (0,000) -17,10 (0,000)

Zdroj: Vlastné spracovanie s vyuzitim softvéru EViews.

Pre jednotlivé urovinové modeli sme testovali nasledovné jednorozmerné modely triedy
ARCH: GARCH(p,q), TGARCH(p,q,r) a EGARCH(p,q,r). Najvhodnejsi model sme vybrali
Akaikeho informacné kritérium), nepritomnosti autokoreldcie Stvorcov rezidudlov
anepritomnosti zvySkovej heteroskedasticity. Vybrané jednorozmerné ARCH modely,

odhadnuté parametre s vybranymi $tatistikami st uvedené v Tab. 3.

Tab. 3: Jednorozmerné ARCH modely, odhadnuté parametre a vybrané Statistiky

1. reZim 2. rezim

diftse dlpx diftse dlpx
Model TGARCH(1,1,1) | EGARCH(1,1,1) | GARCH(L,1) | GARCH(1,1)
ay -0,102 (0,000) -0,084 (0,000) 0,061 (0,159) 0,078 (0,004)
By 0,910 (0,000) 0,975 (0,000) 0,675 (0,000) 0,821 (0,000)
V4 0,308 (0,000)
0, -0,096 (0,000)
AIC -6,241 -6,381 -7,246 -7,313
Q(50) 44,72 (0,685) | 43,66 (0,724) | 68,93(0,039) | 60,50 (0,147)

* 1. rezim je obdobie od 1. 1. 2015 do 23. 6. 2016, 2. rezim je obdobie od 24. 6. 2016 do 31. 12. 2017.
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Q%(50) 46,01 (0,634) | 33,74(0,962) | 62,65(0,108) | 61,39 (0,130)

ARCH(1) 0,103 (0,749) 0,228 (0,633) 0,822 (0,365) 0,983 (0,322)

Zdroj: Vlastné spracovanie s vyuzitim softvéru EViews.

Z Tab. 3 pre prvy rezim spojitého vynosu burzového indexu Spojeného kralovstva vyplyva,
ze pozitivny Sok z predchadzajuceho obdobia znizi podmieneny rozptyl o 10,2 % Stvorca
pozitivneho rezidua, zatial ¢o negativny Sok z predchddzajiceho obdobia zvysi volatilitu
0 20,6 % Stvorca negativneho rezidua. Parameter asymetrie je kladny (y; = 0,308), ¢o
potvrdzuje pritomnost pakového efektu®. V pripade spojitého vynosu burzového indexu
Ceskej republiky je tieZ pritomny pakovy efekt. Hodnota pred dlhodobymi vplyvmi $okov je
blizka hodnote jedna a teda mdézeme hovorit’ o vysokej zotrvacnosti. V druhom rezime bol
optimalnym GARCH(1,1) model pre obidva spojité vynosy. Vyssiu zotrvacnost’ ndhodnych
Sokov vykazuje Cesky burzovy index, nakolko sucet parametrov je blizSie k hodnote jedna.
Na 1% hladine vyznamnosti v modeloch nie je pritomnd autokoreldcia aani zvyskova
heteroskedasticita.

Druhym krokom je odhad DCC modelu za pomoci EViews kodu, ktory je mozné néjst’ v praci
Kovaca (Kovac, 2018). Primarnym zaujmom je vyvoj podmienenych korelacii v Case.
Informacie o vyvoji previazanosti prostrednictvom podmienenych korelacii st vhodnym
nastrojom pre rozhodovanie investorov o vyuziti medzinarodnej diverzifikacii rizika portfolii.
Nepodmieneny koeficient koreldcie, vV ¢ase sa nemeniaca konsStanta, nehovori ni¢ o rastovych
tendenciach previazanosti. Podmieneny koeficient korelacie, ktory sa v Case vyvija aje
zavisly od predchadzajiceho vyvoja, indikuje zmeny spravania previazanosti. Pokial je
koeficient vysoky, je pravdepodobné, ze Soky zjedného trhu ovplyvnia aj druhy trh
v sledovanej bindrnej kombinécii. Nizky koeficient korelacie predstavuje relativne nizku
previazanost, ¢o otvara dvere pre medzinarodni diverzifikdciu. Vyvoj previazanosti
prostrednictvom podmieneného koeficienta korelacie je zobrazeny na Obr. 2.

Obr. 2: Vyvoj previazanosti v 1. a 2. reZime
R_FP_1 R_FP 2

AR 15 T
[ T T V2 T T T VAR TR B R R T T VA T T R VA T
2015 2016 2017 2015 2016 2017

v

Zdroj: Vlastné spracovanie s vyuzitim softvéru EViews.

Tab. 4: Koeficienty koreldcie

1. rezim 2. rezim
Nepodmieneny koeficient korelacie 0,5885 0,4336
Priemerny podmieneny koeficient korelacie 0,4928 0,3619

Zdroj: Vlastné spracovanie s vyuzitim softvéru EViews.

> Asymetria Gi¢inkov minulych pozitivnych a negativnych hodndt na sugasnii volatilitu.
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Model dynamickych podmienenych korelacii odhalil nadhodnotenie previazanosti
prostrednictvom nepodmieneného koeficienta korelacie (pozri Tab. 4). Oba pripady vykazuju
spolo¢ny trend vyvoja ato je klesajuca previazanost medzi skimanymi trhmi, pricom
percentualna zmena je v obidvoch pripadoch priblizne rovnaka ato 26 %. Zatial' ¢o prvy
rezim neposkytuje podklad o ustalenej vyvojovej tendencii previazanosti, v druhom rezime je
mozné spozorovat pokles previazanosti od 3. kvartadlu roku 2017. Je mozné zhodnotit, ze
Ceska republika po odchode Spojeného kralovstva predstavuje relativne stabilnt lokalitu (s
ohl'adom na prenos ndkazy) pre realokaciu finan¢nych institaciu, ktoré maju zdujem zotrvat’
vV Europskej unii.

4 ZAVER

Napriek tomu, zZe Chowov test Strukturalneho zlomu nepotvrdil pritomnost zmeny na
finanénom trhu, vyvoj vyhladenych pravdepodobnosti naznacuje presun z neustalené¢ho
spravania do 1. rezimu po 2. kvartali roku 2016. Zaujimavou skuto¢nost'ou je, Ze prvy rezim
(obdobie po referende) ma kladny priemerny spojity vynos a niz$iu volatilitu nez druhy rezim.
Potvrdili sme pokles previazanosti medzi sledovanou bindrnou kombinaciou v priemere az
0 26 % a zaroven klesajuci vyvoj od 3. kvartalu roku 2017.

Prispevok poskytol stru¢ny prehl’ad préc, ktoré vyuzivaju Markov model prepinania rezimov
amodel dynamickych podmienenych korelacii. Poukizal na moznost stc¢innosti oboch
modelov pri analyze previazanosti akciovych trhov pri zmene ekonomického spravania (v
naSom pripade zmena zapric¢inend referendom). V prispevku sme graficky znazornili vyvoj
previazanosti medzi burzovymi trhmi Spojeného kralovstva a Ceskej republiky. Informacie
0 priebehu previazanosti st nevyhnutné pre racionalne rozhodnutie o diverzifikacii rizika
portfélia investorov, odhaleni mozného prenosu nakazy medzi jednotlivymi trhmi a tiez mézu
sluzit’ ako vychodiskovy bod pre hlbSie analyzy dopadov samotného odchodu Spojeného
krélovstva z Europskej unie na finan¢né trhy krajin Vysehradskej skupiny.
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PRIRAZOVANI ZAMESTNANCU KE KLIENTUM V MALE FIRME

AN ASSIGNMENT OF EMPLOYEES TO CLIENTS IN A SMALL
BUSSINESS

Karel Lebr, Ondiej Sokol

Abstrakt

Pfitazovani zaméstnanct ke klientim v sektoru sluzeb je problém casto feSitelny pouhou
zdravou intuici a zkuSenostmi, ale s rostoucim poctem zaméstnanct a klientti roste i narocnost
celého problému. Pro tyto ucely je mozné vyuzit metod operacniho vyzkumu, konkrétnéji
linedrniho ¢i nelinedrniho programovani. Tato prace se zabyvd otazkou, jak pfiradit
zameéstnance ke klientiim podle jejich ¢asovych preferenci s ohledem na politiku zkoumané
firmy. Pro tyto ucely byl vytvofen a implementovan model v podobé¢ obecného ptifazovaciho
problému s hornimi a dolnimi mezemi na poet klientii piifazenych k jednomu uéiteli. Uloha
vyuziva princip minimaxu. Model byl nasledné¢ verifikovan a implementovan na realny
problém.

Kli¢ova slova: prirazovaci problém, princip minimaxu, linedrni programovani.
Abstract

Employee assignment to clients in the service sector is often a problem with simple intuitive
solution but with the growing number of employees and clients, the complexity of the
problem is increasing. For these purposes it is possible to use methods of operational research,
more specifically linear or non-linear programming. This thesis deals with the problem of
assigning employees to clients according to their time preferences, taking into account the
policy of the company surveyed. For this purpose, a model has been created and implemented
in the form of a general assignment problem with upper and lower limits on the number of
clients assigned to one teacher. The task uses the minimax principle. Resulting model was
verified and was implemented on a real problem.

Keywords: assignment problem, minimax principle, linear programming.

1 UVOD

Cilem prace je sestavit model, ktery pfifadi klienty k ucitelim a zaroven respektuje jejich
pozadavky. Zaroven je nutné respektovat dal§i podminky tykajici se vytizeni jednotlivych
uciteld. Nektefi ucitelé maji hlavni pracovni pomér, zatimco ostatni maji mensi uvazky.
V préci feSime konkrétni problém na zakladé¢ dat z praxe.

Na zacatku ptispévku je sepsana hlavni myslenka tlohy a jsou zde popsana data ulohy. Je
popsano, jak se fesi dany problém v praxi a proC je vhodné vytvofit model, ktery by danou
realitu popisoval.

V ¢tvrté kapitole je feSen samotny model. Je zformulovan a okomentovan. Nasleduje
empiricka ¢ast celé¢ prace, kde se aplikuji metody a postupy z tvodni kapitoly na redlny
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problém. Je zde vysvétleno, pro¢ byla vybrana metoda feSeni ptifazovaciho problému. Dale
jsou interpretovany, verifikovany a néasledné implementovany vystupy ziskané fesenim ulohy
v MPL for Windows. V zavéru piispévku je vysledek okomentovan.

2 NAPLN PRACE

Néplni prace je optimalné pfifadit klienty firmy k zaméstnancim podle jejich ¢asovych a
kapacitnich moznosti. V soucasné dob¢ firma fesi dany optimalizac¢ni problém intuitivné ,,na
papife, a proto je tato prace zamecfena na efektivnéjsi zplsob feSeni pomoci metod
opera¢niho vyzkumu. Problém lze ale pfevést na ulohu linedrniho programovani [4-8], coz
nam zarucuje velmi rychlé nalezeni optimalniho feseni.

Pro nas problém je nejefektivnéjsi pouziti modelt piitazovaciho problému [1,2,3]. Samotny
model byl implementovan v programu MPL for Windows [9]. MPL for Windows nabizi celou
fadu pfidruzenych fesitelti jako napt. Gurobi, Lindo (coz je feSitel programu Lingo) nebo
LPSolve. Pro piifazovaci problém se nejvice hodi fesitel Gurobi [10], ktery zvladne i velmi
rozsahlé Ulohy v fadu vtetin.

3 DATA

Firma, jejiz data tato prace zpracovava, si neptfala byt jmenovana. Firma je zaméfena na
pfipravu klientd k fizeni motorového vozidla. Data jsou ziskana od majitele firmy, jeho
zaméstnancu a klientd. K dispozici mame 7 ucitelti (4, ..., G) a 35 klientt a jimi poskytnuté
informace o denni dobé¢, kdy mohou absolvovat lekce. Ucitelé taktéz poskytli udaje o denni
dobé, ve které mohou ucit, a horni a dolni meze poctu klientli na jednoho ucitele. V praxi
probihd vyuka nasledovné: Ucitel podle ¢asu a preferenci obdrzi klienta, kterého si nasledné
planuje individudln€é podle svych €asovych moznosti. Vedeni firmy vSak musi optimalné
ptifadit klienty k ucitelim, jak podle jejich Casovych moznosti, tak podle firemni politiky.
Jsou zde dva ucitelé s hlavnim pracovnim pomérem (4, B). Ty povazujeme za prioritni a
dostavaji maximum klientl, které zvladnou ucit. Zbyli ucitelé si nerozdélené klienty rozdé&li
podle ¢asovych preferenci.

Data jsou anonymizovana z dlivodu moZného tniku internich informaci firmy.

4 FORMULACE A RESENI MATEMATICKEHO MODELU

V této kapitole se zabyvame faktickou praci s modelem. Prezentujeme podobu matematického
modelu a podminek v ném obsaZenych.

4.1 Rozpoznani problému a jeho definice

Cilem je nalezeni optimalni pfifazeni klientd k ucitelim sohledem na splnéni vSech
podminky v podobé ¢asovych harmonogramt a firemni politiky. V realité se problém fesi za
chodu firmy. Ucitelé maji uz pfifazené klienty a k tomu rezervni €as pro pfifazeni noveé
pfichozich. Po pfichodu je klient pfifazen ke konkrétnimu uciteli podle svych casovych
preferenci a druhu vycviku. Vycviky jsou rozdéleny podle ¢asové narocnosti v rozmezi od
jednoho do tfi mésicii. Vzhledem k malému poctu ucitelll a neustale kontrolovatelnému stavu
rozpracovanosti je snadné fesit dany problém heuristicky.

V préci se abstrahuje od posloupnosti ptichozich klientd a od rozpracovanosti ugitelti. Uloha
predpoklada se, ze vSichni zkoumani klienti pfijdou v jeden konkrétni ¢as. V praxi by bylo
mozné model pouZit s konkrétnimi daty rozpracovanosti a stavu klientt a tiloha by pak mohla
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byt ainnym nastrojem na feSeni pfifazovani klientti k ucitelim. Toho by mohlo byt dosazeno
jen pfidanim podminek s uz pfidélenymi klienty.

4.2 Rozpoznani problému a jeho definice

Cil analyzy

Cilem je ziskat tabulku, kde bude podle ptedem zadaného kli¢e vidét, ktery klient
bude studovat u kterého ucitele.

Popis procesi

Procesy jsou zde prifazeni klienta k uciteli, resp. klientli a intenzitou jsou konkrétni
pocty klientl pfifazenych ke konkrétnim ucitelim. VIiv na cil analyzy je zde
maximalizace pfidélenych klientd k jednomu uciteli.

Popis Cinitelt

Cinitelé¢ jsou zde maximalni a minimalni podet klientd pfifaditelnych k jednomu
konkrétnimu uciteli a podminky jejich ¢asového sladéni.

Popis vzajemného vztahu mezi procesy, Ciniteli a cilem analyzy

Vzhledem k pfedchozim informacim je vzdjemny vztah nésledujici. Klient mize byt
pfifazen jen k uciteli, ktery v kyzeny ¢as muze ulit a pokud ma tento ucitel stale
volnou kapacitu klientd. Maximalizuje se pocet klientd ptfifazenych k uciteli, a to pro
celkovou spokojenost ucitele a nasledné i firmy.

4.3 Formulace matematického modelu

Cil analyzy
D - max,

neboli maximalizuje se parametr D, ktery je definovan jako nejvyssi spodni hranice
poctu klientli na jednoho ucitele.

Popis procesi

X = {1 pokud uciteli i je pridélen klient j, pro viechna i, .

0 jinak,

Popis Ciniteld

X;j < maxima;, pro vSechna i, (1)
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l

Z Aicbjx = xij, pro vSechna i, j, (5)
k=1

kde maxima; resp. minima; jsou maximalni, resp. minimalni pocty klienti pro i-tého
ucitele, v nasem piipad¢ se minima; u ucitelti na hlavni pracovni pomér nastavuje na velikost
uvazku, u ostatnich je pak nastavena na 0.

D je vyse zminénd nejvyssi spodni hranice poctu klientli na jednoho ucitele,

_ {1 pokud uciteli i ma ¢as v obdobi k,

Ak =1, jinak, pro vSechna i, k,
1 pokud klient j ma ¢as v obdobi k, . .
ik = {O jinak pro vSechna j, k.

Data a;y, a bjy, jsou znama.

Podminka (1) omezuje maximalni pocet klientd ptidélenych jednotlivému ugditeli. Pokud by
tato podminka v modelu nebyla, tak by tloha neméla ptipustné feseni, protoze by kazdy ucitel
mohl dostat pfidéleno az nekone¢n€ mnoho klientd, a to je znané€ neredlné.

Druha podminka (2) omezuje minimalni mozny pocet klientti na ucitele. To se tyka v nasem
pripadé pouze uclitelit A, B, kteti maji hlavni pracovni pomér. U ostatnich je mozné bud’
podminku vytadit, nebo pravou stranu nastavit na 0.

Tteti podminka (3) zaopatfuje klasickou podminku pfitazovaciho problému a v tomto
konkrétnim ptipadé tika, ze kazdy klient musi mit pravé jednoho ucitele.

Ctvrta podminka (4) je podminka principu minimaxu (resp. v tomto piipadé maximinu) a fesi
hlavni myslenku ucelové funkce. Tato podminka konkrétné hleda spodni hranici poc¢tu klientd
na jednoho ucitele, kterd se nasledné v t¢elové funkci maximalizuje.

vvvvvv

klienth k ucitelim tak, aby mél klient i ucitel Cas ve stejném Casovém obdobi a mohli tak
absolvovat spole¢né hodiny. Tato podminka tika, Ze jestli je skalarni soucin Casti dne alespon
jedna, pak mize byt klient pfifazen k uciteli, ale pokud je tento skalarni soucin roven nule,
pak k sob& nemohou byt ptifazeni, protoZe by se Casove nesesli.

Pro ucitele mimo hlavni pracovni pomér se klienti budou volit pouze podle jejich ¢asovych
preferenci a spodnich a hornich omezeni na absolutni pocet klientd. V ptipadé moznosti
pfitazeni klienta k n&kolika ucitelim mimo hlavni pracovni pomér se klient pfidéli ke
konkrétnimu uciteli zcela ndhodné.

4.4 Interpretace vysledki modelu a jejich verifikace

Vysledky jsou smysluplné a odpovidaji vstupnim podminkdm. Nejdiive budou interpretovany
vysledky v Tabulce 1. Pro ptiklad bude uvedena jedna proménna s hodnotou jedna a jedna s
hodnotou nula. Jako prvni otestujeme hodnotu na pozici (3,4), ktera se rovna jedné. To
znamena, Ze ucitel € bude ucit klienta 4.

Dale je potieba interpretovat a ovefit vysledky v Tabulce 2. Ucitelé A a B, neboli ucitelé na
hlavni pracovni pomér, jsou na svych maximech a jejich hodnoty jsou vyrovnané, protoze
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maximalizovand spodni hranice D z principu maximinu musi byt stejnd hodnota. Pokud by
ucitelé A a B méli jina maxima, pak by se hodnota D rovnala tomu niz§imu z nich. Zbytek
uciteli si rozdélil klienty podle ¢asovych preferenci obou stran a jesté k tomu mezi vSechny
ucitele mimo hlavni pracovni pomér takika rovnomérné podle jejich pracovnich moznosti.

Tabulka 1: Pfirazeni klientt k uditelum
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Tabulka 2: Vysledné pocty ptifazenych klienti k ucitelim

Ucitel Pocet klientl

A 10
B 10
C 2
D 2
E 2
F 8
G 1

4.5 Implementace vysledku

Vysledky druhého modelu se nam povedlo uspésné verifikovat, ptistoupime tedy k jejich
implementaci. Pokud by se upravila data na stavajici rozdéleni ucitela a klienti v ramci firmy
a novi klienti by byli dotazovéani ohledné jejich ¢asovych preferenci pted pfifazenim k uciteli,
pak by bylo mozné vytvofeny model aplikovat na zefektivnéni rozfazovani klientd k
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ucitelim, a to 1 poté, co by firma expandovala a méla vice ucitelt 1 zak.. S plnou verzi
optimaliza¢niho softwaru je tento model v redlném svété takika neomezené vyuzitelny.

5 ZAVER

V této praci bylo cilem vytvofit optimalizacni model, ktery by efektivnéji rozifazoval klienty k
ucitelim a pomohl tak vySe zminéné firmé s uvedenym problémem. Firma zaméstnava ucitele
jak na hlavni pracovni pomér, tak i na vedlejsi pracovni pomér a dohodu o provedeni ¢innosti.
Tato situace samoziejme vytvari rizna pracovni plnéni a tim padem i rtizny pocet klientli pro
kazdého ucitele na mésic. V modelu se se maximalizovala spodni hranice poc¢tu klientd jen
pro ucitele na hlavni pracovni pomér, u kterych firmé zalezi na plném pracovnim plnéni.
Tento model vytvofril realné a v realité uchopitelné a pouzitelné vysledky, které je mozné
pouzit do budoucna, pro zjednoduseni prace firmy pfti roziazeni klientl k uciteliim. Prace tedy
piinesla kyzené vysledky a je pravdépodobné, Ze jeji zavéry budou pouzity v praxi.

Podékovani. Clanek vznikl s podporou projektu IGA F4/78/2018 Interni grantové agentury
Vysoké skoly ekonomické v Praze.
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UVOD DO ANALYZY PANELOVYCH DAT V SYSTEME R*!
INTRODUCTION TO PANEL DATA ANALYSIS WITH R SYSTEM

Martin Lukacik, Adriana Lukacikova

Abstrakt

Rozvoj ekonometrickej analyzy je v poslednych rokoch uzko spojeny s rozvojom vypoctovej
techniky a zodpovedajiceho softvéru. Bez kvalitného programového vybavenia by sme
nemohli realizovat’ takmer Ziadne analyzy. Vd’aka vzrastajicemu rozsahu rovnakych udajov
napozorovanych v €ase pre rozne entity sa rozsirila moznost’ analyzy panelovych dat. V tomto
prispevku sme sa preto rozhodli predstavit’ zaklady ekonometrickej analyzy panelovych dat
Vv programovacom systéme R, Ktory je vol'ne dostupny a predstavuje alternativu komerénym
Specializovanym softvérovym produktom.

KUlucové slova: ekonometricka analyza, panelové data, programovaci systém R, RStudio

Abstract

The development of econometric analysis is in recent years closely linked to the development
of computers and appropriate software. Without quality software, we could not implement
almost any analysis. Due to the growing range of the same data observed over time for
different entities, the opportunity of panel data analysis has been expanded. In this paper, we
decided to introduce the basics of econometric analysis of panel data with R programming
system, which is freely available and it is an alternative to the commercial software product.

Keywords: econometric analysis, panel data, R programming system, RStudio

1 UVOD

Zaklady ekonometrickej analyzy panelovych dat si vysvetlime na priklade Vv ucebnici
prezentovaného modelu, pricom vyuzijeme tdaje tykajice sa nakladovych funkcii leteckych
spolo¢nosti, ktoré uvadza Lukadikova et al (2018). Udaje sa daju stiahnut' napriklad na
internetovej stranke http://fhi.sk/files/katedry/kove/ucebnice/UdEspE/uvod_do_ekon.xls.

Najskor sa nastavime na harok Kap7Tab28 stiahnutého suboru uvod_do_ekon.xls. Spustime
proces uloZenia stboru vo formate typu .csv pod nazvom letecke_spolocnosti.csv. Program
nas upozorni, Ze v tomto type suborov mdze byt len jeden harok a to aktivny. Stibor ulozime
do pracovného prie¢inku programu RStudio. Stbor s datami, ktoré st podla slovenskych
pravidiel (oddel'ova¢ bodkociarka a pre desatiny ¢iarka) importujeme podl'a postupu Lukacika
et al (2016) a stiahneme a aktivujeme balicek na pracu s panelovymi uidajmi plm prikazmi:

> letspol <- read.csv(file = "letecke_spolocnosti.csv”, header =T, sep =";", dec =",")

> class(letspol) # potvrdenie, ze nacitané udaje su v datovom ramci
> attach(letspol) # zakladné charakteristiky stlpcov v datovom rdamei letspol
> install.packages("pIlm") # stiahne a nainstaluje pridavny balik plm
> library(plm) # aktivacia pridavného balika plm pre danu relaciu

! Prispevok vznikol s podporou projektov VEGA 1/0294/18 "Analyza kratkodobej a dlhodobej dynamiky
ekonomického vyvoja europskych postkomunistickych krajin a ich regiénov" a VEGA 1/0248/17 " Analyza
regionalnych disparit v EU na baze pristupov priestorovej ekonometrie".
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Importované udaje su nahraté v relacii syst¢tmu R ako datovy ramec (potvrdi to prikaz
class(letspol)). Predstavuje zoznam vektorov s atribatmi, ako su nazvy stlpcov. Prikaz
attach(letspol) umozni pristup priamo k stlpcom datového ramca.

Aktivovany bali¢ek pracuje s beznym datovym ramcom bez akejkol'vek d’alSej transformacie
za predpokladu, ze prierezové indexy a Casové indexy su v prvych dvoch stlpcoch, ¢o je
vV nami vyuzivanych tidajoch splnen¢, 0 om nés presvedci prikaz:

> head(letspol) # zobrazi niekolko prvych udajov vSetkych premennych datového ramca

Nacitané udaje zahinaju celkové naklady leteckej spolo¢nosti TC, celkovt produkciu leteckej
spolo¢nosti Q, cenu leteckého benzinu P a koeficient vytazenia lietadiel KV, pricom mame
k dispozicii tidaje pre 6 firiem za 15 rokov.

V balicku plm moézeme vytvorit' Specialny typ panelového datového ramca s indexom
popisujucim prierezovu jednotku v danom ¢ase pomocou objektu pdata.frame:

> let <- pdata.frame(letspol, index=c("i","t"), drop.index=TRUE, row.names=TRUE)

Vyuzivaju sa dva logické argumenty: drop.index = TRUE, ktory odstrani povodné prierezové
a ¢asové indexy i at z datového ramca a row.names = TRUE, ktory vytvori ,,panelovy* index
z povodnych prierezovych a c¢asovych indexov. Pri prevode povodnych casovych radov
z datového ramca do pdata.frame sa vytvori panelovy Casovy rad pseries, ¢o je povodny
Casovy rad s atribatom panelového indexu ul'ah¢ujici d’alSie transformacie.

> head(let) # zobrazi niekol'ko prvych udajov premennych panelového datového ramca
> head(attr(let, "index")) # zobrazi niekolko udajov povodnych indexovych premennych

Objekt pdata.frame vyuziva $pecifické metody: summary a as.matrix. Prva z nich oznacuje
celkovll odchylku premennej a podiel tejto variability v dosledku prierezovych a ¢asovych
rozmerov. Druha metdda poskytuje maticovl reprezentaciu premennej, pricom Standardne su
zobrazené prierezové jednotky ako riadky a ¢asové data ako stipce.

> summary(let$TC) # zobrazenie podielu variability premennej TC prierezovo a casovo
> head(as.matrix(let$TC)) # maticovd reprezentacia premennej TC

> head(letspol) A > summary (let$TC) A

it TC Q P KV total sum of squares: 1.264727e+14

11 1 1140640 0.952757 106650 0.534487 id time

2 1 2 1215690 0.986757 110307 0.532328 0.5985220 0.2608576

3 1 3 1309570 1.091980 110574 0.547736 > head(as.matrix(let$7C))

4 1 4 1511530 1.175780 121974 0.540846 1 2 3 4 5

515 1676730 1.160170 196606 0.591167 1 1140640 1215690 1309570 1511530 1676730

6 1 6 1823740 1.173760 265609 0.575417 2 569292 640614 777655 999294 1203970

> let <- pdata.frame(letspol, index=c("i","t"), 3 286298 309290 342056 374595 450037

drop.index=TRUE, row.names=TRUE) 4 145167 170192 247506 309391 354338

> head(let) 5 91361 95428 98187 115967 138382

TC Q P KV 6 68978 74904 83829 98148 118449

1-1 1140640 0.952757 106650 0.534487 6 7 8 9 10
1-2 1215690 0.986757 110307 0.532328 1 1823740 2022890 2314760 2639160 3247620
1-3 1309570 1.091980 110574 0.547736 2 1358100 1501350 1709270 2025400 2548370
1-4 1511530 1.175780 121974 0.540846 3 510412 575347 669331 783799 913883
1-5 1676730 1.160170 196606 0.591167 4 373941 420915 474017 532590 676771
1-6 1823740 1.173760 265609 0.575417 5 156228 183169 210212 274024 356915
> head(attr(let, "index")) 6 133161 145062 170711 199775 276797

it 11 12 13 14 15
111 1 3787750 3867750 3996020 4282880 4748320
212 2 3137740 3557700 3717740 3962370 4209390
313 3 1041520 1125800 1096070 1198930 1170470
414 4 880438 1052020 1193680 1303390 1436970
515 5 432344 524294 530924 581447 610257
616 6 381478 506969 633388 804388 1009500
> >

v v

Obrazok 1: Vytvorenie a nardbanie s udajmi v panelovom datovom ramci
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2 TRANSFORMACIE POVODNYCH PANELOVYCH UDAJOV

Pri odhade modelov panelovych dat niekedy potrebujeme transformovat’ pévodné premenné.
Bezne vyuzivané funkcie na vytvorenie oneskorenych premennych a diferencii premennych
nie st schopné identifikovat’, kedy dochadza k zmene tidajov z jednej prierezovej jednotky na
d’alSiu. Preto boli vytvorené Specialne metody pre objekty typu panelovy Casovy rad pseries
v panelovom datovom ramci, aby spravne spracovali udaje panelu.

Na oneskorenie sa vyuziva funkcia lag, v ktorej je poradie oneskoreni oznacené kladnym
celym ¢islom, pricom aj 0 je relevantna hodnota, ktora zobrazi neoneskorené tdaje. Prvé
diferencie ziskame pomocou funkcie diff.

> head(lag(let$TC, 0:2)) # zobrazi niekolko udajov povodnej a oneskorenych premennych
> head(diff(let$TC), 20) # zobrazi 20 prvych udajov prvej diferencie TC
> head(lag(let$TC, 2), 20) # zobrazi 20 prvych udajov TC oneskorenych o 2 obdobia

Okrem funkcii pre oneskorené hodnoty a diferencie boli vytvorené aj d’alsie funkcie between,
Within a Between. Funkcia between vrati vektor priemernych hodnot pre kazda prierezova
jednotku. Ak by sa vtejto funkcii nepouzila prednastavena hodnota argumentu
effect = "individual” ale effect = "time", ziskali by sme vektor priemernych hodnot pre kazda
¢asovu jednotku. Funkcia Between vrati vektor priemernych hodnét rozmeru rovnajiicom sa
poctu pozorovani, priCom priemernt hodnotu pre kazdu prierezovu jednotku opakuje, kym sa
neposuniec na dalSiu prierezovi jednotku. Funkcia Within vrati vektor odchylok od
priemernych hodnot. Pre rozsiahlost’ vektory nezobrazujeme celé ale iba ich ¢ast’ cez head.

> head(Within(let$TC), 18) # zobrazi 18 prvych uidajov
> head(between(let$TC), 6) # zobrazi priemerné hodnoty pre 6 prierezovych jednotiek
> head(Between(let$TC), 20) # zobrazi 20 prvych tidajov
> head(lag(let$TC, 0:2)) A > head(Within(let$T1C),18) A
0 1 2 1-1 1-2 1-3
1-1 1140640 NA NA -1498363.3333 -1423313.3333 -1329433.3333
1-2 1215690 1140640 NA 1-4 15 1-6
1-3 1309570 1215690 1140640 -1127473.3333 -962273.3333 -815263.3333
1-4 1511530 1309570 1215690 iy 1-8 1-9
1-5 1676730 1511530 1309570 -616113.3333 -324243.3333 156.6667
1-6 1823740 1676730 1511530 1-10 1-11 1-12
> head(diff(let$TC), 20) 608616.6667 1148746.6667 1228746.6667
1-1 1-2 1-3 1-4 1-5 1-6 1-13 1-14 1-15
NA 75050 93880 201960 165200 147010 1357016.6667 1643876.6667 2109316.6667
1-7 1-8 1-9 1-10 1-11 1-12 2-1 2=2 2-3
199150 291870 324400 608460 540130 80000 -1558591.6667 -1487269.6667 -1350228.6667
1-13  1-14 1-15 2-1 2-2 2-3 > head(between(Tet$TC))
128270 286860 465440  NA 71322 137041 1 2 3 4
2-4 2-5 2639003.3 2127883.7 723189.2 638088.4
221639 204676 5 6
> head(lag(letsTc, 2), 20) 293275.9 313702.5
1-1 1-2 1-3 1-4 1-5 > head(Between(let$TC), 20)
NA NA 1140640 1215690 1309570 1 1 1 1 1
16 17 18 1.9 1-10 2639003 2639003 2639003 2639003 2639003
1511530 1676730 1823740 2022890 2314760 1 4 1 1 1
1-11 1-12  1-13  1-14  1-15 2639003 2639003 2639003 2639003 2639003
2639160 3247620 3787750 3867750 3996020 1 X 2 5 1 1
21 am2 223 24 2-s 2639003 2639003 2639003 2639003 2639003
NA NA 569292 640614 777655 2 2 2 2 2
> v 2127884 2127884 2127884 2127884 2127884 -
>

Obrdzok 2: Funkcie na transformdciu povodnych panelovych udajov

3 MODELY PANELOVYCH DAT - SPOJENY (POOL) MODEL
Za zékladny ramec pri regresnych modeloch panelovych dat oznacuje Greene (2003) model:

Yie = BiXin + BoXip +- oo+ BXy + 027y + 4,75, o g Uy 1)
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kde index i oznaCuje prierezovy rozmer i=1,...,n, indext Casovy rozmer t=1, ..., T,
premenné X; az X, st vysvetl'ujuce premenné nezahinajuce vektor jednotiek a premenné Z; az
Zqy predstavujt individudlne efekty — r6znorodost’, ktorou sa moze odliSovat’ jednotlivec alebo
cela skupina od ostatnych entit — sem sa zarad’uje pripadny vektor jednotiek. Individudlne
efekty sa povazuju za ¢asovo invariantné (nemenia sa s casom).

Na zéklade uvedeného ramca sa pri analyze najcastejsie vyuzivaju tri zakladné pripady:

e spojeny regresny model (Pooled Regression), ak individualnym efektom je iba vektor
jednotiek, ¢o znamena, ze jediny parameter a je spolocnou konStantou:

Yio =@+ X+ BoXip -+ By + Uy )

o model s fixnymi efektmi (Fixed Effects Model — FEM), ak individualne efekty Z; az Zq st
nepozorovatelné, ale korelované s vysvetl'ujicimi premennymi, tak rieSenim je zahrnut
vSetky efekty do odhadnutelného podmieneného priemeru o; =z, +...+ @z, (fixny

efekt a; znamena Specificka konstantu pre kazdua prierezovt jednotku) @ model ma tvar:

Yie = + B + BoXia o+ BiXg + Uy ©)

e model s ndhodnymi efektmi (Random Effects Model — REM), ak individualne efekty Z; az
Zy st nepozorovatelné, ale nekorelované s vysvetlujicimi premennymi, tak rieSenim je
zlozend ndhodna zlozka ¢, +U,, ktord okrem povodnej predpoklada aj Specifickit ndhodnu

zlozku pre kazdu prierezovu jednotku a model ma tvar:
Vi = BXin + BoXio +-- - B X +(a+gi)+uit (4)

Toto rozdelenie sa zameriava na roznorodost’ prierezovych jednotiek. Podobnym spdsobom by
sa dal uvazovat’ aj efekt ¢asu.

Najjednoduchsi pripad, ktorym je spojeny regresny model (pool), predstavuje naivny pristup,
Vv ktorom sa predpokladd, Ze absolutny clen aj vSetky parametre pri vysvetlujucich
premennych st pre vSetky prierezové jednotky rovnaké. Odhad pomocou estimatora
najmensich Stvorcov navyse znamena oCakavanie, ze nahodné Cleny pre prierezové jednotky aj
Zasové obdobia spiiiaju klasické predpoklady. Napriek tomu sa spojeny regresny model pouziva
pri testovani ostatnych modelov. Model m6zeme zapisat’ v kompaktnom tvare, ak ozna¢ime T
pozorovani i-tej prierezovej jednotky y; a X, s ktorymi stvisia nahodné ¢leny u;, lebo potom:

Yi=a+Xp+u, ©)

Spojenim cez vSetky prierezové jednotky dostaneme model pool:

yl Xl ul
X u

y= y:2 =a+| " |B+| P |=a+XB+u (6)
yn Xn un

Odhad spojeného regresného modelu je v pripade panelovych dat a funkcie plm analogiou
odhadu linearneho modelu v inych typoch udajov pomocou zabudovanej funkcie Im.
Podrobnejsie st moznosti funkcie Im popisané v Lukacik (2016).

> nakl.pool <- plm(log(TC)~log(Q)+log(P)+KYV, data = letspol, model = "pooling") # odhad

> summary(nakl.pool) # komplexny vypis informdcii 0 parametroch z odhadu

Rozdiel medzi funkciami Im a plm predstavuje argument model, ktory sa v pripade
panelovych dat a spojeného regresného (pool) modelu nastavi na: model = "pooling™.
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Vysledkom je odhadnuty spojeny regresny model, ktory potvrdzuje ocakavania, lebo
percentualny narast cien aj produkcie zvysSuje naklady o menej ako jedno percento a zvySenie
vytazenia (priemernej hodnoty obsadenych sedadiel v lietadle) znizi ndklady. Potvrdili sa
uspory z rozsahu, lebo elasticita celkovych ndkladov vzhl'adom na produkciu je mensia ako 1.

> nakl.pool <- pIm(Tog(TC)~Tog(Q)+log(P)+KV, data = letspol, model = "pooling") A
> summary(nakl.pool)
Pooling Model

call:
pIm(formula = 1og(TC) ~ Tog(Q) + log(P) + KV, data = Tletspol,
model = "pooling")

Balanced Panel: n =6, T =15, N = 90
Residuals:

Min. 1st Qu. Median 3rd Qu. Max.
-0.2631215 -0.0575660 0.0044011 0.0850025 0.3001454

coefficients:
Estimate Std. Error t-value Pr(>|t|)

(Intercept) 9.516922 0.229245 41.5143 < 2.2e-16 ***

Tog(Q) 0.882739 0.013255 66.5991 < 2.2e-16 ***

Tog(P) 0.453977 0.020304 22.3588 < 2.2e-16 ***

KV -1.627510 0.345302 -4.7133 9.309e-06 ***

signif. codes: 0 ‘***’ 0,001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 *.” 0.1 * ' 1
Total sum of Squares: 114.04

Residual sum of squares: 1.3354

R-Squared: 0.98829

Adj. R-squared: 0.98788
F-statistic: 2419.34 on 3 and 86 DF, p-value: < 2.22e-16
>

Obrdzok 3: Odhad parametrov spojeného (pool) modelu

4 MODELY PANELOVYCH DAT — MODEL S FIXNYMI EFEKTMI

Model s fixnymi efektmi (FEM) na rozdiel od spojeného regresného modelu predpoklada
roznorodost’ prierezovych jednotiek v absolutnych ¢lenoch. Odhad estimatorom najmensich
Stvorcov je pri splnenych klasickych predpokladoch efektivny, ale v pripade
heteroskedasticity ¢i pritomnosti nejakého typu koreldcie medzi nahodnymi zlozkami je
vhodnou metddou estimator zovSeobecnenej metddy najmensich Stvorcov.

Vyuzitim znacenia zavedeného pri predchadzajicom modeli, ak ozna¢ime T-rozmerny vektor
jednotiek i, tak model (3) mozeme zapisat’ v kompaktnom tvare:

Y, =la, + X,p+u, (7)
Spojenim cez vSetky prierezové jednotky dostaneme model FEM:
Y, i 0 - 0|l X, u,
y= Ya |_ O I O 052 + )fz B+ u:2 =Da+Xp+u (8)
Ya 0 0 - ifa, X, u,

Vidime, ze v modeli (8) predstavuju stipce matice D umelé premenné D; az Dy, ktoré
nadobudaju hodnotu dj; = 1 pre i-ta prierezova jednotku, a hodnotu dj; = 0 pre vsetky ostatné
prierezové jednotky. Kvoli umelym premennym sa tento model nazyva aj LSDV (Least
Squares Dummy Variable). Odhad modelu FEM sa ziska funkciou plm, pricom argument
model sa nastavi na: model = "within™:

> nakl.fem <- pIm(log(TC)~log(Q)+log(P)+KV, data = letspol, model = "within")  # odhad
> summary(nakl.fem) # komplexny vypis informdcii o parametroch z odhadu
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> nakl.fem <- pIm(log(TC)~1og(Q)+log(P)+KV, data = letspol, model = "within") ~
> summary(nakl.fem)
oneway (individual) effect within model

call:
pIm(formula = Tog(TC) ~ log(Q) + log(P) + KV, data = Tletspol,
model = "within")

Balanced Panel: n =6, T = 15, N = 90

Residuals:
Min. 1st Qu. Median 3rd Qu. Max.
-0.1560412 -0.0352173 -0.0093022 0.0349257 0.1658661

coefficients:

Estimate Std. Error t-value Pr(>|t|)
Tog(@) 0.919285 0.029890 30.7555 <« 2e-16 ***
Tog(P) 0.417492 0.015199 27.4682 < 2e-16 ***

KV -1.070396 0.201690 -5.3071 9.5e-07 ***

signif. codes: 0O ‘***’ 0.001L ‘**' 0.01 ‘*’" 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ' 1
Total Sum of Squares: 39.361

Residual sum of Squares: 0.29262

R-Squared: 0.99257

Adj. R-squared: 0.99183
F-statistic: 3604.81 on 3 and 81 DF, p-value: < 2.22e-16
> |

Obrazok 4: Odhad parametrov modelu s fixnymi efektmi

Efekty jednotlivych prierezovych jednotiek zobrazime funkciou fixef, pricom si mdézeme
vybrat’ z trojice moznosti jej argumentu type. Ak zvolime type = "dmean”, zobrazia sa efekty
ako odchylky kazdej prierezovej jednotky od priemeru. V pripade type = "dfirst" sa zobrazia
efekty ako odchylky od prvej prierezovej jednotky. Ak zvolime type = "level”, ziskame
vypocitané odhady priamo pre kazdu prierezovu jednotku.

> fixef(nakl.fem, type = "dmean") # individudlne efekty ako odchylky od priemeru
> summary(fixef(nakl.fem, type = "dmean™)) # komplexny vypis individualnych efektov
> fixef(nakl.fem, type = "dfirst") # individudlne efekty ako odchylky od 1. prierezovej jednotky
> fixef(nakl.fem, type = "level") # individudlne efekty vypocitané pre kazdu jednotku
> summary(fixef(nakl.fem, type = "level™)) # komplexny vypis individualnych efektov

> mean(fixef(nakl.fem, type = "level™)) # priemer individudlnych efektov, rozdiely sui v dmean

> fixef(nakl.fem, type = "dmean") A
1 2 3 4 5 6

-0.00758599 -0.04882186 -0.21650710 0.17696999 0.01646899 0.07947598

> summary(fixef(nakl.fem, type = "dmean"))

Estimate std. Error t-value Pr(>|t|)
-0.007586 0.193124 -0.0393 0.9688
-0.048822 0.198982 -0.2454 0.8068
-0.216507 0.224958 -0.9624 0.3387
0.176970 0.241763 0.7320 0.4663
0.016469 0.260942 0.0631 0.9498
0.079476 0.263662 0.3014 0.7639
fixef(nakl.fem, type = "dfirst")

2 3 4 5 6
-0.04123587 -0.20892111 0.18455598 0.02405498 0.08706197
> fixef(nakl.fem, type = "level")

1
2
3
4
5
6
>

1 2 3 4 5 6
9.705942 9.664706 9.497021 9.890498 9.729997 9.793004
> summary(fixef(nakl.fem, type = "level"))

Estimate Std. Error t-value Pr(>|[t])

1 9.70594 0.19312 50.258 < 2.2e-16 ***

2 9.66471 0.19898 48.571 < 2.2e-16 **¥*

3 9.49702 0.22496 42.217 < 2.2e-16

4 9.89050 0.24176 40.910 < 2.2e-16

5 9.73000 0.26094 37.288 < 2.2e-16 ***

6 9.79300 0.26366 37.142 < 2.2e-16 ***

Signif. codes: 0 ‘***' 0.001 ‘**’' 0.01 ‘*' 0.05 ‘.’ 0.1 ‘"' 1

> mean(fixef(nakl.fem, type = "level"))
[1] 9.713528
>

Obrdzok 5: Efekty jednotlivych prierezovych jednotiek v modeli s fixnymi efektmi
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Napriek tomu, ze komplexnym vypisom ziskame aj t Statistiky individudlnych efektov,
nebyvaju tieto Statistiky dolezité pre rozhodnutie o preferencii modelu FEM. Rozdielnost’
medzi jednotlivymi prierezovymi jednotkami je vhodnejSie testovat pomocou F-testu
porovnavajuceho model bez ohrani¢eni, ktorym je model FEM amodel s ohrani¢eniami,
ktorym je spojeny regresny model (pool). Testovacia Statistika ma tvar:

_ (RSS —RSSey ) /(n-1)
i RSSeey /(NT —k—n) ®)

a porovnavame ju s Kritickou hodnotou na zvolenej hladine vyznamnosti a. AK je hodnota
Statistiky (9) véicsia ako tabulkova hodnota, zamietame nulovi hypotézu, ze prierezové
jednotky maju rovnaké absolutne ¢leny.

Testovacia Statistika sa ziska funkciou pooltest, pricom jej argumentmi su odhady modelov
pool a FEM. V naSom pripade ma Statistika hodnotu 57,732 a je vdcsia ako kriticka hodnota
ktora sa na hladine vyznamnosti o =5 % rovna 2,327. M6Zeme zamietnut’ nulova hypotézu,
ze jednotlivé letecké spolo¢nosti maji rovnaké absolutne ¢leny. Preferujeme FEM model.

> pooltest(nakl.pool,nakl.fem)

> pooltest(nakl.pool,nakl.fem) A
F statistic

data: 1og(TC) ~ log(Q) + Tog(P) + KV

F = 57.732, dfl = 5, df2 = 81, p-value < 2.2e-16

alternative hypothesis: unstability

>

Obrazok 6: F test porovnavajuci model FEM a spojeny regresny model

5 MODELY PANELOVYCHDAT-MODEL SNAHODNYMI EFEKTMI

V modeli s fixnymi efektmi sa odliSnost medzi prierezovymi jednotkami uvazovala ako
posun regresnej funkcie. Ak individualne vplyvy posobiace na prierezové jednotky nie su
korelované s vysvetl'ujlicimi premennymi celého panelu, tak by bolo vhodnejSie modelovat
jednotlivé absolutne ¢leny pre prierezové udaje ako nahodne rozdelené.

Model s ndhodnymi efektmi (REM) ma tvar:
Yi =@+ X+ BXig &+ U =a+ BiXg .+ BXy +V (10)

kde spojenim nahodnej zlozky konkrétneho pozorovania v prierezovej jednotke uj; a nahodne;j
zlozky Specifickej pre prierezova jednotku &; dostdvame zlozenli ndhodnu zloZku Vi.

Absolutny ¢len a predstavuje v modeli priemer prierezovych absolitnych ¢lenov a ndhodna
zlozka Specificka pre prierezovu jednotku je nahodnou odchylkou od tohto priemeru, pricom
sa nemeni s ¢asom.

Z predpokladov o nahodnych zlozkach sa obvykle zameriavame na tieto dva. V ramci jednej
prierezovej jednotky sa koreldcia medzi dvoma l'ubovolne v €ase vzdialenymi nahodnymi
zlozkami rovna tej istej hodnote a Korelacia medzi dvoma l'ubovol'nymi ndhodnymi zlozkami
Z r6znych prierezovych jednotiek je nulova. Z toho pre nas vyplyva, Ze kovarian¢né matica
nahodnych zloziek je blokovo diagonalna matica. Ignorovanie tejto skuto¢nosti a odhad
modelu REM metodou najmensich Stvorcov vedie k neefektivnemu odhadu. Adekvatnou
metodou na odhad parametrov je zovSeobecnena metdda najmensich Stvorcov.
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Odhad modelu REM sa ziska funkciou plm s argumentom model = "random”, kde si mézeme
vybrat’ medzi jednotlivymi spdsobmi vypoctu zloziek rozptylu argumentom random.method
rovnajiicom sa jednej z dostupnych moznosti: "swar" (je prednastavené) pre postup Swamyho
a Aroru, "amemiya" pre pristup Amemiyu, "walhus" pre postup Wallaceho a Hussaina alebo
"nerlove™ pre Nerlovov pristup. Podrobne su pristupy popisané v Croissant a Millo (2018).

> nakl.rem <- pIm(log(TC)~log(Q)+log(P)+KV, data = letspol, model = "random",

random.method="swar") # odhad
> summary(nakl.rem) # komplexny vypis informdcii 0 parametroch z odhadu
> nakl.rem <- pIm(log(TC)~1og(Q)+log(P)+KV, data = Tetspol, model = "random",ran A

dom.method="swar")

> summary(nakl.rem)

oneway (individual) effect Random Effect Model
(swamy-Arora's transformation)

call:
pIim(formula = 1og(TC) ~ log(Q) + log(P) + Kv, data = letspol,
model = "random", random.method = "swar")

Balanced Panel: n =6, T = 15, N = 90

Effects:

var std.dev share
idiosyncratic 0.003613 0.060105 0.188
individual 0.015597 0.124889 0.812
theta: 0.8767

Residuals:
Min. 1st Qu. Median 3rd Qu. Max.
-0.1385541 -0.0390391 -0.0045664 0.0365641 0.1774947

coefficients:
Estimate std. Error t-value Pr(>|t|)

(Intercept) 9.627909 0.210164 45.8114 < 2.2e-16 **

Tog(Q) 0.906681 0.025625 35.3827 < 2.2e-16

Tog(P) 0.422778 0.014025 30.1451 < 2.2e-16

KV -1.064498 0.200070 -5.3206 8.102e-07

Signif. codes: 0 “%xk% 0,001 **%% 0,01 **% 0.05 *.” 0:1.% " 1
Total sum of Squares: 40.497

Residual sum of Squares: 0.31159

R-Squared: 0.99231

Adj. R-Squared: 0.99204

F-statistic: 3697.12 on 3 and 86 DF, p-value: < 2.22e-16
>

Obrdzok 7: Odhad parametrov modelu s ndhodnymi efektmi

Odhad rozptylu jednotlivych zloziek, ktory je zdroven sticastou vypisu odhadu REM modelu
ziskame funkciou ercomp. Efekty jednotlivych prierezovych jednotiek zobrazime funkciou
ranef, pre ktort zobrazenie pomocou summary uz neponuka podobnu informéaciu ako fixef.

> ercomp(log(TC)~log(Q)+log(P)+KYV, data = letspol) # vypis individudlnych efektov

> ranef(nakl.rem, type = "dmean") # individudlne efekty

> ercomp(Tog(TC)~log(Q)+log(P)+KV, data = letspol) ~
var std.dev share

idiosyncratic 0.003613 0.060105 0.188

individual 0.015597 0.124889 0.812

theta: 0.8767

> ranef(nakl.rem, type = "dmean™)
3 4 5
0.011055648 -0.033738683 -0.210202778 0.168592757 0.002275598
[3

0.062017459

>
v

Obrdazok 8: Efekty jednotlivych prierezovych jednotiek v modeli s nahodnymi efektmi

Cely doterajsi postup sa zameriaval na roznorodost’ prierezovych jednotiek. Ak by sme
pracovali, ¢i uz v modeli REM alebo v modeli FEM, s ¢asovymi efektmi, museli by sme
prednastaveny argument effect zmenit na effect = "time". Podobne, ak by sme pracovali, ¢i uz
v modeli REM alebo v modeli FEM, zaroven s prierezovymi aj s ¢asovymi efektmi, museli by
sme prednastaveny argument effect zmenit' na effect = "twoways".
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Pri rozhodovani, ktory z dvojice modelov s fixnymi alebo s ndhodnymi efektmi pouzit’ sa
odporica Hausmanov test. Nulova hypotéza predpokladd, ze odhady parametrov
zovSeobecnenej metody najmensich Stvorcov v modeli s nahodnymi efektmi a metddy
najmensich Stvorcov v modeli s fixnymi efektmi su konzistentné, a tym odhad metodou
najmensich Stvorcov nie je efektivny. V alternativnej hypotéze je len metéda najmensich
Stvorcov konzistentnd. Testovacia Statistika Hausmanovho testu ma tvar:

~

H= (BFEM _BREM )T ("\]FEM _‘A]REM )_l(BFEM _ﬁREM ) (11)

kde B je oznacenie pre vektory odhadnutych parametrov a V predstavuja odhady
asymptotickych kovarian¢nych matic parametrov jednotlivych modelov.

Hausmanov test, sa ziska funkciou phtest, pricom jeho argumentmi st odhady modelov FEM
a REM. Testovacia Statistika H = 2,1247 z nasho prikladu je mensSia ako X2(3) =7,8147, preto
nemdzeme zamietnut' nulova hypotézu testu a preferovanym bude model REM. Ind hodnota
(nie zaver testu) v porovnani s inymi programami je sposobena odlisnym vypoctom odhadu
asymptotickej kovarian¢nej matice parametrov REM modelu.

> phtest(nakl.fem,nakl.rem)

> phtest(nakl.fem,nakl.rem) ~
Hausman Test

data: 1og(TC) ~ Tlog(Q) + log(P) + KV

chisq = 2.1247, df = 3, p-value = 0.5469

alternative hypothesis: one model is inconsistent

>

Obrazok 9: Hausmanov test porovndvajuci model FEM a REM

Individualne vplyvy pdsobiace na letecké spolo¢nosti nie su korelované s vysvetlujucimi
premennymi celého panelu, preto je vhodnejSie uvazovat’ jednotlivé absolltne Cleny pre
prierezové udaje ako ndhodne rozdelené.

6 ODHADY PANELOVYCH MODELOV DALSIMI METODAMI

Uz pri modeli REM sme vysvetlili, Ze odhad metédou najmensich Stvorcov v jeho pripade
neposkytne najlepsi odhad. Preto tvorcovia balicka plm rozsirili moznosti odhadu parametrov
aj o iné estimatory, ako je metéda najmensich $tvorcov.

V pripade, ak je niektora z vysvetl'ujicich premennych endogénna, teda nie je nezavisld od
nahodnej zloZky, je vhodnou metdodou odhadu estimator inStrumentdlnej premennej. Vo
funkcii plm stac¢i za formulu odhadu zadat' znak vertikalnej Ciary |, za ktory dame bodku
a Specifikujeme premenné, ktoré si endogénne za znamienko minus a inStrumenty za
znamienko plus. TakZe, ak by sme logaritmus celkovej produkcie log(Q) povazovali za
endogénnu premennu a chceli pre fiu pouZzit' ako inStrument jej o1 obdobie oneskorenu
hodnotu, zapisali by sme nasledovné prikazy:

> nakl.reminst <- pim(log(TC)~log(Q)+log(P)+KV] . -log(Q) + lag(log(Q),1), data = letspol,
model = "random")

Balicek plm ponuka 4 rézne postupy odhadu metdodou insStrumentalnou premennou, ktoré sa
daju nastavit’ argumentom inst.method rovnajiicom sa jednej z dostupnych moznosti: "bvk" (je
prednastavené) pre postup Balestru a Varadharajana-Krishnakumara, "baltagi pre Baltagiho
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pristup, "am" pre postup Amemiyu a MaCurdyho alebo "bms™ pre Breuschov, Mizonov
a Schmidtov pristup. Rozdiely st popisané v Croissant a Millo (2018).

Druhou moznostou je vyuzit odhad pomocou estimatora zovSeobecnenej metody momentov.
Funkciu plm vtedy nahradi funkcia pgmm.

Bali¢ek plm pontka aj odhad zovseobecnenou metédou najmensich Stvorcov. Funkciu plm
vtedy nahradi funkcia pggls.

Autori bali¢ka plm pridali aj vel'ké mnozZstvo testov. V pripade rozhodnutia o prierezovych
alebo Casovych efektoch s to testy Hondu, Breuscha a Pagana, Kinga a Wua respektive
Gourierouxa, Hollyho a Monforta. Dalej bali¢ek plm obsahuje viacero testov autokorelacie,
heteroskedasticity, jednotkového korena, nepozorovanej zlozky alebo roznych inych hypotéz.
Pre rozsiahlost’ problematiky sa nimi uz v tomto prispevku nezaoberame.

7 ZAVER

Vidime, ze ekonometricka analyza panelovych dat je v programovacom systéme R plne
podporovana a balicek plm ponutka $iroku variabilitu metdd a postupov z tejto oblasti analyz.
Okrem tohto balicka su k dispozicii aj d’alSie balicky zaoberajice sa panelovymi datami,
medzi ktorymi moézeme uviest: nlme, Ime4, panelAR, ivpanel a pdR. Tieto balicky sa skor
Specializuju na Specifické typy modelov, preto je na kazdom analytikovi, aby zvazil ich
pouzitie pri svojom vyskume.

Pouzita literatira

1. ALBERT,J., RIZZO, M. 2012. R by Example. New York: Springer, 2012.

2. CRAWLEY, M. J. 2013. The R Book, 2nd. ed. Chichester: John Wiley & Sons, 2013.

3. CROISSANT, Y., MILLO, G. 2018. Panel Data Econometrics with R. Chichester:
John Wiley & Sons, 2018.

4.  GREENE, W. H. 2003. Econometric Analysis, 4th ed. New Jersey: Prentice-Hall,
2003.

5. LUKACIKOVA, A., LUKACIK, M., SZOMOLANYT, K. 2018. Uvod do
ekonometrie s programom EViews. Bratislava: Letra Edu 2018.

6. LUKACIK, M. 2016. Uvod do ekonometrickej analyzy so systémom R. In: Zbornik
mezinarodniho védeckého seminare Nové trendy v ekonometrii a operac¢nim
vyzkumu, Bratislava: Vydavatel'stvo EKONOM, 2016.

7.  LUKACIK, M., LUKACIKOVA, A., SZOMOLANYT, K. 2016. Uvod do prdce so
systémom R. In: Zbornik mezinarodniho védeckého seminate Nové trendy
v ekonometrii a operaénim vyzkumu, Bratislava: Vydavatel'stvo EKONOM, 2016.

Kontaktné adaje

doc. Ing. Martin Lukécik, PhD., Ing. Adriana Lukéacikova, PhD.
Ekonomicka univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky
Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Tel: (421 2) 67 295 822, (421 2) 67 295 829

email: lukacik@euba.sk, istvanik@euba.sk

127


mailto:lukacik@euba.sk
mailto:istvanik@euba.sk

gRETRVAVAJiCi ROZDILY MEZI ZAPADNIM A VYCHODNIM
NEMECKEM: APLIKACE METOD PROSTOROVE EKONOMETRIE

PERSISTENT DIFFERENCES BETWEEN WESTERN AND EASTERN
GERMANY: APPLICATION OF SPATIAL ECONOMETRIC
METHODS

Simona Mackova

Abstrakt

Brzy tomu bude tficet let od doby, kdy doslo ke znovusjednoceni Némecka. Rozd¢€leni
Némecka na dveé cCasti po dlouhd 1éta vedlo K rozdilnému vyvoji obou casti. Nasledné
vychodni ¢ast vstoupila do obnoveného spojeni jako vyrazné ekonomicky slabsi ¢lanek. Je
zjevné, ze tato ekonomicka propast se zuzuje, nicméné stale existuje. V tomto ptispévku se
zaméfime na metody prostorové analyzy, abychom vyhodnotili, zda tento rozdil je stale
vyznamny. Diky kartogramiim budeme pozorovat ekonomickou situaci a jeji vyvoj v case.
Budeme modelovat vztahy hrubého domaciho produktu v zavislosti na rozlozeni priamyslu
Vv zemi na Urovni oblasti NUTS 2 a NUTS 3. Nesmime opomenout analyzu takzvanych
hotspotit a coldspotii. Vynechanim prostorovych zéavislosti v ekonometrickych modelech
bychom mohli zanedbat nékteré dulezité vztahy.

Kli¢ova slova: prostorovad analyza, ekonometricky model, analyza hotspotii a coldspotii
Abstract

It is going to be thirty years soon since the reunion of Germany took place. The separation
into two parts for many years led to divergent development of both parts. Then the eastern
part entered the renewed union as a materially weaker member. It is obvious that this
economic gap is narrowing but still existing. In this contribution, we will focus on methods of
spatial analysis to evaluate whether the difference is still significant. Thanks to cartograms we
will observe economical situation and also its development in time. We will model relations
of gross domestic product depending on industrial diversity in the country on level of NUTS 2
and NUTS 3 regions. We should not forget the hotspot and coldspot analysis. Omitting spatial
dependencies in econometrical model, we could neglect some important relations.

Keywords: spatial analysis, econometric model, hotspot and coldspot analysis

Geo-Data source and copyright acknowledgement

GISCO NUTS is a geographical dataset developed by the European Commission based on
EuroBoundary Map (EBM) from EuroGeographics.

When the GISCO NUTS geographical dataset is used in any printed or electronic publication,
the source data set shall be acknowledged in the legend of the map and in the introductory
page of the publication.

The data source notice on the legend of the map and the introductory part of the publication is
as follows:
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Data source: GISCO — Eurostat (European Commission)
Administrative boundaries: © EuroGeographics.

1 UVOD

Prostorova analyza vyuzivd ekonometrickych modelli, které zohlednuji vztahy sousednosti
mezi jednotlivymi regiony. Uelem je pfidat novou informaci do stavajicich modelti a
nasledn¢ testovat, zda geograficka poloha sledovanych jednotek potazmo pomyslna sit
regiontl je statisticky vyznamna a muize analyzu zlepSit. V tomto pfispévku se zam¢efime na
kratké shrnuti zakladni teorie a nasledné aplikaci na problematiku znovusjednoceni Némecka
a rovnovahy mezi zdpadni a vychodni casti, které se po dlouhd 1éta vyvijely oddé€lené.
Napomocna nam bude 1 metoda shlukovani, tak zvana analyza hotspott a coldspott.

1.1 Motivace a pozorovani

Nedilnou soucasti prostorové analyzy jsou kartogramy. Tento ndstroj slouZzi velice dobie pro
prvotni pozorovani problematiky a stanoveni hypotéz, které budeme chtit posléze testovat.
Volné dostupny statisticky software R nabizi jiz pfimo vestavéné balicky, které jsou vhodnym
nastrojem na konstrukci potfebnych kartogrami. Zéaroven umoziiuje piimé propojeni
s evropskou databézi Eurostat, ktera bude nasim zdrojem analyzovanych dat.

Nejprve se podivejme na kartogram 1, ktery zobrazuje staty zapadni a sttedni Evropy: Francii,
Belgii, Lucembursko, Nizozemi, Némecko, Rakousko, Ceskou republiku, Polsko, Slovensko
a Mad’arsko. Barevna skala rozliSuje vysi HDP v roce 2014 v jednotlivych regionech Grovné
NUTS 2. Cim tmavii oblast, tim vy$si HDP. Na prvni pohled si v§imneme vyrazng vyssi
urovné HDP v Lucembursku ve srovnani s ostatnimi regiony. Vyssi hodnotu téz vykazuje
oblast PafiZe a jejiho okoli a bez povSimnuti ani nezlstane rozdil mezi byvalou zapadni ¢asti
Némecka oproti té vychodni. Tento obrazek mizeme povazovat jako vychozi motivaci pro
dal§i zkoumani a konstrukci hypotézy, ze regiony byvalého Gzemi Spolkové republiky
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Obrazek 1: Mira HDP v zdpadni a stfedni Evropé na trovni regioni NUTS 2
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2 MODELY PROSTOROVE EKONOMETRIE

2.1 Prostorova matice vah W

Prvnim krokem prostorové analyzy je uréeni prostorové matice vah, nebot’ tato matice W je
deterministicka a neni modelem odhadovana. Jedna se o matici N X N, kde N je pocet
sledovanych regionli, a oznacuje, které regiony spolu sousedi a jaka je vaha jejich vztahu
sousednosti. Casto pozadujeme, aby matice byla fadkové normalizovana, tedy fadky davaly
soucet roven jedné.

Jak nejlépe tuto matici urcit neni jednozna¢né a mnoho ¢lankl se zabyva touto problematikou.
Mozné pfistupy jsou napiiklad metoda spolecné hranice, metoda zalozena na vzdalenosti
regionti nebo metoda K-nejblizsich sousedii. Inspiraci pro stanoveni matice vah nam mtize byt
naptiklad ¢lanek Forméanek a Husek (2016). Na druhé strané jini autoii zpochybiiuji
vyznamnost tohoto aspektu modelovani a tvrdi, Ze je mu vénovano pftili§ mnoho usili jako
napiiklad LeSage a Pace (2014).

Naslednym krokem je provéteni pfitomnosti prostorové autokorelace za vyuziti Moranova ¢i
Gearyho indexu. Pro dukladné vysvétleni této problematiky se odkazeme na knihu LeSage a
Pace (2009).

2.2 Model SAR

K dispozici ndm je cela varieta prostorovych modeltl pro analyzu prifezovych dat. Od plného
prostorového modelu, ktery vyuzivd vSechny typy interakci prostorové matice vah, se
postupnym vypousténim jednotlivych interakci mizeme propracovat az kK modelu klasické
linearni regrese. My se vSak v tomto pfispévku zaméfime pouze na jeden z modeld, se kterym
se lze setkat pravdépodobné nejéastéji, a to modelem SAR. Zkratka pochézi z anglického
spatial autoregressive nebot' se jedna o prostorovy autoregresni proces, Kde interakce
prostorové matice a vysvétlované proménné, neboli prostorové zpozdeéni Z?’zl w;;Y;, je brana
v potaz. Model SAR Ize zapsat nasledujicim zptisobem

Y =6WY +aty+ XB +¢,

kde a znaci absolutni ¢len rovnice a spolu s koeficientem § a vektorem koeficienti 8 nejsou
znamy a budeme je odhadovat. Soucin WY piedstavuje endogenni interakéni efekt se zavisle
proménnou. X jsou hodnoty exogenni proménné a € je vektor nahodné slozky, respektive bily
Sum.

Tento typ modelu zachycuje situaci, kdy endogenni proménna ve vybraném regionu je zavisla
na endogenni proménné v sousedicich regionech a dale na exogennich proménnych v daném
regionu, nikoli v8ak na exogennich proménnych u soused.

Je tfeba mit na paméti, Ze vzhledem k pfitomnosti prostorové interakce endogenni proménné,
neni mozné odhadnuté koeficienty interpretovat stejnym zpiisobem jako u klasickych
regresnich modelii. Je tieba vycislit pfimé a nepiimé efekty. Ty jsou pocitany pro kazdou
jednotku zvlast, a proto neni jednoduché na zaklad¢€ nich Cinit obecné zavéry. V publikaci
LeSage a Pace (2009) je navrzen vypocet celkového identifikatoru jako primér jednotlivych
efektt. Nepiimé efekty, tak zvané spillovers, jsou zasadnim vystupem prostorové analyzy. To
je prave to, co analytiky zajima — jaky dopad ma zména exogenni proménné ve vybraném
regionu na endogenni proménnou v regionech sousedicich.

Struktufe dalSich modelii se vénuje napiiklad publikace Elhorst (2014). PodrobnégjSim
teoretickym podkladem pro vhodné metody odhadovani nezndmych parametrii je napiiklad
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kniha LeSage a Pace (2009). V tomto pfispévku vyuzijeme nejéastéji aplikovany pfistup, a to
metodu maximalni vérohodnosti.

2.3 Analyza hotspotu a coldspoti

Pii analyzovani ekonomickych ukazateli Casto narazime na signifikantni rozdily mezi
jednotlivymi regiony. Jako klasicky ptiklad bychom mohli zminit prosperujici a ekonomicky
silnou severni Itdlii a jeji protivahu jizni Italii, kterd ekonomicky zaostava. Jak jiz bylo
zminéno, stale pozorujeme i1 rozdily na uzemi Spolkové republiky Némecko, kde je stale
mozné vyuzit pii prostorové analyze zanesenim umélé vysvétlujici proménné, ktera definuje,
zda se region se nachazi v oblasti ekonomické prosperity, ¢i naopak. Vhodnym nastrojem pro
tyto piipady je analyza takzvanych hotspotii a coldspotii.

Jako hotspot oznacujeme shluk regiond, které se vyznacuji nadprimérnymi hodnotami
sledované proménné. Opak vyjadiuji coldspoty: shluky regionti s podpramérnymi
napozorovanymi hodnotami.

Hotspoty a coldspoty Ize identifikovat na zaklad€ indexu G;, 0znacovany jako Getis-Ordiv
index. Tento ukazatel byl uveden v ¢lanku Getis a Ord (1992) a l1ze ho zapsat nasledovné:

N F ¢
D=1 WiiX; — X Yo wyj

(Z?’:l Wij)z
1

G =

l

¢ NN wi -
N —
kde X = 2% g5 = B g2
N N
Abychom statistiku G; mohli pouzit, je tieba mit v datech provéfenou ptitomnost pozitivni
prostorové autokorelace. To znamend, ze sledovany region ovliviiuje své sousedici regiony
kladné: stoupne-li hodnota vybrané proménné v daném regionu, stoupne i u jeho sousedd.
Getis-Ordav index je pomér, ktery udava statistickou vyznamnost prostorového shlukovani a
je pocitan pro jednotlivé prostorové jednotky zvlast, tedy dolni index i znaci i-ty region
naseho vybéru. Kladné vysoké hodnoty G; indikuji pfitomnost hotspotu tedy koncentraci
vysSich hodnot u sousedicich jednotek. Negativni hodnoty naopak své€d¢i o moznosti vyskytu
coldspotu. Mista, kde je tento index blizky nule, nezatfazujeme do zddného shluku.

Na zéklad¢ této analyzy muzeme v modelu zohlednit novou vysvétlujici proménnou, ktera
popisuje, zda dany region patii ¢i nepatii do néjakého shluku. Po této Upravé se nam
prostorové modely mohou vyrazné zlepsit. OvSem také se mize ukazat, ze takova proménna
je statisticky nevyznamna. K tomuto jevu €asto dochazi, kdyZ se hodnoty proménné ve vSech
regionech pohybuji na trovni priméru a nedochazi k vyraznym vykyvim. Dal§i moznosti,
kdy toto mtliZze nastat je ptipad, ze extrémni hodnoty se vyskytuji osamocené a nejsou sdileny
se sousedicimi regiony.

3 EMPIRICKY MODEL

Jak jiz bylo vySe naznaceno, vhodnym ndstrojem pro prostorovou analyzu dat je statisticky
software R, o jehoz vyuziti pro Gcéely prostorovych modeli pojednava naptiklad Anselin
(2003). Vyuzijeme data z Eurostatu pro roky 2000 a 2014, abychom srovnali vyvoj.
Vychazime z datovych zdroji nama_10r_3gdp a nama_10r_3empers. Nasi vysvétlovanou
proménnou bude HDP na osobu veurech a vysvétlujici pomér osob zaméstnanych
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v primyslové vyrobé k pocétu vSech zaméstnanych osob v regionu, tedy jakysi indikator
roz§ifeni prumyslu v regionu.

3.1 Pozorovani

24

urovni NUTS 3. Zem¢ je rozdélena do 402 regionti. Jako piistup pro urceni prostorové matice
vah zvolme metodu k-nejblizsich sousedi, kde k je rovno tfem. Na zaklad¢ tohoto piistupu
dostavame 181 relaci sousednosti. Morantiv 1 Gearyho index prokazal pozitivni prostorovou
autokorelaci a tedy mizeme pokracovat v nasi analyze. Na kartogramu 2 jsou barevnou
Skalou zobrazeny hodnoty HDP v jednotlivych NUTS 3 regionech v roce 2014. Zde jiZ neni
tak zjevny rozdil mezi jednotlivymi ¢astmi Némecka jako na obrézku 1 a zda se, Ze si regiony

stoji ekvivalentné.
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Obrazek 2: Mira HDP v Némecku na urovni regioni NUTS 3

3.2 Analyza hotspoti a coldspotii

Vezméme si na pomoc analyzu hotspoti a coldspotii, ktera je schopna detekovat shluky
niz§ich a vyssich hodnot. Diky pfitomnosti kladné prostorové autokorelace vime, Ze 1ze vyuZit
Getis-Ordiv index. Vysledek mizeme zhodnotit na kartogramu 3. V jihozapadni ¢asti zemé
se skute¢né ukazuji shluky vySSich hodnot hotspoty a na severovychodé shluky niZSich
hodnot coldspoty, avsak situace rozhodné neni jednoznac¢na.
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Obrazek 3: Hotspoty a coldspoty HDP na tizemi Némecka
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3.3 Prostorovy model

Pro tento pfispévek jsme zvolili model vysvétlujici vysi HDP pomoci proménné, ktera
popisuje zaméteni na pramysl v dané oblasti. Oznacme ji jako IND. Provétili jsme, ze tato
jednoduché zavislost se diky klasickému linedrnimu modelu ukazuje statisticky vyznamna.
Ptidejme do modelu umélou proménnou WEST, ktera je rovna jedné, pokud se region nachazi
Vv oblasti byvalého zdpadniho Némecka a nule naopak. Proménna SPOT nabyva tii moznych
hodnot: nula, pokud region nepatii do zadného shluku; jedna, pokud patii do hotspotu a minus
jedna, je-li soucasti coldspotu. Na§ prostorovy model bychom mohli zapsat nasledujicim
zpusobem:

HDP = a + SWHDP + B,IND + B,WEST + BsSPOT + €,

kde budeme odhadovat koeficienty a, &, 51, B2, B3, ale pfedevsim nas budou zajimat piimé a
nepiimé efekty. Model aplikujeme na data za roky 2000 a 2014. Nize uvedena tabulka 1
porovnava odhadnuté vysledky ziskané metodou nejmensich ctverci z modelu linearni
regrese. Tabulka 2 je vystupem prostorového modelu SAR a popisuje piimé a nepiimé efekty
spoctené modelem.

Tabulka 1: Srovnani vysledkti odhadnutych na datech z let 2000 a 2014

2000 2014
OLS Odhadnuté koeficienty =~ Odhadnuté koeficienty
Intercept 18 793** -197 773**
IND -4 784 7 549**
WEST 7 928** 1 866
SPOT 1755 -3 547**

Tabulka 2: SAR

2000 2014
SAR Ptimy efekt Neptimy efekt Piimy efekt Neptimy efekt
IND -4 931 -187 7 702** -162**
WEST 7 872** 56** 2 156 -213
SPOT 1478 298 -2 626* 260*

**statistickd vyznamnost na hladiné 5%, *statisticka vyznamnost na hladiné 10%

Na zakladé modelu linedrni regrese 1 prostorového modelu bychom mohli ucinit obdobné
zavery. Na datech z roku 2000 se projevila statistickd vyznamnost umélé proménné WEST,
kdezto ostatni proménné IND a SPOT se ukdzaly nevyznamné v obou typech modeli.

Pro rok 2014 je situace jind. U linedrniho regresniho modelu jsou statisticky vyznamné
proménné IND a SPOT, ale WEST nikoliv a mohla by byt z modelu vyloucena. Totéz se
projevilo i u prostorového modelu SAR. V roce 2000 bylo rozdéleni byvalého zapadniho a
vychodniho Némecka stale vyznamnym ukazatelem a o 14 let pozd¢ji se ukazuje jako
statisticky nevyznamny. Muzeme predpokladat, Ze tento rozdil vychazejici z historické
situace se jiz setiel a ob¢ Casti Némecka jsou ekonomicky ekvivalentni.
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4 ZAVER
V piispévku jsme se zabyvali zakladnimi poznatky a teorii prostorové analyzy. Z prvotniho

pozorovani jsme usoudili, ze je stdle znatelny ekonomicky rozdil mezi byvalymi ¢astmi
Némecka, nebot’ stale dozniva vliv let oddéleného vyvoje.

Empirickou analyzu jsme provedli na datech z databaze Eurostat na tirovni regionit NUTS 3
tedy jemnéjsi urovni ¢lenéni, kde na prvni pohled neni rozdil tak znatelny. Vyuzili jsme
analyzu hotspotu a coldspotu, ktera detekovala shluky regiont s niz§imi i vysSimi hodnotami.
Rozdé€leni do shlukii potvrdilo nase ocekavani rozdéleni, proto byly zahrnuty umeéla proménna

a analyza provedena na dvou datovych vzorcich z let 2000 a 2014.

Nas piedpoklad o statisticky vyznamném rozdilu mezi zapadnim a vychodnim Némeckem se
potvrdil pouze na starSich datech. Na zakladé analyzy situace z roku 2014 tedy muzeme
usoudit, ze rozdil jiZ neni statisticky vyznamny.

Pro rozsifeni této analyzy bychom mohli vyuzit prostorové modely pro panelova data. Tim
zohlednime ¢asovou slozku, pro lepsi vyhodnoceni vyvoje, ptipadné zlomu v Case.
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OHROZUJU IMIGRANTI VYSKU PLATOV NA SLOVENSKU?*
DO THE IMMIGRANTS JEOPARDIZE ON SLOVAK WAGES?

Veronika Mitkova

Abstrakt

V Clanku sa venujeme imigracii V krajindch Eurdpskej tnie a jej vplyvu na vysku miezd na
Slovensku. Problém modelujeme prostrednictvom statického modelu v§eobecnej ekonomickej
rovnovahy (CGE model) otvorenej ekonomiky s dezagregiciou na osem produkénych
sektorov, jednou reprezentativnou domécnostou, pat vyrobnych faktorov, s dorazom na
nekvalifikovant pracovn silu, regiony Slovenska, EU 28 azvysku sveta. Simulovany bol
narast ponuky nekvalifikovanej pracovnej sily za réznych podmienok: najprv za predpokladu
vysokej elasticity substiticie vyrobnych faktorov a nésledne pri predpoklade komplementarity
vyrobnych faktorov. Sledovali sme dopady na Slovenskt ekonomiku v zavislosti od lokacie
prilevu imigrantov: vylu¢ne na Slovensko, resp. na vSetky krajiny Eurdpskej tnie. Vyskum
preukazal, ze pri vsetkych predpokladoch sa cena nekvalifikovanej pracovnej sily na
Slovensku znizila, ¢o je v stilade so zisteniami Borjas (2003) a v rozpore s Ottaviano a Peri
(2012).

KUPucové slova: imigracia, mzdy, Slovensko, CGE model
Abstract

In this article, we focus on immigration in the European Union countries and its impact on
wage levels in the Slovak Republic. The problem is modeled by the open static general
economic equilibrium (CGE) model of with disaggregation into eight production sectors, one
representative household, five factors of production, with emphasis on unskilled labor,
regions of Slovakia, the EU 28 and the rest of the world. An increase in the supply of
unqualified labor force under various conditions was simulated: first, given the high elasticity
of the substitution of the production factors and, consequently, the assumption of the
complementarity of the production factors. We monitored impacts on the Slovak economy,
depending on the location of the immigrant influx: exclusively in Slovakia and to all countries
of the European Union. Research has shown that, under all assumptions, the price of unskilled
labor in Slovakia has decreased, which is in line with the findings of Borjas (2003) and
contrary to Ottaviano and Peri (2012).

Keywords: immigration, wages, Slovakia, CGE model

1 PROBLEM IMIGRACIE

Problém imigracie vo vSeobecnosti v ostatnych rokoch rezonuje v mnohych krajinach Eurdpy.
Je predmetom zaujmu politikov, vedcov, mainstreamovych ale aj okrajovych médii a snad’ aj
deciznej sféry. Cielom tohto prispevku je kvantifikovat’ a modelovat prilev nekvalifikovanej

! Vyskum bol podporeny grantom VEGA 1/0795/18 . Komplexné pristupy k odhadu parametrov ekonometrickej
Struktiry modelu vSeobecnej ekonomickej rovnovahy“ a APVV-17-0551 ,,Vyrovnavanie nerovnovah:
prehodnotenie ohl'adu na makroekonomické nerovnovahy v eurépskom ramei riadenia.*
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pracovnej sily na Slovensko a do krajin Europskej unie, ako aj jej vplyv na vySku miezd, na
dopyt po préci, celkovy output v jednotlivych odvetviach a tiez na vysku HDP.

Vychadzame zo Studie Borjas (2003), ktory sledoval vplyv imigracie do USA
v osemdesiatych az devétdesiatych rokoch 20. storoCia a zistil, Ze znizila priemerné ro¢né
mzdy 0 4%. Stalo sa tak preto, Ze zamestnavatelia substituovali domacich pracovnikov
imigrantmi s rovnakymi pracovnymi schopnost’ami. Takzvané krizové cenové benefity, ktoré
sposobuju zvyseny dopyt po komplementarnych statkoch, su vSak prili§ nizke na to, aby
zvysili dopyt po kvalifikovanych domacich pracovnikoch. Ako priklad mézeme uviest’ narast
ponuky nekvalifikovanej prace v polnohospodarstve zo strany imigrantov, ktori ale
prichadzaju aj s rodinami a vytvaraju dopyt po statkoch vyzadujucich kvalifikovanu pracovna
silu, ako napriklad jazykové kurzy. Borjas (2003) svojim vyskumom potvrdil tvrdenia
Samulesona (1964) o tom, ze mzdy klesaji ked” imigranti zvySuju vel'kost’ pracovnej sily.

Ottaviano a Peri (2012) naopak tvrdia, Ze priemerné mzdy vSetkych pracovnikov sa od
devitdesiatych rokoch 20. storocia zvysili o 1,8% a mzda domécich americkych pracovnikov
sa dokonca zvysila o 2,7%. Predkladaji dva argumenty: Ponuka prace domacich a imigrantov
su relativne slabé substituty. Aj v pripade rovnakého vzdelania si volia rozne zamestnania
S roznymi pozadovanymi schopnostami. Na rozdiel od Borjas (2004) zistili, Ze efekt krizove;j
cenovej elasticity je velky, takze imigranti zvySuju dopyt po vysledkoch prace
komplementarnych, kvalifikovanych pracovnikoch. Dominantnym efektom imigracie je teda
posun krivky dopytu po praci vsetkych kvalifikacii a vSetkych domécich pracovnikov na
vys§iu uroven.

Eurostat definuje imigraciu ako akt, ktorym osoba ustanovi svoj zvyc€ajny pobyt na uzemi
¢lenského Statu po dobu, ktora je, alebo je ocakavand, najmenej 12 mesiacov, pricom predtym
bola rezidentom inej ¢lenskej krajiny alebo tretej krajiny. Ziadatel’ o azyl Zziada v danej krajine
0 azyl po prvy krat, pri¢om obdobie nie je ohrani¢ené. Opakovani Ziadatelia o azyl st z tychto
poctov vyluceni 2,
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Obrazok 1: Vyvoj poétu imigrantov v EU a SR

Na zédklade Obrazka 1 je evidentné, Ze pocet imigrantov na Slovensku ma rastlci trend,
priblizne kopiruje priemerny vyvoj v ostatnych clenskych krajinach Europskej tnie, avSak

2 https://ec.europa.eu/eurostat/cache/metadata/en/migr immi_esms.htm
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v absolutnych ¢islach sa jedna o velmi nizke hodnoty. Pocet Ziadatel'ov o azyl je na
Slovensku zanedbatel'ny v porovnani k poétu obyvatel'ov a na rozdiel od priemeru krajin
Europskej tinie ma od roku 2012 klesajuci trend.
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Obrazok 2: Vyvoj poctu ziadatel'ov o azyl

2 DATA A METODOLOGIA

Sledované ciele sme zodpovedali pomocou modelu vSeobecnej ekonomickej rovnovahy
vyvinutom cez Global Trade Analysis Project (GTAP). Model je Standardnym
viacsektorovym a viacregiondlnym modelom vSeobecnej rovnovahy S
predpokladom dokonalej konkurencie a konstantnymi vynosmi z rozsahu, viac Corong a kol.
(2017). Databaza projektu vyuziva udaje z roku 2011, pomocou ktorych je skonsStruovana
matica spolocenského uctovnictva, v ktorej bolo 57 sektorov agregovanych do desiatich, 8
vyrobnych faktorov do piatich a 140 regionov do troch tak, ako to zobrazuje Tabulka 1.

Tabul’ka 1: Agregacia matice spolo¢enského Gctovnictva

sektory vyrobné faktory regiony

e obilniny a plodiny e poda e Slovenska republika
e miso a dobytok e nekvalifikovana e Clenské Staty Eurdpskej tnie s
e ta’ba pracovna sila vynimkou SR

e spracované jedlo e kvalifikovana e zvySok sveta

o textil pracovna sila

e lahky priemysel * kapital

e tazky priemysel e prirodné zdroje

e stavby

e doprava a komunikécie

e ostatné sluzby

Na modeli boli vykonané tri ré6zne simulacie dopadu zvySeného poctu imigrantov, a to po
vzore dvoch réznych studii s protichodnymi vysledkami, ktoré opisujeme v predchadzajuce;j
kapitole. V prvom experimente sme po vzore Borjas (2004) predpokladali vysokt hodnotu
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elasticity substitucie vyrobnych faktorov vo vSetkych sledovanych odvetviach (hodnota
elasticity 12) asimulovali sme 10% zvySenie nekvalifikovanej pracovnej sily. Druhy
experiment je inSpirovany pracou Ottaviano a Peri (2012), kde na rozdiel od Borjasa
predpokladdme komplementaritu vyrobnych faktorov (tento predpoklad reprezentuje nizka
hodnota substiticie vyrobnych faktorov). V trefom experimente sme k predchadzajicemu
pridali subezné zvysenie kapitalu o 6%. Vo vSetkych experimentoch sme zmeny v ponuke
vyrobnych faktorov predpokladali a) v Slovenskej republike, b) v celej Eurdpskej unii
Vysledky prezentujeme len pre Slovensku republiku.

3 VYSLEDKY A DISKUSIA

Experiment 1a so zvySenim nekvalifikovanej pracovnej sily na Slovensku o 10% preukazal,
ze ceny vSetkych vyrobnych faktorov sa vo vSetkych odvetviach znizia, najvyraznejsi vplyv
bol podl'a ocakavani na cenu nekvalifikovanej pracovnej sily, a to -1,34%. Na zéklade takto
nastavenych podmienok mézeme teda potvrdit’, ze imigranti zvySujucou ponukou pracovnej
sily znizuji mzdu nielen nekvalifikovanej, ale aj kvalifikovanej pracovnej sily. Rovnako sa
vSak znizuje aj cena pody, kapitalu a prirodnych zdrojov. Zmeny su vo vsetkych sektoroch
rovnaké, nakolko predpokladdme plne mobilné vSetky vyrobné faktory. Vysledky zmeny
ceny vyrobnych faktorov sumarizuje Tabul'ka 2. Tabulka 3 uvadza efekty dopytu na pracu
Vv jednotlivych sektoroch ekonomiky Slovenska. Dopyt po nekvalifikovanych pracovnikoch sa
vo vsetkych sledovanych sektoroch zvysil, k najvyznamnejsej zmene prislo v sektore t'azby,
ato az 012%. Dopyt po kvalifikovanych pracovnikoch vo vécéSine sektorov Klesol,
v rozmedzi -0,17% az -2,22%, Vv sektore tazby a ostatnych sluzieb vsak dopyt nepatrne
vzrastol. Output vo vSetkych sektoroch Slovenskej ekonomiky vzrastol, najvyraznejs$i rast bol
zaznamenany v sektoroch tazby a textilu, nad 3%. Je prirodzené, Zze zmeny v ponuke
pracovnej sily na Slovensku nespdsobili Ziadne badatené zmeny v outpute zvysku sveta.
Realny GDP sa na Slovensku v dosledku tejto zmeny zvysil o 1,88%, v ostatnych krajinach
EU a zvysku sveta nedoslo k zmene GDP.

Experiment 1b so zvy$enim nekvalifikovanej pracovnej sily v celej EU preukazuje obdobné
vysledky ako prvy experiment tykajuci sa zmien vyluéne v objeme pracovnej sily na
Slovensku, smery zmien su identické. Cena vyrobnych faktorov na Slovensku klesla, pre
nekvalifikovanych domacich pracovnikov o 0,93%, pre kvalifikovanych o 0,07%. Dopyt po
nekvalifikovanej pracovnej sile sa vo vSetkych sektoroch na Slovensku zvysil, po
kvalifikovanej pracovnej sile s vynimkou tazby a ostatnych sluzieb znizil — vid’. Tabulka 3.
Redlny GDP vzrastol, na Slovensku takmer zhodnych 1,89%, v ostatnych krajinich EU
0 2,37% a vo zvysku sveta o0 0,01%.

Tabul’ka 2: Cena vyrobnych faktorov (zmena v % oproti benchmarku)

pfe[**SK] Experiment 1a | Experiment1lb | Experiment2a | Experiment 2b
Land -0,54 -0,18 2,24 -2,06
UnSkLab -1,34 -0,93 -13,9 -13,36
SkLab -0,49 -0,07 4,15 5,26
Capital -0,52 -0,1 4,34 5,31
NatRes -0,39 -0,04 4,3 0,37

Tabul’ka 3: Dopyt po kvalifikovanej a nekvalifikovanej pracovnej sile (zmena v % oproti benchmarku)

Experiment 1a Experiment 1b Experiment 2a Experiment 2b
gfe[**SK] UnSkLab | SkLab | UnSkLab | SkLab | UnSkLab | SkLab | UnSkLab | SkLab
GrainsCrops 9,8 -0,88 8,54 -2,05 8,46 -1,38 3,87 -5,77
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MeatL stk 10,59 -0,17 10,37 -0,4 9,6 -0,35 9,35 -0,79
Extraction 12,09 1,19 11,29 0,43 10,06 0,07 7,64 -2,35
ProcFood 8,32 -2,22 8,32 -2,25 8,66 -1,2 9,54 -0,62
TextWapp 9,23 -1,4 9,08 -1,57 16,77 6,17 14,42 3,8
LightMnfc 9,74 -0,94 9,66 -1,04 8,47 -1,37 8,58 -1,49
HeavyMnfc 9,51 -1,14 9,43 -1,25 9,16 -0,75 9,57 -0,6
Util_Cons 8,96 -1,64 9,24 -1,42 12,42 2,22 11,65 1,29
TransComm 10,5 -0,25 10,64 -0,16 9,59 -0,36 9,88 -0,31
OthServices 11,67 0,81 11,77 0,86 10,07 0,07 10,65 0,38

Tabulka 4: Zmena redlneho GDP v % oproti benchmarku

qgdp Experiment 1a | Experiment 1b | Experiment2a | Experiment 2b
EU_28 0 2,37 0 2,26
SK 1,88 1,89 1,82 1,87
RestofWorld 0 0,01 0 -0,03

V druhej skupine experimentov predpokladdme zvysSenie nekvalifikovanej pracovnej sily
0 10%, avSak tento krat za predpokladu komplementarity vyrobnych faktorov, elasticitu
substitiicie vyrobnych faktorov vo vsetkych odvetviach uvazujeme 0,5. Takto zmenené
podmienky vedu k podstatne odlisSnym vysledkom.

Experiment 2a predpoklada zvysenie nekvalifikovanej pracovnej sily na Slovensku. Cena
nekvalifikovanej pracovnej sily klesne 0 13,9% a ceny ostatnych vyrobnych faktorov, vratane
kvalifikovanej pracovnej sily (o 4,15%), vzrastie. Vysledky v Tabulke 2. Dopyt po
nekvalifikovanej pracovnej sile vzrastie vo vSetkych odvetviach, najvyraznejSie v textilnom
sektore, 0 16,8% a stavebnictve 12,4%. Dopyt po kvalifikovanej pracovnej sile vo vicsine
odvetvi klesne, s vynimkou textilného, stavebného priemyslu a sluZieb. Rovnako ako pri
predpoklade substituénych vyrobnych faktorov, aj tu sa realne GDP zvysi o 1,82% a GDP
zvysku sveta ostadva nezmenené.

Experiment 2b so zvysenim nekvalifikovanej pracovnej sily v celej EU za predpokladu
komplemetnarity vyrobnych faktorov preukazuje obdobné vysledky ako predchadzajici
predpoklad. Vysledky st sumarizované v Tabul'kach 2, 3 a 4.

Zaverom moZzeme konStatovat, ze zvySenie poctu imigrantov, pricom predpokladame, Ze
tvoria ponuky nekvalifikovanej pracovnej sily, vedie na Slovensku jednoznac¢ne k zniZeniu
miezd nekvalifikovanych pracovnikov. K tomuto zaveru sme dospeli ako za predpokladu
substitu¢nych, tak aj komplementarnych vyrobnych faktorov. Rozdiely st v dopadoch na
ceny ostanych vyrobnych faktorov: pri predpokladu substitiicie vyrobnych faktorov sa ich
ceny tiez znizili, avSak pri komplementarite vyrobnych faktorov sa naopak, zvysili (s
vynimkou ceny pddy). Pre Slovenskt republiku teda potvrdzujeme zavery Borjas (2003)
a vyvraciame Ottaviano a Peri (2012).
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NIEKTORE PRINCIPY KOMPROMISU V ULOHE VYBERU
PORTFOLIA!

SOME COMPROMISE PRINCIPLES IN PORTFOLIO SELECTION
PROBLEM

Viadimir Mlynarovic¢

Abstrakt

Clanok prezentuje aplikaciu vybranych principov kompromisu v dvojkriterialnom modeli
vyberu portfolia, ktoré hl'adaju akceptovatelnu substiticiu medzi ocakdvanym vynosom
a rizikom. Trieda L, — metrik je pouzita na identifikdciu podmnoziny efektivnych portfolii ako
najlepSich kompromisnych portfolii.

KPucové slova: viloha vyberu portfélia, substitucia rizika a vynosu, princip kompromisu, Lp-
metriky

Abstract

The paper presents an application of selected compromise principles to bi-criterion portfolio
selection problem where a reasonable trade-off between expected rate of return and risk is
sought. The class of L,- metrics is used to identify a subset of efficient portfolios as the best
compromise portfolios

Keywords: portfolio selection problem, risk — return trade-off, compromise principles, L,-
metrics

1 UVOD

Markowitzova (1952) tloha vyberu portfolia predstavuje fenomén, ktory je stale predmetom
tedrie a praxe finanéného investovania. Nové fakty vo svete financii vSak vedu k jej
rozvinutiam, ktoré lepsie reflektuji nové zistenia a poznatky. Sucasné pristupy k ulohe vyberu
portfolia prijimajii menej prisne predpoklady o investorovom kontexte rozhodovania, o tvare
funkcie uzito¢nosti a (alebo) o tvare rozdelenia pravdepodobnosti vynosov cennych papierov
Vv porovnani s Markowitzovym pristupom. Medzi kritéria vyberu portfolia, ktoré predstavuju
alternativy k analyze v priestore priemer — rozptyl patria, napriklad, geometricky priemer
vynosu, kritéria typu safety first, stochastickd dominancia, analyza vlastnosti rozdelenia
pravdepodobnosti, vyuzitie mier dolného parcialneho rizika alebo minimalizacia ofakavane;j
straty na stanovenej hladine vyznamnosti.

! This paper research was supported by the Slovak Research and Development Agency,
project No. APVV-17-0551:"Vyrovnavanie nerovnovah: prehodnotenie pohladu na
makroekonomické nerovnovahy v europskom ramci riadenia” a project No. APVV-14-0020:
“Pareto Optimal Interactions Modeling in the Financial and Business Adaptive Processes”,
and by the Slovak Ministry of Education, Science and Sport, project No. VEGA 1/0340/16:
“Modelovanie efektivnosti financovania a kooperacie sektorov a regiénov slovenskej
ekonomiky.”
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Mozno tiez identifikovat' zvySeny zdujem implementovat’ do procesu vyberu investi¢ného
portfolia aj dodatocné kritéria, ktoré presahuju zamery tykajice sa ocakdvaného vynosu
arizika. Uloha vyberu portfolia je potom skimand  ako twloha viackriteridlneho
programovania, kde kriteridlny vektor obsahuje tri alebo viacero komponentov. Takéto
pristupy analyzujua, napriklad, Ogryczak (2000), Steuer et al (2005) a Steuer et al (2013)

V tomto prispevku sa tloha vyberu portfélia skima z hl'adiska technik viackriteridlneho
programovania. Vo vSeobecnosti totiz existuje nekonecny pocet efektivnych portfolii a
investor stoji pre ulohou, ako vybrat' najlepSie kompromisné efektivne portfélio, resp.
podmnozinu najlepsich kompromisnych portfolii.

2 VYBER PORTFOLIA AKO BI-KRITERIALNY PROBLEM

V tradicnom a Siroko akceptovanom pristupe k manazmentu portfolia opierajicom sa o
priemer a rozptyl sa predpoklada, Ze investori sa pokuSaji maximalizovat’® ocakavanu
uzitocnost’” vynosov investicného portfolia. Tento pristup je exaktny vtedy, ak zamerom
investorov je maximalizicia oCakdvanej uzitoCnosti a investori preferuju viac pred mene;,
maju averziu k riziku a alebo maju vynosy cennych papierov normalne rozdelenie, alebo su
funkcie uzito€nosti kvadratické.

Ak je obsahom tulohy vyberu portfolia najst’ vietky portfolia na efektivnej hranici, potom tuto
ulohu mozno zapisat’ ako ulohu vektorovej optimalizacie v tvare

eff {Ep,Vp }
za podmienok (2.1)

n
dDw o =we=1
k=1
kde

n
Ep=> WE, =W'E
k=1
je oCakavany vynos portfolia, wy je podiel investorovych fondov investovany do k-té¢ho
aktiva, Ey je o¢akavany vynos k-tého aktiva, k=1, 2, ..., n, a

n n
Ve =0 =D Wop + YD) WWoj, =wW'Cw
k=1 k=11+k

je rozptyl vynosov portfolia, kde o’ je rozptyl vynosu k-tého aktiva a oy je kovariancia
medzi k-tym a I-tym aktivom.

D4 sa dokézat’ (Mlynarovic, 2001), Zze rieSenim ulohy (2.1) v priestore vah rizikovych aktiv
je mnozina Wp vektorov vah efektivnych portfolii pre stanovené hranice o¢akavaného vynosu.
kde

sz{Weiﬂ’n

w=C"[E e]A‘l{ElP} A=[Ee[ C'[Ee] E.<Ep < E*} (2.2)
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Uloha vyberu portfélia je teda formulovana ako dvojkriterialny problém a mozno ju riesit
vV ramci metodoldgie viackriteridlneho rozhodovania. Metéda vyberu optimalneho portfolia
navrhnuta Markowitzom (Markowitz, 1952):

Q) Identifikdcia mnoziny investicnych prilezitosti ako ohrani¢enie problému
odvolanim sa na efektivnu hranicu ,,priemer - rozptyl“ (E-V) a

(i) Maximalizacia ocakévanej uzitocnosti vynosov investora na efektivnej hranici
E-V.

Prva faza nepredstavuje vaznejSie tazkosti. Druhd fiza je vSak plna koncepénych a
operacnych tazkosti. Ako uz bolo spomenuté, exaktny vyber efektivneho portfolia, ktoré
maximalizuje oCakdvanu uzito¢nost’” vynosov je mozny len vtedy, ak vynosy vsetkych
cennych papierov su normalne rozdelené, alebo ak je funkcia uzitoCnosti kvadraticka.
Normalne rozdelenie vynosov je vSak len hypotéza, ktora nebola empiricky potvrdena a
kvadratické¢ funkcie uzitoCnosti implikuji mnoho logickych nedostatkov (napriklad ich
absolttna averzia k riziku rastie s troviiou bohatstva). Okrem toho, predpoklad analyticke;
formulécie funkcie uzito€nosti zo strany investora je neredlny.

3 PRINCiPY KOMPROMISU

Pouzitim kritéria o¢akavaného vynosu a rozptylu vynosu mozno tlohu vyberu portfolia
zapisat’ ako ulohu kompromisného programovania v tvare:

] 1/p
min Lp =

Al = A7 + 2l = 1|
za podmienok (3.2)

w e Wp

kde A1 , A2 su nezaporné vahy priradené kritériam f; = Ep a f, = -Vp. Pre p = 1 model (3.1)
nadobuda tvar
max {4 Ep — AVp| W €W, | (3.2)

a rieSenim ulohy (3.1) ziskame najlepSie kompromisné portfolio L. Pre p = oo sa zohl'adiiuje
len najvacsia odchylka, takze funkcia vzdialenosti v (3.1) nadobuda tvar

max [L(E - Ep), Aa(Vp— V)]
kde E” = u; a V= = -uy, Preto hranica L. je dana alohou

min y = min max [A41(E" - Ep), Aa(Vp — Vx)]
za podmienok
w e Wp
ktora je ekvivalentna s ulohou
miny
za podmienok (3.3)
ﬂi(E* —Ep ) sy
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LVe V) <y, weW,

Da sa dokazat, Zze v dvojrozmernom priestore o¢akavany vynos a rozptyl su L; a L., také dve
hranice mnoziny efektivnych portfolii, ze zostavajlice najlepSie kompromisné rieSenia
(portfolia) zodpovedajuce hodnotam parametra 1 < p < o lezia medzi L; a L... Ako bolo
uvedené vyssie L; a L, mozno vypoditat rieSenim tloh (3.2) a (3.3).

Priamemu rieseniu tGloh (3.2) a (3.3) sa vSak mozno vyhnut. Struktara (3.2) predstavuje
Vv priestore rozhodovacich premennych W nelinearny model, ale jeho ucelova funkcia je
linearna v priestore E - V. To znamena, Ze Gcelova funkcia ulohy (3.2) dosahuje maximum
vV bode dotyku medzi triedou trovitovych nadrovin A41E - A,V = K a efektivnou mnoZzinou E —
V. Tento bod dotyku reprezentuje hranicu L;. Hranicu L, mozno identifikovat’ pomocou
vysledku, podl'a ktorého plati

Zi(E* - EP) = /12 (VP _V*) (3-4)

Vahy A1, A, maji nasledujucu dvoj ulohu: (a) normalizovanie dvoch kritérii E - V a (b)
meranie investorovych preferencii vzhl'adom na o¢akavany vynos a riziko (E - V). Ako
vychodiskovy bod mozno pouzit’ vahy, pre ktoré plati

ﬁ _—m,=Vi (3.5)

A E-m
a kroky potrebné na implementaciu procedury vyberu portfélia mozno sumarizovat’ v tvare:

1. opisanie, resp. aproximacia efektivnej hranice (mnoziny) E -V,

2. vypocet vah pomocou vztahu (3.5),

3. determinovanie L, aplikaciou modelu (3.2),

4. determinacia L, prostrednictvom (3.3) alebo ako priese¢nik nadroviny (3.4) a hranice
efektivnych portfolii,

5. vysledok: hranice L; a L, predstavuji hranice kompromisnej mnoziny a body
kompromisnej mnoZiny st potencidlne portfolia.
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ATTRITION ANALYZA POMOCI METOD STROJOVEHO UCENI

Mariya Oleynik, Lukd$ Fryd"

Abstract

In this paper, we utilize the credit scoring models in the attrition analysis. We focus on the
banking industry and customers fluctuation. The benchmark model is logistic regression
which is compared with the generalized additive model (GAM). The second one model
belongs to the machine learning family and the most important pros are in the ability capture
the nonlinearities in the data. We have found that nonlinearities are statistically significant
and have an impact on the model predictions. The GAM model has better prediction abilities
than traditional logistic regression model.

Keywords: attrition model, generalized additive model, logistic regression

1 UVOD

Tradi¢nim ekonometrickym nastrojem uzivany k hodnoceni kreditniho rizika je logisticka
regrese. Zaroven se bankovni domy snazi vylepSit vlastni skoringové modely za pomoci
metod strojového uéeni. Na druhou stranu &eli bankovni domy v CR silnému konkurenénimu
tlaku, ktery vyustil k pretahovani klienti mezi bankovnimi domy. My se v této praci
zamétime praveé na tuto ¢ast bankovniho businessu, ktery je znam jako attration modeling. K
tomuto modelovani vSak vyuZzijeme nastroje uzivané prav€ v hodnoceni kreditniho rizika.
Jako zékladni metoda bude uzita logisticka regrese, jejiz vysledky budeme porovnavat se
zobecnénym aditivnim modelem (GAM), ktery se fadi mezi metody strojového uceni [4].

Podobny pfistup byl jiz vyuzit naptiklad pro predikci prodlouZeni piedplatného casopisi
nejvetsi Belgické vydavatelské spolecnosti [2], analyzy loajality klientl v telekomunikacnim
odvétvi [7], nebo pro predikci ztraty klientd u spole¢nosti se spotiebnim zbozim [1].

Hlavnim piinosem prace je, Ze stejn¢ jako v piipadé skoringovych modeli, jsou modely
zaloZen€ na strojovém uceni schopny lépe predikovat binarni zavisle proménnou.

Prace dale obsahuje nasledujici ¢asti. V metodologii je popsana jak logisticka regrese, tak
princip modelu GAM. Nésleduje ¢ast s popisem datového souboru a definice ,,ztraty klienta®.

Piedposledni ¢ast obsahuje vlastni analyzu. Posledni ¢ast je vénovana shrnuti a porovnani
vysledkd obou metod.

2 METODOLOGIE

2.1 Logisticka regrese

V této praci budeme pracovat s modelem

! Clanek vznikl s podporou projektu IGA F4/78/2018 Interni grantové agentury Vysoké skoly ekonomické v
Praze.
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p(X) = P{y = 1|X} = F(B"X), 1)

kde P ptedstavuje podminénou pravdépodobnost uspéchu zavislou na matici regresoru X.
Funkce F pak predstavuje distribu¢ni funkci logistického rozdéleni definovanou jako

FB™ =1+% @

BTx’

kde B je vektor ptedstavujici neznamé parametry, které budou odhadnuty pomoci metody
maximalni vérohodnosti [3]. Pro interpretaci piispévku jednotlivych proménnych jsme zvolili
metodu primérnych meznich efekt definovanou jako [3]:

1 n _~
AME =3 BB, ®)

2.2 Zobecnény aditivni model

Jednou z nevyhod logistické regrese je predpoklad, ze jednotlivé regresory maji linearni
dopad na pravdépodobnost Uspéchu, coz miize pfedstavovat pfiliSné zjednoduSeni reality.
MozZnym feSenim je zobecnény aditivni model:

E(Y|xy, o2p) = @+ i) + -+ £, () )
kde  x,...,x,jsou vysvétlujici proménné,
Y je vysvétlovana proménna,
« je intercept,

f» Jsou hladké neparametrické funkce.

Model z rovnice (4) je tak schopen zachytit i nelinearni vztahy mezi zavislou a nezavislymi
proménnymi pravé pomoci vhodné zvolené funkce f,,.

Zobecnény aditivni model z rovnice (4) lze pievést na model s binarni zavisle proménnou.
Vyuzijeme k tomu model logistické regrese z rovnice (1) upravené do linearniho tvaru:

Y LG O D S A
1—p(X) - Mo 141 242 pp:

()

Zobecnény aditivni logisticky model nahradi kazdou linearni slozku obecnéjsi funkcni
formou:

n(29) = £ + £,00) + £00) + o+ £(X,), (6)

1-p(X)

kde X, ..., X, jsou vysvétlujici proménné,
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f» Jsou hladké neparametrické funkce.

Hladké neparametrické funkce popisuji trend zavislosti vysvétlované proménné jako funkci
vysvétlujicich proménnych.[5] Hladka funkce pak poskytuje odhad trendu. Jednou z

nespornych vyhod modelu (6) je pak moznost zachyceni nelinearity v proménné X;, bez
nutnosti uziti polynomu n-t€ho stupné a tim padem ztrat¢ stupii volnosti.

V této praci bude jako funkce £, uZit vyhlazovaci kubicky splin. Tento typ splin funkce je pak

definovan jako funkce g(x), ktera minimalizuje vztah:

Z,-ZT(y"_g(xi))z + Afg"(X)zdx, 7)

kde A € (0,00) je vyrovnavaci parametr. Prvni slozka vzorce (7) Xi—;(¥i-g(x;))?
predstavuje ztratovou funkci a &ast A [ g "(x)*dx je penaliza¢ni &asti. Vyrovnavaci parametr
A urcuje vyhlazeni kubického splinu. V pifipadé A = 0 ziskame kiivky se vyraznymi skoky.

Naopak pro A — oo ziskame perfektné hladkou kiivku. Pro odhad vhodné hodnoty
vyrovnavaciho parametru jsme uzili metodu kiizové validace [4].

Pro odhad aditivniho logistického modelu bude uzit lokalni skoringovy algoritmus. [4]

3 DATA

Analyzovana data pochdzeji z jedné z piednich Ceskych bank za obdobi za obdobi 2.2017-
7.2017 a 8.2017-9.2017. Rozsah analyzované databaze obsahoval 5000 klientl. V praci bylo
uzito celkem sedm vysvétlujici proménnych. Proménna podil je pomér praimérnych pocth
odchozich transakci, suma_podil_pr pfedstavuje pomér prumérnych sum piichozich
transakci. Dal§i proménnou podil_pr je pomér primérnych poctd piichozich transakci.
Proménnou client_age se zna¢i vek klienta. Délka vedeni G¢tu je uvedenad v rocich a je
oznacena jako hist_uctu. Dalsi dvé vysvétlujici proménné jsou binarni. Proménna credit_card
nabyva hodnoty 1 v pifipadé, Ze klient disponuje kreditni kartou. Pokud klient spada do n&jaké
rizikové kategorie, bude proménna risk_category nabyvat hodnoty 1.

Pro definici ztrdty zajmu v bankou poskytovanych sluzeb jsou pouzité celkové sumy
odchozich transakci. Takto definovana ztrata zajmu byla zvolena z divodu, Ze pocet plateb
muze klesnout, ale celkova odeslana ¢éastka zlstane beze zmény. Vysvétlovand proménna
piedstavuje pomér primérnych sum odchozich transakci.

Odchazejici klient bude snizovat celkovou mési¢ni ¢astku odchozich plateb o 2 a vicekrat, coz
je dostateCné¢ vyznamny pokles aktivity ve vyuzivani sluzeb. Pokud bude zaznamenan
podobny pokles, da se predpokladat, ze chyb¢jici platby klient pravdépodobné provede v jiné
bance. Podobnym klientim je v rdmci binarni vysvétlované proménné piifazena 1 a pro
ostatni klienty, ktefi maji vySe zminény pomér mensi nez 2, coz predpoklada stabilitu ve
vyuzivani bankovnich sluzeb, je pfifazena 0. Tato vysvétlovand proménna je pojmenovana
jako Y. Datovy soubor jsme ndhodné rozdélili na trénovaci a testovaci v poméru 80/20.
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4 EMPIRICKA CAST

4.1 Logisticka regrese
Vysledky odhadu logistické regrese pro trénovaci vzorek jsou zobrazeny v tabulce 4.1.

Proménna P-hodnota
podil <0,001
podil_pr <0,001
suma_podil_pr 0,005
client_age <0,001
hist_uctu <0,001
credit_card <0,001
risk_category 0,044

Tabulka 4.1: Vysledky pro logisticky model se v§emi vysvétlujicimi proménnymi

Na zaklad¢é p-hodnot mizeme vidét, ze kromé proménné risk_category mizeme u vSech
ostatnich proménnych zamitnou nulovou hypotézu na hladiné¢ vyznamnosti 1%, ze by dané
proménné nemély statisticky vyznamny vliv. U proménné risk_category lze nulovou
hypotézu zamitnou na hladin€ vyznamnosti 5%.

Pro interpretaci ptispévkil jednotlivych regresort k pravdépodobnosti odchodu z banky lze
vyuzit odhadnuté mezni efekty, zobrazené v tabulce 4.2.

Proménna AME efekt
podil 0,287
podil_pr 0,043
suma_podil_pr 0,004
client_age -0,009
hist_uctu 0,014
credit_card -0,159
risk_category -0,048

Tabulka 4.2: AME pro logisticky model se v§emi vysvétlujicimi proménnymi

Pti zvySeni proménné podil o jednotku se pravdépodobnost odchodu klienta zvysi o cca
28,7 %, nebo pravdépodobnost odchodu klienta z bankovniho domu se zvysi o 28,7 % pfi
jednotkovém rastu poméru primérnych pocti transakci. Pii jednotkovém ristu poméru
prumérnych poctl pfichozich transakci se pravdépodobnost ztraty klienta zvétsuje o 4,3 %.
ZvySeni o jednotku poméru primérnych sum piichozich plateb zvétSuje pravdépodobnost
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odchodu klienta o 0,4 %. Se zvySenim véku klienta o jednotku klesa pravdépodobnost
odchodu klienta z banky o 0,9 %. Pii zvySeni o jednotku délky vedeni Gctu se zvétSuje
pravdépodobnost odchodu klienta o 1,4 %. Pokud klient vlastni kreditni kartu,
pravdépodobnost odchodu klienta se snizuje o 15,9 %. Jestlize je klientovi pfifazena rizikova
kategorie, klesa pravdépodobnost odchodu o 4,8 %.

4.2 Zobecnény aditivni model

V prvni ¢asti jsme uzili pro vSechny kvantitativni proménné (podil, podil_pr, suma_podil_pr,
client_age, hist_uctu) vyhlazovaci kubicky splin definovany vztahem (7). Pro zbylé
kategorialni proménné byla uvazovana linearni zavislost.

V tabulce 4.3 jsou zobrazené vysledky odhadu GAM modelu. P-hodnoty zde ptedstavuji
vysledky test, kde nulova hypotéza predpokldda linearni vztah mezi zavisle a nezavisle
proménnou a alternativni hypotéza je spojena s nelinearnim vztahem.

Proménna P-hodnota
s(podil) <0,001
s(podil_pr) <0,04
s(suma_podil_pr) <0,001
s(client_age) <0,001
s(hist_uctu) <0,001
credit_card

risk_category

Tabulka 4.3: Odhad aditivniho logistického modelu se vSemi vysvétlujicimi proménnymi

V tabulce 4.3 je vidét, ze na hladin€ vyznamnosti 5% lze zamitnout nulovou hypotézu pro
vSechny spojité proménné. Jelikoz se pro proménné credit_card a risk_category nepouziva
vyhlazovani kubickym splinem, tyto proménné nemaji v daném testu uvedenou P-hodnotu.
Pro analyzu vztahii mezi zavislou a nezavislymi proménnymi lze uzit grafického zndzornéni v
grafu 4.1.
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Graf 4.1: Zavislost na vysvétlujicich proménnych po finalni upravé modelu

V grafu 4.1 je na ose y uvedena pravdépodobnost odchodu z banky v zavislosti na vyvoji
nezavislé proménné. Graf 4.1 tak koresponduje s vysledky z tabulky 4.3. V ptipadé proménné
podil miizeme spatfit, ze na zacatku zvétSeni proménné podil vede K rtstu pravdépodobnosti
odhodu klienta. Potom se postupné pravdépodobnost odchodu klienta s rostouci hodnotou
proménné podil klesa a pii hodnotach vétsi nez 30 se pravdépodobnost odchodu klienta
stabilizuje.

Podobné 1ze odvodit vztah pro dalsi vysvétlujici proménnou podil_pr. Na grafu zavislosti na
vysvétlujici proménné podil_pr je vidét, ze vysoké a nizké hodnoty vedou k mensi
pravdépodobnosti odchodu klienta, zatimco prostiedni hodnoty zvysSuji pravdépodobnost
odchodu klienta. Tato proménna je ptikladem invertovaného U trendu.

Dalsi proménna client_age také patii do skupiny proménnych, u kterych ma zavislost
nelinearni charakter. Nizké hodnoty proménné client_age jsou spojeny s vyssi
pravdépodobnosti odchodu klienta. S ristem v€ku klienta se tato pravdépodobnost snizuje.

Graf zavislosti na proménné hist_uctu predstavuje kategorii komplexniho trendu. Na
zacatku se pravdépodobnost odchodu klienta meéni. Nasledné s hodnotou vysvétlujici
proménné vEtsi nez 10 roste pravdépodobnost odchodu klienta.

Pravdépodobnost odchodu klienta ma nepfimou linearni zavislost na proménné
credit_card. Srostouci hodnotou vysvétlujici proménné klesa pravdépodobnost odchodu
klienta, coZ znamena, Ze pokud klient disponuje kreditni kartou, jeho pravdépodobnost
odchodu z banky vyznamné klesa.

4.3 Hodnoceni obou modela

Nyni Ize zhodnotit predikéni schopnost logistického modelu a zobecnéného aditivniho
modelu. Pro hodnoceni predikéni schopnost obou modelu se zkouma jejich schopnost spravné
pfifadit respondenta k binarni vysvétlované proménné. Pro tento tcel slouzi ROC a AUC.
Hodnoceni se provadi na druhé podmnoZziné datového souboru, ktery byl pfedem urcen pro
testovaci Cast.
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Graf 4.2: ROC pro logisticky model a pro zobecnény aditivni model

Pro numerickou interpretaci ROC na grafu 4.2 se pouziva AUC. Ve vysledku se hodnota
AUC pro logisticky model rovna 0,8118962, coz znamena, ze logisticky model byl schopen v
81,18 procentech spravné prifadit respondenta k prislusné vysvétlované proménné.

AUC pro zobecnény aditivni model se rovnd 0,8348942, coz znamend, ze vysledny
zobecnény aditivni model mize v 83,48 % piipadl predpovédet odchod klient.

5 ZAVER

Cilem této prace byla analyza chovani odchazejiciho klienta. Odchodem klienta z banky bylo
V této préaci definovano jako snizeni, nebo ukonceni vyuzivani sluZzeb ze strany zakaznika.
Vhodnym néstrojem pro méfeni aktivity klienta bankovniho domu je jeho vyuzivani vlastniho
bankovniho u¢tu, coz jsou pfichozi a odchozi transakce, které klient béhem urcitého ¢asového
intervalu pravidelné provadi.

Pro analyzu chovéani odchdzejiciho a stavajiciho klienta bylo vyuZito metod z hodnoceni
kreditniho rizika. Jako benchmark byla uzita metoda logistické regrese. Tato metoda pak byla
porovnana s metodou z kategorie strojového uceni zobecnénym aditivnim modelem (GAM).

Metoda GAM umoziiuje zachytit i nelinedrni vztahy mezi zavislou a nezavislou proménnou,
bez nutnosti uziti zahrnuti polynomu n-t€ho stupné v regresni rovnici. V praktické ¢asti jsme
zjistili, Ze ndmi zvolené spojité proménné maji nelinearni dopad na pravdépodobnost odchodu
klienta z banky. Uzite¢nost této informace se pak projevila pifi porovnavani predikéni
schopnosti modelu logistické regrese a GAM modelu. Predikéni schopnost byla métena
pomoci AUC na ,,out-0f-sample* vzorku, ktery predstavoval 20 % datového souboru. Model
logistické regrese byl schopen spravné pfifadit respondenta k piislusné hodnoté zavislé
proménné v 81,18 %. V pripadé modelu GAM se toto Cislo zvysilo na 83,5 %. Ukazuje se tak,
ze stejné jako u skoringovych modeld, 1ze vhodné vyuzit modely strojového uceni u attrition
modelt.
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EXAKTNY MODEL OPTIMALIZACIE TURNUSOV S DVOMA TYPMI
VOZIDIEL

AN EXACT MODEL OF OPTIMAL VEHICLE SCHEDULING WITH
TWO TYPES OF VEHICLES

Stanislav Paluch

Abstrakt

Existuje niekol’ko modelov pre tvorbu suboptimalnych turnusov s dvoma typmi vozidiel.
Tieto modely st zalozené na modeloch tedrie grafov a diskrétnej heuristickej optimalizacii,
ktora vSak pri hladani lepSieho rieSenia pouziva niektoré exaktné metody ako napriklad
prirad’ovaci problém.
Tento c¢lanok navrhuje model bivalentného matematického programovania, ktorého
vysledkom je exaktny optimalny obehovy rozvrh s dvoma typmi vozidiel.

KUlucové slova: spoj turnus vozidla, obehovy rozvrh s dvoma typmi vozidiel

Abstract

There are several types of models for suboptimal vehicle scheduling with two type of
vehicles. These models are based on graph theory and discrete heuristic optimization.
However, mentioned heuristic optimizations makes use of several exact methods (e.g. as
assignment problem) for searching better neighborhood solution.

This paper proposes model of bivalent linear programming. The result of proposed model is
an exact solution of vehicle scheduling problem with two types of vehicles.

Keywords: trip, running board, vehicle scheduling with two types of vehicles

1 ZAKLADNY PROBLEM OPTIMALIZACIE TURNUSOV

Je dana mnozina spojov S = {1,2, ..., N}, kazdy spoj definovany $tyrmi hodnotami, a to st
miesto odchodu, miesto prichodu, ¢as odchodu a ¢as prichodu. Okrem tychto povinnych
veli¢in moZe informdcia o spoji obsahovat’ identifikacné tdaje ako ¢islo linky a Cislo spoja
a d’alSie data ako poZadovany typ vozidla, obsadenost’ atd’.

Na mnozine spojov S mozno definovat’ binarnu relaciu precedencie < takto: Spoj i
predchédza spoj j, piSeme i < j, prave vtedy, ak ten isty autobus moze po spoji i vykonat’ aj
Spoj Jj.

S prechodom vozidla zo spoja i na spoj j st spojené naklady c;; obsahujlice najmi cenu
pripadného prazdneho prejazdu z miesta prichodu spoja i do miesta odchodu spoja j, ale
moze obsahovat’ aj pokutu za zmenu linky, nevhodny ¢as ¢akania atd’.

Turnus vozidla T je postupnost’ spojov

T = (51,52, "'IST') (1)
taka, ze

S1 < 8§, < <5, @)
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Cenaturnusu T = (s4, Sy, ..., Sr-) je suctom cien nakladov na vsetky prechody vozidla zo spoja
na spoj:
r—1
e(T) = ) e(sisie) ©
i=1
Obehovy rozvrh danej mnoziny spojov S je mnozina turnusov O = {Ty,T,, ..., T,} taka, ze
kazdy spoj z mnoziny S sa vyskytuje prave v jednom turnuse mnoziny 0.

Cena obehového rozvrhu O = {Ty, T,, ..., T} je sucet siem vSetkych jeho turnusov, t.j.:
v

¢(0) =) e(T) Q)
i=1

Zakladnym problémom optimalizacie turnusov je zostrojit’ obehovy rozvrh s minimdlnym

poctom turnusov a minimalnou cenou.

Digraf naslednosti spojov G = (S,4,c) je digraf s mnozinou vrcholov S, mnozinou hran A4,

kde
A={G,j)|i€SjeSi<j} (5)

a cenou hran ¢;;.

Pre kazdu hranu (i, j) € A definujme rozhodovaciu binarnu premennt x;;

oo = {1 ak spoj j je zaradeny bezprostredne za spoj i v niektorom turnuse ©)
Y lo  inak

V pripustnom rozvrhu moze byt’ za kazdy spoj i zaradeny nanajvys jeden spoj j, o vyjadruje
podmienka . ; x;; < 1. Podobne pred kazdym spojom moze byt zaradeny nanajvys jeden spoj

Ak zafneme trividlnym obehovym rozvrhom, V ktorom mé kazdy turnus iba jeden spoj,
budeme potrebovat’ tol’ko vozidiel, kol'ko je spojov. Zaradenim dvojice spojov (i,j) € A do
jedného turnusu — prilinkovanim spoja j za Spoj i — uSetrime jeden autobus. Minimalizovat’
pocet vozidiel znamena minimalizovat’ ¢islo N — Y.¢; jyea X;j -

Pri minimalnom poslednom vyraze treba navySe minimalizovat' celkovy sucet cien
prilinkovani Y.; jyea €;jX;;. Toto vedie K nasledujucej Gilohe bivalentného programovania:

Minimalizovat R.|N — Z xij| + z CijXij (7)
(i,j)eA (i,j)eA
za podmienok: Z xij<1, prei €S @®)
Jj
(i,))eA
injﬁl, prej €S
7 ©)
(i.))eA
(10)

x;; € {0,1} pre (i,j) €A
kde R je velka konstanta.
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2 OPTIMALIZACIA OBEHU S DVOMA TYPMI VOZIDIEL

Mnohé mestské hromadné dopravy pouzivaji okrem beznych typov autobusov s kapacitou
40-60 cestujucich aj velkokapacitné kibové autobusy s takmer dvojnasobnou kapacitou.
Velkokapacitné vozidla st uréené pre silno zat'azené spoje. Ozna¢me symbolom V' € § taku
podmnozinu mnoziny S vSetkych spojov, ktorej spoje nutne vyzaduji nasadenie
vel'kokapacitného autobusu. Spoje mnoziny Vnazveme tazké spoje, ostatné spoje z mnoziny
SD — V nazveme l'ahké spoje. Vel'kokapacitné vozidlo vSak moze viezt’ aj I'ahké spoje.

Problém optimalizacie turnusov by bolo mozné dekomponovat na dva disjunktné problémy:
a to samostatne optimalizovat’ turnusy tazkych spojov a oddelene optimalizovat’ turnusy
I'ahkych spojov. Pri tomto pristupe by v§ak mohla nastat’ situacia, kedy by zaradenim
niekol’kych I'ahkych spojov do turnusu vel'kokapacitného vozidla mohlo dojst’ k zniZzeniu
poctu beznych autobusov. Takito moznost’ by vSak spominany dekomponovany pristup
nevyuzil.

Oznacme:
c;; cenu prilinkovania spoja j bezprostredne za spoj i v turnuse bezného vozidla a
d;; cenu prilinkovania spoja j bezprostredne za spoj i v turnuse vel'kokapacitného vozidla.

Zrejme plati ¢;; < d;;.
Problém optimalizicie turnusov s dvoma typmi vozidiel mozno formulovat’ nasledovne:
1. Minimalizovat’ pocet vel'kokapacitnych autobusov

2. Pri minimélnom pocte velkokapacitnych autobusov minimalizovat’ poc€et beznych
autobusov.

3. Pri splneni podmienok v bodoch 1. a 2. minimalizovat’ celkovy stcet cien prilinkovani

Definujme bindrne rozhodovacie premenné x;; pre (i,j) € A vztahom (6) a pre kazdy spoj
i € S definujme rozhodovaciu binarnu premennt y; :

o {1 ak spoj i bude obsluhovany vel'kym autobusom ©)
YiZ1l0  inak

Aby premenné¢ x;; definovali obehovy rozvrh, musia platit’ ohranicenia (8) a (9).
Nasadenie velkokapacitnych autobusov na t'azké spoje zaruc¢ia podmienky

yi=1 prei €V.
Pre spoje j € S — V nechame model rozhodnut, akym typom vozidla budi obsluhované.

Ak bude spoj j prilinkovany za spoj i, t.j. vo vyslednom rieSeni bude x;; = 1, potom musia
mat’ oba spoje premennymi y;, y; priradeny rovnaky typ vozidla, ¢o je mozné modelovat
ohranic¢eniami

xijj<1+y,—y; pre(i,j)€EA

xij<1—y;+y; pre(i,j) €A
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Pocet spojov obsluhovanych velkym autobusom bude };es Vi,
pocet vel'kych autobusov bude
Z Vi — Z Vi Xij
ies (i,j)eA
pocet spojov obsluhovanych beznym autobusom bude N — Y;csV;,
pocet beznych autobusov bude
N —Z)’i - Z (1 _yi)xij
ies (i,j)eAa
sucet cien prilinkovani vel'kych autobusov bude
dijyixij
(i.j)eA
sucet cien prilinkovani beznych autobusov bude
(1 = yicijxij
(i.))eA

N4jst’ optimalny rozvrh s dvoma typmi turnusov znamena

Minimalizovat’:
R. N_Zyi_ Z A =ydx;|+ M. ZJ’i— Z Vi Xij
€S (i,j)eA IES (i,j)eA
+ Z (1 —yieijxi; + Z dijyiXij
(i,j)eA (i,j)eA

za podmienok: Z xij<1, prei €S
Jj

(i.))eA
injSL prej €S
(i.jSEA
yi=1 prei €V
yi<1 prei€S—V

xijj<1l+y,—y; pre(i,j)€EA
xij<1l—y;+y; pre(i,j)€A
y; € {0,1} pre i €S
x;; € {0,1} pre (i,j) €A

Kde R a M st velké Cislaa R << M, t.. R je podstatne menSie nez M.

Prvy sc¢itanec prvého riadku kriteridlnej funkcie (7) je R-nasobok poctu beznych
vozidiel,druhy sé¢itanec je M-nasobok poctu vel’kokapacitnych vozidiel.
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Prvy scitanec druhého riadku kriterdlnej funkcie (7) je celkovy sucet prilinkovani beznych
vozidiel, druhy s¢itanec je celkovy sucet prilinkovani vel’kokapacitnych vozidiel.

Prvy riadok kriterialnej funkcie (7) mozno upravit’ nasledovne:

RN—RZ}/l—R Z xij+R Z ylxl]+MZyl—M Z yl-xl-jz

€S (i,j)eA (i,j)eA €S (i,j)eA
=RN+(M—R)Z%—(M—R) z Yixij — R 2 Xij (16)
ies (i,j)eA (i,j)eA

Druhy riadok kriterialnej funkcie (7) mozno prepisat’ takto:

Z CijXij — Z CijYiXij + Z dijyixij =

(i.))eA @i.))eA (i.))eA
= Z Cijxij + Z (dij — ci)yixi; (17)
(I @i.))eA

Nasa kriterialna funkcia je teda suctom vyrazov (16) a (17), pricom mozno vynechat’
konStantny ¢len RN:

(M_R)zyi — (M —R) z Yyixij — R Z xij + z Cijxij + Z (dij _Cij)yixij

ies (i,j)ea (i,j)eA (i,j)eA (i,j)eA

Posledny vyraz mozno d’alej upravit’ takto:

(M — R)Z%‘ + Z (cij = R)xy + Z (dij = cij = M + R)yx;; (18)

ies (i,j))eA (i,j)eA

Problém optimalizacie obehového rozvrhu s dvoma typmi vozidiel moZzno teda formulovat’
ako minimalizovat’ kriteralnu funkciu (18) za predpokladov (8) — (' 15).

Funkcia (18) vSak nie je linearna funkcia. Mozno ju vSak nahradit’ zavedenim novej binarnej
premennej z;; a zmenenim kriterdlnej funkcie takto:

(M - R) Zyi + z (cij — R)xy + Z (dij = cij = M + R)z; (18)

i€S (i,j)ea (i,j)eA
a zvedenim d’alSich ohraniceni
ZZij < Xij +y; pre (l,]) €A (19)
z;j € {0,1} pre (i,j) €A (20)

Konec¢na formulacia optimalizacie obehového rozvrhu s dvoma typmi vozidiel modelom

bindrneho linearneho programovania je teda takato:

Minimalizovat’ (18) za predpokladov (8) — (15) a (19) a (20).
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3 ZAVER

V ¢lanku bol formulovany problém optimalizacie obehového rozvrhu s dvoma typmi vozidiel,
Pre formulovany problém sme zostavili najprv model nelinearneho bivalentného
programovania Spomerne zlozitou kriteridlnou funkciou. Tuto funkciu sa podarilo
zjednodusit’ a nasledne zavedenim d’alSich bivalentnych premennych preformulovat’ na model
linearneho bivalentného programovania.

Prace T. Majera ukazali, Ze sucasné solvery linearneho programovania zvladnu bez
problémov praktické Glohy rozsahu tisic spojov. Dalsie pokusy ukazali, Ze modely podobné
modelu (18), (8) — (15) a (19) a (20) mozno doplnit’ d’al§imi linearnymi ohrani¢eniami
zakazujicimi nepripustné Casti turnusu (ako nedodrzanie bezpecnostnej prestavky, prestavky
na jedlo, dizku pracovnej zmeny apod.) Mozno tak exaktne vyriesit doteraz neriesitelné
problémy rozvrhovania opakovanym rieSenim rozsirenej celo¢iselnej tilohy.

Navrhnuty postup bude treba este doplnit’ konkrétnymi vypoctami

Prispevok bol spracovany vramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0582/16
Ekonomicka optimalizdcia procesov na siet’ach.
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VYBER STRATEGIE HRACA PRI INVESTOVANI
DO AKCIE !

SELECTION OF THE PLAYER'S STRATEGY IN INVESTMENT IN
THE SHARE

Juraj Pekar

Abstrakt

Problematika stanovenia stratégii pri konfliktnych situacia je rozpracovana vo velkom
mnozstve publikdcii. V prispevku chceme poukdazat’ na pripad, ktory moze spdsobit’ rozpor pri
stanoveni stratégie hraca pri obchodovani s akciami. Budeme uvazovat situaciu, ked na trhu
posobia dvaja hraci, priCom jeden realizuje rozhodnutie na zaklade predpokladu
0 maximalizécii zisku a druhy na zéklade jeho finan¢nych potrieb v danom case. Problém,
ktory v takejto situdcii nastane je v tom, ze predpoklady prvého hraca o maximalizacii zisku
ako ciela druhého hrac¢a nie st dodrzané, ¢o spdsobi nutnost’ analyzovat’ protihra¢ovu
finan¢nu situaciu a az nasledne realizovat’ rozhodovanie, ktoré vyplyva s klasickej teorie.

KUrucové slova: hra, stratégia

Abstract

The issue of setting strategies for conflicting situations is elaborated in a large number of
publications. In the paper, we want to point to a case that may cause a contradiction in
determining a player's strategy when dealing with shares. We will consider a situation where
two players are on the market, one realizing a decision on the assumption of maximizing
profits and the other on the basis of its financial needs at a given time. The problem that
occurs in this situation is that the assumptions of the first player to maximize profit as the
second player's goal are not met, which will cause the need to analyze the opponent's financial
situation and then to make the decision that follows the classical theory.

Keywords: game, strategy

1 UVOD

V prispevku sa budeme zaoberat hrou dvoch hracov, pricom uvedent problematiku
analyzovali mnohi autori (Askar and Alnowibet, 2016), (Nash 1953), (Kuhn, 2003).
Prispevok sa zaobera rozhodovanim hraca pri vybere stratégie na akciovom trhu. Budeme
uvazovat’ S dvomi hra¢mi, ktory sa budi rozhodovat’ o kupe a predaji akcii. V prvej Casti
stanovime podmienky hry a definujeme jednotlivé parametre. Nasledne skonStruujeme
rozhodovaci model, kde je cielom prvého hra¢a maximalizovat’ svoj zisk. Pri definovanych

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej alohy VEGA No. 1/0351/17 Application of selected
models of game theory to solve some economic problems of Slovakia
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podmienkach rieSime uvedena tlohu, pricom nasledne analyzujeme zisky hracov v dvoch
stanovenych pripadoch, ako aj ich mozné stratégie.

2 VSTUPNE PARAMETRE MODELU

Predpokladajme existenciu dvoch hra¢ov na akciovom trhu s jednym cennym papierom. Nech
uvedeni hraci spolu nekooperuji. Hrac¢i maju k dispozicii akcie. Prvy hra¢ ma okrem akcii
aj finan¢né prostriedky na kupu dodatocného mnozstva akcii. Vynosy realizuju z narastu
ceny, ale taktiez im prinalezi dividenda z ich drzby. VSeobecne hraci sa snazia nakupovat’
také objemy akcii, aby im to prinaSalo ¢o najvac¢si zisk. Prvy hra¢ stanovuje svoju stratégiu,
tak aby maximalizoval zisk z akcii. Druhy hra¢ sa vSak nebudeme rozhodovat’ na zaklade
maximalizécie zisku, ale podl'a svojich potrieb, t. j. bud’ si nechd v drzbe vsetky akcie, alebo
ich vSetky preda, aby ziskal prostriedky na int ¢innost’.

V modeli budeme predpokladat, ze firmy realizuju nakup a predaj akcie pri cene 50 € (n).
Dalej predpokladajme, Ze dividenda je za akciu je 2 € (d). Zmena ceny akcie je stanovena na
zaklade predaja a kupy akcie, pricom narast ceny v pripade vysSieho dopytu po akcii je na
urovni 0,3 € (r) za akciu. V pripade vyssej ponuky cena o uvedenti hodnotu klesne. Taktiez
uvazujeme s poplatkom za nakup/predaj akcie, ktory ma hodnotu 11 % (t) z kazdej transakcie.

Jednotlivy hraci vlastnili akcie pred obchodovanim, pricom prvy hra¢ vlastnil 100 akcii (a;)
a druhy hra¢ 200 akcii (az). Okrem uvedeného predpokladajme, Ze druhy hra¢ nepreda akcie
alebo ich preda vsetky, prvy hra¢ ma k dispozicii prostriedky na kupu 150 akcii (h;), pricom
moéze maximalne uvedeny pocet akcii nakupit’ alebo predat’ svoje akcie. Na konci prvého
obdobia obidvaja hraci predaju vSetky zostavajice akcie. Cielom prvého hraca je dosiahnut’
maximalny zisk po skonc¢eni hry.

3 FUNKCIA ZISKU

V tejto Casti uvedieme postup konstrukcie modelu pre tlohu uvedenu v druhej Casti. Vynos
s nakupu akcii je zlozeny z dvoch poloziek, a to dividendovy vynos a vynos zo zmeny ceny
akcie. Dividendovy vynos je zndmy, pricom rast ceny akcie zavisi od objemu nakupu
prislusnej akcie. Ked'Ze zvySenim zdujmu o kipu akcii sa zvySuje ich cena, musime
skonStruovat’ funkciu zmeny ceny akcie v zavislosti od objemu nakupu. VSeobecne mozno
funkciu ceny zapisat’ takto:

p=n+r-q (1)
kde p — cena akcie,
n —nakupna cena akcie,
I — narast ceny akcie,
g — objem nakupenych akeii.

Na zaklade udajov v druhej Casti, kde je stanoveny trend narastu ceny akcie v zavislosti od
celkového objemu nakupu akcie, mozno skonstruovat’ funkciu ceny akcie:

p=50+0,3q (@)

Na druhej strane st naklady, ktoré pozostavaju z poplatku za predaj a kapu akcii, ktoré su vo
vyske 11 % z kazdej transakcie.

Na zaklade uvedenych vstupnych udajov a skonstruovanej funkcie mozno definovat
rozhodovaci problém, kde je cielom maximalizovat’ zisk prvého hraca z drzby akcie.
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Predpokladajme, ze objemy nakupovanych akcii pre kazdého hraca su:
g1 — objem naktpenych/predanych akcii prvym hracom,

g2 — objem predanych akcii druhym hracom,

pricom plati q=0,+40,.

Z uvedenych informacii a po zohl'adneni poplatku za nakup/predaj akcie mozno zisk s drzby
akcii pre prvého hraca zapisat’ takto:

7,(0y)=d-(q,+a,)—n-0,+(q,+a) p—|t-(d,+a)- p|-|t-g,-n|

-8, <@ < hl (3)
kde q; — objem nakapenych akcii prvym hra¢om,
d — dividenda za akciu,
a; — objem vlastnenych akcii prvym hra¢om pred obchodovanim,
p — predajna cena akcii,
t — poplatok za nédkup/predaj akcie,
h; — maximalny mozny pocet akcii kipenych prvym hra¢om,
N — nakupna cena akcii.
Pre druhého hraca je funkcia zisku definovana takto:
2,(q,)=d (0, +8,)=n-0, +(d, +8,)- p—[t-(d, +8,) p|~[t-0; 1| @
4, € {O’ _az}
kde @, — objem nakapenych akcii prvym hra¢om,
d — dividenda za akciu,
a, — objem vlastnenych akcii prvym hra€om pred obchodovanim,
p — predajné cena akcii,
t — poplatok za nakup/predaj akcie,
n —nakupna cena akcii.
Do tlohy (3) dosadime funkciu ceny (1) a dostaneme:
2,(0,,0,)=d (0 +&)-n-0,+(q+a,)-(n+r-(g,+0,))+
~Jt-(a+a)-(n+r-(ay+0,)) ~[t-0 | 6
—a, = = h1
q, € {O, —az}

Po dosadeni cenovej funkcie, ndkupnej ceny, mnoZstva akcii v pociatocnej drzbe prvym
a druhym hra¢om a hodnoty dividend do funkcie zisku (5) dostaneme finalnu funkciu:
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2,(0,,9,)=2-(q, +100)-50-q, + (g, +100)-(50+0,3-(q, + 0, ) )+

~[0,11-(q, +100)-(50+0,3- (g + 4, ))| ~[0,11- g, -50|

-0, <100 (3

g, <150

q, € {O, —200}
Ked’ze boli stanovené dve stratégie druhého hréaca, a to bud’ si ponechd vsetky akcie alebo ich
hned preda (na zaklade jeho financnej situacie), rieSili sme dve optimalizacné ulohy.

RieSenim uvedenych uloh pre dve mozné stratégie druhého hraca ziskame nasledujuce
vysledky:

Hra¢ 1/ Hrag 2 q2=0 gz = —200
q. =150 7, =133125; 2, =17 310 71 =-37.5: 2, = 8 900
g. =-100 7, = 4 450; 7, = 3 960 ;" = 4450; 7, = 8 900

Pri ponechani si vSetkych akcii (g2 = 0) bola optimalna stratégia prvého hraca kuapa
maximalneho mnoZstva akcii (q;" = 150). V druhom pripade (predaj vietkych akcii druhym
hra¢om qy = —200) prvy hrac¢ taktiez preda vSetky akcie (q. = —100). Na zaklade uvedenych
rieSeni v pripade, ze pozname situaciu druhého hraca, vieme jednoznacne stanovit stratégiu.
Taktiez pri rozhodovani dvoch hracov, ak obidvaja realizuju svoje rozhodnutie na zaklade
maximalizécie zisku, sa javi uvedeny problém jednoznacne riesiteI'ny. Optimalna stratégia je
nakup maximalneho mnozstva akcii prvym hraCom a podrzanie akcii druhym hra€om. Avsak
vV nasej ulohe sa druhy hra¢ nerozhoduje na zaklade maximalizacie zisku, ale z aktudlnej
situcie vo firme, t. j. ¢i potrebuje okamzite financné prostriedky alebo nie. Uvedeny jav
spdsobuje konfliktnu situdciu, kde neexistuje jednoznacné rozhodnutie.

4 ZAVER

PredloZeny prispevok sa zaobera problémom vyberu vysky investicii do akcii. Ciel'om bolo
poukazat’, ze pri rozhodovani je nutné brat’ aj faktory, ktoré nesuvisia priamo s obchodovanim
S cennymi papiermi, ale individudlna situacia hraca. Jeho rozhodovanie nemusi byt vzdy
zalozené na maximalizécii zisk, ale napriklad potreba ziskania finan¢nych prostriedkov, ktora
razantne zmeni rozhodovanie. Vysledok teda nie je vzdy zaloZeny na racionalnych
predpokladoch, ale na individualnom postdeni protihrdcov. V naSom pripade musime zvazit’
aké su pravdepodobnosti moznych stavov (okamzitd potreba finanénych prostriedkov)
druhého hrac¢a a rozhodnit’ o zvolenej stratégii.
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ROBUSTNY MODEL PRIVOL S DVOMA SCENARMI DOPYTU
CESTUJUCICH A DVOMA TYPMI VOZIDIEL

ROBUST MODEL PRIVOL WITH TWO PASSANGER DEMAND
SCENARIOUS AND TWO TYPES OF VEHICLES

Stefan Pesko

Abstrakt

Sucasné domace i zahranicné modely linkotvorby vychadzaju prevazne z deterministickych
modelov, kde je dopyt cestujucich modelovany OD-maticami v prislusnych obdobiach
(Spickach a sedlach) dna. V pripade neist¢tho dopytu sa v stochastickych modeloch
predpoklada vhodné pravdepodobnostné rozdelenie s odhadovanymi parametrami. V tomto
prispevku uvazujeme dva spdsoby spravania cestujucich (dva scenare), jedni uprednostiiujua
najkratSiu jazdu a druhi sa uspokoja z druhou najkratSou jazdou do ciela. Formulujeme
robustny model, ktory je zovSeobecnenim tspe$ného modelu PRIVOL. Model verifikujeme
na udajoch z roku 2016 v trolejbusovej dopravnej sieti MHD Zilina pre kapacitne malé a
vel'ké vozidla.

KPucové slova: Linkotvorba, scenare, robustny model, PRIVOL

Abstract

Current domestic and foreign line planning models are based mostly on deterministic models
where the passenger's demand is modeled by OD-matrices at surveyed times (in tops and
saddles) of a day. In the case of an uncertain demand, a probabilistic distribution with
estimated parameters is assumed in stochastic models. In this paper, we consider two ways of
passengers behavior (two scenarios). Ones prefer the shortest ride and the others are satisfied
by the second fastest ride. We formulate a robust model that generalizes the successful
PRIVOL model. The model is verified on data of 2016 in the trolleybus network of the Zilina
public transport network for small and large vehicles capacity.

Keywords: Line planning, scenarios, robust model, PRIVOL.

1 UVOD

Sucasné domace aj zahrani¢né modely linkotvorby v osobnej hromadnej doprave vychadzajt
prevazne z deterministickych modelov, kde je dopyt cestujucich modelovany OD-maticami
(Origin-Destination) v prislusnych obdobiach (Spickach a sedlach) dna. Neisté pocty
cestujucich, ktori pozaduji presun medzi vychodiskovou a cielovou zastdvkou mozno
modelovat’ stochasticky pomocou vhodnych pravdepodobnostnych rozdeleni, ¢o ale naviac
vyzaduje vierohodn¢ odhady ich parametrov. Takyto postup bol zvoleny v praci (Borndérfer
akol., 2007), kde autori modifikovali iteranii metédu generovania stipcov, pricom stipec
reprezentuje novu linku, ktora sa navrhuje stochasticky z do¢asne vytvorenych liniek. Tento
pristup je v8ak ¢asovo vel'mi naro¢ny nakolko poZaduje velky pocet iteracii. Stochasticka
metoda tvorby cestovnych poriadkov jednej linky s viacerymi intervalmi odchodov behom
dina bola navrhnuta v praci (Cheng, 2007). Heuristicka metddu tvorby novych liniek zaloZzena
na “pazravom principe”, je navrhnutd v praci (Majer, 2010). Tu sa vytvaraju linky na zaklade
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¢o najviacSieho dopytu cestujicich. Vyhodou tohoto pristupu je, ze umoziuje nielen
kontrolovat’ d’alSie obmedzujuce podmienky na linku napr. na pohodlie cestujicich pomocou
previsu dopytu nad ponukou ale i vytvarat’ viaceré alternativne linky. Takto moze vzniknat
Sirokd mnozina alternativnych liniek, zktorej potrebujeme vybrat ¢o najefektivnejSiu
podmnozinu liniek. Dal§im praktickym problém, ktory treba pri linkotvorbe vyriesit' je OD-
matica. PoCty cestujucich jazdiacich v dobe uplného prieskumu medzi dvojicami zastavok
mame ale takyto prieskum je financne vel'mi naro¢ny (Paluch a kol., 2015). Inou moznostou
je vyuzit’ elektronické tdaje z ndkupu cestovnych listkov. V pripade MHD vsak dostane len
informacie o poCte nastupov cestujicich na zastavkach. Tato problematika bola rieSena
v praci (Majer a kol.,2013) kde je navrhnuty gravitany model, ktory kladie tym v&csi
dopravny odpor ¢im su vzdialenosti medzi zastavkami menSie no pocCty cestujucich v
relaciach su tmerné sucinu poctov nastupujucich cestujucich na prislusnych zastavkach.
Metéda PRIVOL (PRIradenie VOzidiel Linkam), (Cerny,1983) bola vyvinuta v 80-tych
rokoch a ako vidiet' aj z novsich publikacii bola vo viacerych verziach Gspesne pouzita pri
linkotvorbe autobusov (Cemy a kol.,1983,2014), (Cemé a kol.,2010), (Dan¢k a kol, 2010),
(Paluch a kol., 2007), (Ptibyl, 2009). Za Slovensko menujme aspon stidie pre MHD Piestany
(2002), MHD Kosice (2004), MHD Trencin (2005), MHD Povazska Bystrica (2005), MHD
Martin (2006). Najnovsia praca (Majer a kol.,2018) umoziiuje modelovat spravanie
cestujicich pomocou distriblicie k-najkratSich ciest a praca (Pesko a kol., 2018) voli MILP
model, v ktorom st implicitne zahrnuta jazdy cestujacich s cielom minimalizovat’ dobu jazd a
prestojov cestujucich. Tieto pristupy vSak boli overované len na ndhodne generovanych
inStanciach a nie redlnych datach.

V tomto prispevku rieSime robustny model pre dva typy vozidiel, kde cestujuci si naviac volia
jazdu po najkratSej trase (optimisticky scendr) alebo druhej najkratSej jazde (pesimisticky
scenar) no v neznamom pomere. Pontkame rieSenie modelu MILP formulovaného ako
roz$ireny model PRIVOL s dvoma OD maticami, ktoré zodpovedajii uvazovanym scenarom
generovania dopytu cestujucich.

2 MODEL PRIVOL PRE DVA TYPY VOZIDEL

V dopravnej sieti modelovanej digrafom D = (V, A) jazdia na linkach L dva typy vozidiel v
pocte nanajvys Ny N, a s kapacitou (malé, vel'ké) C;,C, (C; < C, ) cestujtcich. Pre kazdu
linku [ € L je dana doba obehu ¢t; [hod.]. V sledovanom obdobi T hodin je na hranach
(u,v) € A digrafu D dany dopyt - pocetnosti cestujtcich f, ,,. Nech L, (u, v) uddva mnozinu
liniek, k-tého typu, ktoré obsahuji hranu (u, v). Na linkach L; resp. L, mozu jazdit’ len malé
resp. len vel'ké trolejbusy ale na linkdch z L; mdZzu jazdit’ oba typy vozidiel. PoZaduje sa,
aby riesenie obsahovalo najviac m liniek.

Nech pomocna Ol-premenna z; udava, ¢i linka | € L, L = L; U L, U L3 bude vybrana.
Hl'adaju sa také pripustné pocty vozidiel x;; pre vybrané linky [ € L; U Lz jazdené typom 1
a x;; pre vybrané linky | € L, U L3 jazdené typom 2 aby bol previs ponuky nad dopytom
(pocet vol'nych miest) y maximalny. AK by y < 1 resp. y > 1 potom existuje nejaka hrana
dopravnej siete na ktorej dopyt nie je pokryty resp. je pokryty a naviac (1-y)% je volnych
miest.

Dostavame nasledujucu tlohu zmieSaného linearneho programovania (PRI2VOL):

y — maximum 1)
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Cielova funkcia (1) maximalizuje previs ponuky nad dopytom. Obmedzujiica podmienka (2)
definuje previs na hrane siete. Podmienka (3) zaruéi pripustny pocet vozidiel. Podmienka (4)
umozni priradenie vozidiel len pre vybrané linky naviac umoziuje i sucasné jazdy oboch
typov vozidiel na linke. Pripustny pocet vybranych liniek zabezpe¢i podmienka (5)
Podmienky (6), (7) a (8) st obligatorné.

3 ROBUSTNY MODEL RPRI2VOL

Nech st splnené dané poziadavky na pripustny vyber liniek ako v modeli PRI2VOL. Naviac
budeme pozadovat’ aby vyber liniek vyhovoval obom OD maticiam t.j. v sledovanom obdobi
T hodin je na hranach (u,v) € A digrafu D dany dopyt cestujucich f;5,, s € K. Pres =1 sa
hlada ako kumulacia poctu cestujucich po Casovo najkratSej ceste v sieti apre s = 2 ako
kumulacia poctu cestujucich po druhej Casovo najkratSej ceste v sieti. Vopred ale nevieme
s istotou zistit, & bude f,1, < £,2, alebo f1, > f,2, , no naSe experimenty ukazujii na Caste;jsi
vyskyt prvej nerovnosti.

Definujme dolnt y,,in, @ hornt y,,,, hranicu previsu. Vyssie uvedené uvahy o hodnote
premennej y v modeli PRI20L platia aj pre robustny model. Realizovatel'nost’ vyberu liniek,
ked’ vSetky poziadavky cestujucich budu pokryté niektorou linkou vSak mdézeme zabezpecit
podmienkou y,,i» = 1. Nasim cielom sice je spokojnost’ cestujucich vyjadrena previsom ale
primoc vel’ky previs znamena aj jazdy poloprazdnych vozidiel.

Teraz uz mozeme formulovat' nasledujucu Ulohu zmieSaného linedrneho programovania
(RPRI2VOL):

Ymax t Ymin — maximum (9)
C C > 1
t_lxll + t_lez o %ymax V(u, v) eEA (10)

leL,(u,v)UL3(u,v) ! leLl, (u,v)ULz(u,v L
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C1 C2 > fuzv

t_x11 + t_xlz - Tymin V’(u, V) €A (ll)

lELl(u,U)UL3 (u,U) L leL, (U,U)ULg (u,‘l} L
1< Ymin < Ymax (12)
X11,X12,Z) ako (3)_(7)

Cielova funkcia (9) udava stucet previsu y,,q, pre cestujucich pozadujiacich najkratsiu cestu a
previsu y,,in pre cestujucich akceptujtcich aj druht najkratSiu cestu. Stc¢et sa maximalizuje
a tak spésobuje nepriamo rovnomernejsie previsy na hranach siete. Obmedzenia (10) - (11) je
definiciou previsov. Nerovnosti (12) zabezpecia uspokojene dopytu oboch typov cestujucich,
pricom ocakavame, Zze previs pre prvy typ cestujuci je vacsi, nez previs pre druhy typ
cestujucich. Ostatné premenné a obmedzenia su zhodné s modelom PRI2ZVOL.

4 POCITACOVY EXPERIMENT

Model RPRI2ZVOL sme verifikovali na idajoch o nastupe a vystupe cestujlcich v case rannej
dopravnej Spicky v trolejbusovej dopravnej sieti MHD Zilina.

Experiment sme robili na HP XW600 Workstation (8-core Xenon 3GHz, Ram 16GB) pod
operatnym systémom Linux (Debian jessie). Pouzili sme rozhranie Pythonu pre komercny

riesi¢ Gurobi (Gurobi, 2018) pre ulohy zmie$aného linearneho programovania a kniznicu
NetworkX (Aric a kol., 2008) pre pracu s grafovymi Struktirami a algoritmami.

Hollého = g _
—»e, Zeleznicna stanica

Kvacalova

Mateja Bela

Kosicka

Zilinska univerzita

Obr.1 Dopravna siet’ MHD Zilina pre trolejbusy

Na obrazku obr.] mame zobrazend schematicki mapu dopravnej siete MHD Zilina, ktora méa
42 trolejbusovych zastavok a 103 orientovanych hrdn medzi susednymi zastavkami, ktort
modelujeme ako casovo ohodnoteny digraf G. Dopyt 6 635 cestujucich mal 756 relacii
( nenulové dvojice v OD matici). MHD ma n,; = 12 malych trolejbusov s kapacitou C; = 62
cestujiicich an, = 18 velkych kibovych trolejbusov s kapacitou C, = 62 cestujicich.
Ocakavalo sa, ze pocet vybranych liniek z 21 navrhnutych neprekroci 12.
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Sirsia mnozina liniek L = L; U L, U Ly bola navrhnutd doplnenim sti¢asnych “Lxx* liniek
onové “Xxx“: Ly={L1,L5}, L;={L3,L4,L7,L14,L16,X4,X14,X3a,X16,X20,X30,X7,X13a},
L;={L6,L6b,X6a,X6b,X6¢,X6d}. Obrazok obr.1 obsahuje aj vedenie okruznej linky L4 — je
vyznaCend cCervenymi Sipkami. Poznamenajme, Ze vo vytvorenom programe je moznost
vizualizovat’ kazdu z liniek a aj tymto spdsobom verifikovat’ vstupné data.

Malé trolejbusy Kibové trolejbusy

L1 L5 | L6eb | X6c | L3 L4 | L14 | L16 | X4 | X13 | X30 | X7 | X6c

5 S) 1 1 2 2 2 1 1 2 1 4 3

Tab.1 Vybrané linky a pocty trolejbusov s prevismi y,,i, = 1.18 @ yyp0 = 1.93

V tabulke tab.1 vidime, Ze 12 malych trolejbusov obsluhuje 4 linky a 18 kibovych trolejbusov
obsluhuje 9 liniek. Linka X6c je obsluhovana jednym malym tromi kibovymi trolejbusmi, ¢o
model pripusta ale takéto rieSenie by nemuselo byt akceptované hoci je technologicky
realizovatel'né. Sta¢i vSak doplnit’ model podmienkou ktora vyberie prave jednu nenulova
hodnotu

MODEL.addSOS(GRB.SOS_TYPEL, [X["X6¢",1],x["X6¢c",2]])

v Gurobi notacii (V rozhrani Pythonu) a dostavame rieSenie v tabul’ke tab.2.

Malé trolejbusy Kibové trolejbusy
L1 | L5 | L6b - L4 | L14 | L16 | X4 | X3a | X13a| X30 | X7 | X6¢C
5 6 1 - 2 2 1 1 2 2 1 4 3

Tab.2 Vybrané linky s SOS1 podmienkou s prevismi y,,;, = 1.18 @ ¥4, = 1.80

Poéty malych a kibovych trolejbusov zostali zachované, no malé trolejbusy obsluhuju len tri
linky. Na linke L5 sa vzrastol pocet malych trolejbusov o jedno vozidlo. Linky L3 a X13 su
nahradené linkami X3a a X13a. Dodatoéna SOS podmienka viedla k poklesu previsu
V scenari 1 t.j. sposobenu optimistickymi cestujucimi. Poznamenavame, Zze doba vypoctu
rieSicom ani v jednom pripade neprevysila 10 sekind. Do jednej mintty boli vykonané vsetky
vstupno-vystupné operacie v rozhrani Pythonu.

ZAVER

V prispevku je navrhnutd modifikacia overenej metody PRIVOL pre hl'adanie robustného
rieSenia linkotvorby v MHD. Uvazuje sa s dvoma typmi vozidiel a dvoma sposobmi spravania
sa cestujucich, ktoré vyvolavaju neisty dopyt cestujucich na tusekoch dopravnej siete.
Prezentovany model mozno prirodzenym spdsobom zovSeobecnit’ pre vozovy park
s viacerymi typmi vozidiel. Dal§i rozvoj metédy vidime v doplneni Specifickymi
obmedzujicimi podmienkami nielen na vyber liniek ale aj na koordinaciu pri stibehu liniek
Vv ramci integrovaného dopravného systému mesta.

Prispevok bol podporovany grantovymi tlohami APVVV-14-0658 Optimalizacia
mestskej a regiondlnej verejnej dopravy a VEGA 1/0582/16 Ekonomicka optimalizdcia
procesov na siet’ach.
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RIESITEL LOCALSOLVER: POPIS A NOVE ROZHRANIE

LOCALSOLVER: INTRODUCTION AND A NEW INTERFACE

Michal Pieter

Abstrakt

LocalSolver je riesitel’ pre ulohy matematického programovania, ktory je v porovnani s ostatnymi
menej znamy. Jednym z ddévodov modze byt aj chybajica implementacia V popularnych
nastrojoch MP ¢i neexistujice dedikované grafické rozhranie. Prave preto bola vytvorena nova
aplikacia LISE, ktord umoziuje vyuzivat LocalSolver prostrednictvom oficidlneho
modelovacieho jazyka, a to navySe sposobom, ktory je jednoduchy a intuitivny, a je tak vhodny
aj pre pouzitie Studentmi a v procese vzdelavania. Sucast'ou prace je aj popis riesitel'a a jeho
porovnanie s konkurenciou.

KUrucové slova: LocalSolver, riesitel, grafické rozhranie, GUI

Abstract

LocalSolver is a mathematical programming problem solver that is less known when compared to
others on the market. One of the reasons may be a lack of implementation in popular MP tools or
non-existent dedicated graphical user interface. That is why a new application, LISE, was created
that allows one to utilize LocalSolver using its proprietary modelling language and in a way that
is simple and intuitive, especially suitable for students and for other educational purposes.
Included as well is an introduction to LocalSolver itself, its syntax and comparison with
competition.

Keywords: LocalSolver, solver, graphical interface, GUI

1 LOCALSOLVER

Zaujemca na poli matematického programovania mé k dispozicii na trhu pomerne Sirokl Skalu
programovych prostriedkov na rieSenie vSetkych druhov tloh. Komponent v kazdom z tychto
softvérov, ktory mé na starosti vypocet samotny arieSenie Ulohy, sa nazyva rieSitel' (solver)
a vicsinou je v danom softvéri inkorporovany vo forme tzv. kniZnice, pricom nie je vynimkou, Ze
jedna aplikacia umoznuje vol'bu medzi viacerymi rieSiteI'mi. Medzi najzname;jsich riesitel'ov patri
napriklad CPLEX, Gurobi, ¢i XPRESS. V roku 2007 k nim pribudol novy, dodnes menej znamy
riesitel’ LocalSolver, vyvinuty vo firme Bouygues, V spolupraci s viacerymi francuzskymi
vedeckymi inStitliciami. LocalSolver je svojimi tvorcami prezentovany ako rychly rieSitel,
schopny poradit’ si s obrovskym poctom premennych. Ako vyhodu d’alej uvadzaji podporu
komplikovanych funkcii prostrednictvom vlastného modelovacieho jazyka a tiez Siroku skalu
rozhrani, pomocou ktorych je mozné LocalSolver vyuzivat’ pri rieSeni konkrétnych problémov.

1.1 Licencovanie

LocalSolver je dostupny pre opera¢né systémy Windows, MacOS a Linux, a to v 64-bitovej aj
32-bitovej verzii. Na vysktsanie po dobu 30 dni je vol'ne dostupny z oficidlnych stranok a to
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S plnou funkcionalitou, bez nutnosti registracie ¢i vybavovania ziadosti. Pre individualne
akademické potreby je mozné takyto typ volnej licencie neobmedzene predlzovat’ po registracii
na oficialnej stranke, vzdy na d’alich 30 dni. Co sa tyka obecnych licencii, je najprv nutné uréit,
v akom rozsahu a akym spésobom ma byt LocalSolver vyuzivany. Existuju dve zakladné formy,
od ktorych sa odvija aj licencovanie. NainStalovany je bud’ na konkrétnom pocitaci, ktory ho aj
vyuziva, alebo sa nachadza na samostatnom serveri, na ktory sa potom podla potreby dopytuji
vzdialeni klienti. V tom druhom pripade je tak povolené naraz riesit’ viacero uloh. Existuje tiez
moznost’ mat’ LocalSolver nainstalovany na viacerych pocitacoch so zdiel'anou licenciou, pricom
pocet sucasne riesenych tloh sa scitava a je obmedzeny podl'a typu licencie. Mozné kombinacie
spolu s konkrétnymi licenciami st uvedené v tab. 1.1. Pre potreby univerzity alebo inej vicésej
vzdeldvacej institucie je vhodna licencia Site. Ceny za licencie nie je mozné na ziadost’ timu
LocalSolver v tejto praci zverejnit, zaujemci ich vSak mozu obratom ziskat kontaktovanim
prostrednictvom formulara na oficidlnej stranke, alebo cez email na contact@localsolver.com.
V porovnani s ostatnymi popularnymi rieSitel'mi su vSak ceny radovo ndsobne nizsie.

Pocet pocitacov

1 neobmedzeny
Deskto Floatin
Pocet sucasne 1 P g
rieSenych uloh i
y neobmedzeny Server Site

Tab. 1.1 — Dostupné LocalSolver licencie

1.2 Zakladna syntax

LocalSolver je primarne navrhnuty na integraciu v ostatnych aplikdciach prostrednictvom
tzv. rozhrania API (Application Programming Interface). Napriek tomu umoznuje aj rieSenie tiloh
definovanych v textovej podobe, pricom vyuziva vlastny modelovaci jazyk LSP (LocalSolver
Programming Language). LSP na rozdiel od véc¢Siny modelovacich jazykov pre matematické
programovanie v mnohom pripomina bezné programovacie jazyky, najmd C++, C# ¢i Java.
Kazdy LSP model sa skladd zjednej ¢i viacerych funkcii, definovanych formou function
mojaFunkcia(moznéParametre) { kod }, priCom funkcia moéze byt vlastni, alebo jedna
z vyhradenych, ktoré LocalSolver potrebuje pre definiciu tlohy. Medzi nich patri najmé povinne
pouzitd funkcia model(), kde st definované obmedzujiice podmienky a icelova funkcia. Dalej
mozu byt pouzité funkcie input() aoutput() sliziace na nastavenie ¢i nacitanie dat modelu,
respektive export rieSenia, ¢i funkcia param() kde sa daji nastavit moznosti rieSitel'a, napr.
obmedzenie ¢asu vypoctu ¢i poctu iteracii. Vlastné funkcie pritom moézu vratit’ nejaku hodnotu
(prostrednictvom prikazu return hodnota;), takZe je ich mozZné vyuZivat aj v ostatnych
funkciach za ucelom zjednodusenia modelu.

Premenné su definované vo funkcii model(), jednoducho ako x;, pripadne x = 7;, kde 7 je
priklad vychodiskovej Ciselnej hodnoty. Binarne, resp. celoCiselné premenné su definované
pomocou funkcii x <- bool();, resp. x <- int(e, 7);, pricom pre celo¢iselné premenné je
vzdy nutné definovat’ spodné a horné medze. Polia sa definuji ako x[0..7];, priCom mozu byt
aj viacrozmerné. Vo vSetkych uvedenych pripadoch je mozné namiesto pevnych hodnot vyuzit aj
vlastné konstanty, napriklad n = 7; x[@..n];. Struktarne a cenové koeficienty a pravé strany je
mozné dat’ do modelu napevno, alebo ich nacitat’ vo funkcii input() napriklad zo suboru ako
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koef[i..n] = méjSubor.readInt();, kde subor je definovany ako local méjSubor
= io.0penRead(cesta);. Subor je textovy a jednotlivé hodnoty st oddelené medzerami, funkcie
readInt(), resp. readDouble() ¢i readString() vzdy automaticky precitaji nasledujucu
hodnotu.

Vo funkcii model () sa definuje samotny matematicky model, pricom obmedzujiice podmienky st
definované klIiCovym slovom constraint apouzivaju Standardni syntax pre zakladné
matematické operatory. Jednoducha podmienka tak vyzera napriklad ako constraint 7*x1 +
10%x2 <= 240;. Ugelova funkcia je definovana podobne, vyrazmi minimize, resp. maximize.
Samozrejme je mozné vyuzit' v podmienkach aj u¢elovej funkcii agregatne funkcie, a to vo forme
napriklad constraint sum[i in ©..n] ( a[i]*x[i] ) <= 240;. Iteracia funguje podobne,
vtedy sa cela podmienka vlozi do funkcie ako for[i in @..n] = { podmienka }.

Ako uz je asi zrejmé, vSetky prikazy musia byt ukon¢ené znakom bodkociarky ;, podobne ako
v Lingu ¢i MPL. Komentére je mozné definovat’ pridanim dvojice lomiek // na zacCiatok riadku
(nie je nutné ukoncit’ bodkociarkou), pripadne viacriadkovy komentar pridanim /* na zaciatok
a*/ na koniec zvoleného textu. Cisla sa zadavaju v americkom formate a bez oddelovacov
tisicov. Dolezité je eSte spomenut’, ze ked’ LocalSolver dokon¢i vypocet, okrem hodnoty ucelovej
funkcie nezobrazi ziskané rieSenie. Na to sluzi prave funkcia output(), kde je mozné vsSetky
potrebné hodnoty vypisat’ pomocou funkcie print (resp. println pre samostatny riadok),
napriklad ako for[i in @..n] { print(x[i].value + " "); J.

Vsetky spominané pravidla samozrejme popisuji len zdkladni syntax nevyhnutne potrebnu pre
zapis jednoduchych modelov. Pokrocila syntax, nutna pre zapis komplikovanejsich modelov je
prili§ rozsiahla na to, aby tu bola uvedena, zaujemca vSak moze najst’ kompletnti dokumentaciu
pre LSP na adrese https://www.localsolver.com/documentation/Ispreference/index.htmi.

1.3 Rozhrania

LocalSolver je mozné vyuzivat pomocou viacerych rozhrani, pricom primarne je uréeny na
vyuzivanie inym softvérom prostrednictvom tzv. rozhrania API (Application Programming
Interface). To spociva v tom, ze dand aplikdcia odkazuje na LocalSolver kniznicu a pomocou
pevne presne danych funkcii s iou komunikuje. V tomto reZime bohuzial’ nie je v sti€asnosti
mozné jednoducho poslat’ LSP model a nechat’ ho vyriesit. Aplikacia musi najprv definovat’ cely
model programaticky prostrednictvom presne definovanych objektov a funkcii. To umozZiuje
vynikajucu flexibilitu pri rieSeni konkrétnych problémov, pre ktoré bola dand aplikacia vyvinuta,
ale znemoziiuje rozumnym spdsobom vytvorit’ nové grafické rozhranie pomocou API.

LocalSolver je mozné tieZ spustit’ ako beznu aplikaciu v prikazovom riadku, resp. konzole. Pre to
je vsak nutné najprv pozadovany LSP model ulozit’ na disk ako textovy subor a spustit’ prikaz
localsolver "cesta k suboru”. Nasledne je spusteny vypocet, ktorého priebeh a vysledok je
zobrazovany v okne prikazového riadku. Prebiehajuci vypocet je mozné zastavit klavesmi
ctrl+C. Tento spdsob vyuZzitia dokaze spracovat I'ubovolny model vo formate LSP, predtym
vytvoreny v beznom textovom editore, preto je vhodny pre rieSenie obecnych problémov l'ud’mi,
ktori programovat’ nevedia alebo dokazu rychlejSie zostavit LSP model neZz naprogramovat’
aplikaciu vyuzivajucu API. LocalSolver totiz nema vlastné grafické rozhranie a preto jeho
vyuzitie nemusi byt pre l'udi s menSou znalostou pocitatov, napriklad Studentov, uplne
jednoduché. Aj preto bolo ako sucast’ tejto prace vytvorené nové grafické rozhranie, predstavené
v d’alSej kapitole.
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2 ROZHRANIE LISE

Ako uz bolo spomenuté, pre LocalSolver neexistuje Ziadne nativne grafické rozhranie. Napriek
tomu, Ze spustenie cez prikazovy riadok je jednoducha operacia, pre mnohych, ktori pouzivaji
pocitac len na beznl pracu sa aj toto mdze zdat’ ako zbyto¢ne komplikované. Grafické rozhranie
je tak nielen jednoduchsie a komfortnejSie na pouzivanie, ale umoziuje aj vyuzitie doplnkovych
funkcii, ako je napriklad editor Specificky urceny pre modely LSP. Prave takéto nové grafické
rozhranie predstavuje aplikacia LISE (LocalSolver Integrated Environment).

2.1 InStalacia

V stcasnej dobe je aplikacia LISE k dispozicii na vyziadanie u autora (vid' kontaktné udaje
nizSie). Pre akademické potreby bude obratom zaslany skomprimovany stbor ZIP, ktory pre
nainsStalovanie staci jednoducho rozbalit’ a vSetky stbory skopirovat do l'ubovolnej zlozky.
Aplikacia vyzaduje na spustenie platformu .NET Framework 4.5.2, ktord sa nachadza na
vSetkych operaénych systémoch Windows 10, priCom na predchddzajice verzie je ju mozné
nainstalovat’ z oficidlnych stranok spolo¢nosti Microsoft. LISE sa spusta spustenim programu
LISE.exe. Na spustenie apisanie modelu nie je nutné mat' nainstalovany LocalSolver, na
vyrieSenie ulohy vSak uz ano, a to s platnou licenciou, v opa¢nom pripade ohlasi LISE chybu.
LISE je zadarmo pre akademické pouzitie, pre iné pouZitie, ako aj pre Sirenie aplikacie tretim
stranam je nutné kontaktovat’ autora pre ziskanie individualnej ponuky. Presné znenie podmienok
je mozné najst’ v dokumente EULA.

2.2 Rozhranie a funkcie

e use - O X
File Home Edit Functions

T e n

Toggle Decrease

Solve For Sum
Comment Indent
Edit Model Functions
" MyModel - X " MNew Model® - X
1| fessssssdss Simple production model ##+#*sssss/ " 1| /% New Model */
2 2
3| /* Declares the optimization modsl */ 3 function model() {
4 /functicn model()} { 4
5 5 /4 Variables
6 // Widgets are produced 1in whole pieces, lover and upp: 6 myVariable;
7 x 1 < (0, 1000); % 2 <- (0, 1000); % 3 <- (o, 7
8 8 // Constraints
3 £/ Time of production and completion must not excesd ai 2] myConstraint <- myVariab!]
10 constraint 10%*x 1 + 12*x 2 + 15%x 3 + 15*%x 4 <= 250; 10 constraint myConstraint
12 constraint 2.5%x 1 + 4*x 2 + T*x_ 3 + T*x_4 <= 200; 12 /7 Objective
13 13 myCbjective <- myVariable
14 // Maximize total profit 14 maximize myObjective;
13 totalprofit <- E000*x 1 + 16000*=x_2 + 21000*=x 3 + 2300( 15|}
16 maximize totalprofit;l—
1703
19 | /* Parameterizes the solver. =*/
20 function param() {
21 1=sTimelimit = 30; // Limit run time te 30 seconds
22 1} W
£ > < >

Obr. 2.1 — Dve vedla seba zobrazené okna modelov, zaloZka Home s najbeZnejSou funkcionalitou

Aplikécia LISE sa vizualne deli na dve Casti. V hornej sa nachédza ovladacia lista s tlac¢idlami
roztriedenymi podl'a kategorii a v spodnej sa nachadza priestor pre okna jednotlivych modelov ¢i
vysledkov, pricom po spusteni sa vzdy otvori nové okno s prednastavenym modelom. O aky
model sa jedna je mozné zvolit' v nastaveniach. Okna je mozné v tomto priestore 'ubovolne
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preskupovat’ potiahnutim za nazov okna. Okno modelu sluzi ako textovy editor pre modely LSP,
priCom umoziuje zvyraziovanie ¢asti modelu podla ich typu, ¢o ulah¢uje orientaciu v modeli.
Zvyraznovanie sa d4 vypnit' v nastaveniach, kde je tiez mozné prepinat’ zobrazovanie Cisiel
riadkov, ¢o je uzitocné najma pri identifikacii syntaktickych chyb. V d’alSej verzii je planovana
tiez automatickd predikcia pisanych prikazov, tzv. IntelliSense, ktord pri napisani par
zacCiato¢nych znakov ponukne pouzivatel'ovi zoznam vhodnych prikazov, funkcii a podobne.

Lista s tlacidlami je roztriedena v stucasnej verzii podl'a kategérii do troch zaloziek, pricom na
prvej zalozke Home sa okrem najbeznejSich funkcii z ostatnych zaloziek nachadza aj
najdolezitejSie tlacidlo — Solve — ktorym sa spusti vypocet modelu pomocou LocalSolveru. Vedla
neho sa nachadza tlacidlo na kontrolu spravnosti syntaxe, tato funkcionalita vSak v stcasnej
verzii nie je podporovana. Na zalozke Edit sa nachadzaju tlac¢idla pre zakomentovanie
a odkomentovanie zvolenych riadkov (Comment/Uncomment) aj pre zmenu ich odsadenia
(Decrease/Increase Indent). Vo vicsich modeloch sa zide moznost” skryt’ vSetky funkcie do ich
definicii (Collapse). Samozrejmost'ou je moznost’ vratit' spat’ zmeny v modeli ¢i ich znovu
obnovit (Undo/Redo). Historia zmien je pritom uplna, v nazve modelu je navyse indikované
znakom hviezdicky, ¢i je model upraveny oproti stavu, v ktorom bol naposledy ulozeny. Na
zalozke Functions sa nachadzaju tlacidla pre zjednodusené vkladanie niektorych beznych funkcii
jazyka LSP. Napriklad tlacidlo Sum vlozi na miesto kurzoru definiciu funkcie suctu ako sum[i
in collection]() a automaticky vyzna¢i vyraz collection, takZze pouzivatel ho moze rovno
nahradit’ pozadovanou hodnotou. Ostatné funkcie funguju obdobne. V pripade, Ze je pri stlaceni
vyznaceny kus textu, je tento automaticky vlozeny do tela funkcie. Nakoniec v l'avom hornom
rohu okna sa nachadza Standardné tlacidlo File, kde je moznost’ ulozit’ ¢i otvorit’ model, vytvorit’
model novy, upravit’ nastavenia, zobrazit" informécie o aplikdcii ¢i ju zavriet. Pred zatvorenim
aplikacie, pripadne okna konkrétneho modelu, je pouzivatel vzdy upozorneny na pripadné
neuloZené zmeny.

2.3 Vypocet a vysledky

|4_
File Home Edit Functions
— = n
Teggle Decrease
- 99 Solve For Sum
Comment Indent
Edit Model Functions
" MyModel Calculati Mew Model® * X
1| fasssssssss Simple product St /* New Model */
2
3| /* Declares the optimizati Duration  00-00:00 function model () {
4 function model() {
5 // Variables
] /S Widgets are produce terations O myVariable;
7 x 1 <- (0, 1000); x
8 I /¢ Constraints
a /4 Time of production myConstraint <- myVariab)
10 constraint 10*x 1 + 12 constraint myConstraint 4
11 Abort
12 constraint 2.5%x_1 + 4 // Objective
13 e myChjective <- myVariabld
14 // Maximize total profit 14 maximize myObjective:
15 totalprofit <- B000*x 1 + 16000*x 2 + 21000*x_3 + 2300( 15|}
16 maximize totalprofit;
17}
19| /# Parameterizes the solver. */
20 function param() {
21 1sTimelimit = 30; // Limit run time teo 30 seconds
12211 W
| £ > £ > |
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Obr. 2.2 — Dialégové okno prebiehajtice vypoctu, kde je mozZné prili§ dlhy vypocet zrusit’

Ako uz bolo uvedené v kapitole 1.3, LocalSolver nedovol'uje poslat model vo formate LSP na
rieSenie prostrednictvom API. Aby bolo mozné zadany model nechat’ vyriesit’ priamo z aplikacie
LISE teda existovali dve moznosti. Jednou z nich by bolo precitat model a priamo v LISE na
zéklade neho vytvorit' zodpovedajucu Struktiru ulohy prostrednictvom objektov LocalSolver
API To by vsak bolo nesmierne komplikované, aspon bez restrikcie bohatej syntax jazyku LSP.
Bola preto zvolena druhd moznost, kedy sa LocalSolver zavola prostrednictvom prikazového
riadku, avSak programaticky a bez vedomia pouzivatela. Vystup z konzoly je presmerovany
naspat’ do LISE, kde je tak mozné sledovat’ priebeh a precitat’ vysledky riesenia.

Vypocet sa spusta kliknutim na tlacidlo Solve na zalozke Home. Ked'ze LocalSolver potrebuje
odkaz na subor na disku, model musi byt pred vypoctom vzdy ulozeny. Nasledne aplikacia
skontroluje, ¢i je na pocitaci nainStalovany LocalSolver, a ak nie, vyhodi chybu s vyzvou na jeho
stiahnutie a instalaciu. Ak vSak je, zavola ho anecha na pozadi rieSit, pricom otvori nové
dialégové okno, kde je mozné sledovat’ priebeh vypoctu. V pripade, Ze pouzivatel' chce vypocet
zastavit, moze tak urobit’ stlatenim tlacidla Abort. Ked je vypocet ukonceny, alebo naSiel
LocalSolver chybu v modeli, otvori nové okno, kde je vypisany cely vystup. Po uspesnom
vypocte obsahuje uplynuty ¢as, pocet iteracii, ale najma hodnotu ucelovej funkcie. Ako uz bolo
spomenuté, hodnoty premennych, ¢i uz Struktirnych alebo pridatnych, LocalSolver sam od seba
vo vystupe neuvadza, je ich nutné exportovat’ vo funkcii output (). Pravdepodobne z dévodu, ze
LocalSolver je zamerany najmi na rieSenie nelinedrnych uloh, neuvadza ani redukované ¢i
tielové ceny.
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2 Lise - m] %

File Home Edit Functions
Edit Model Functions
MyModel J* MyModel - Output | * X | " New Model* - X
Model: A 1| /+ Nev Model #/
expressions = 33, operands = 48 = )
decisions = 4 (bool = 0, int = 4, float = 0, list = 0), slifunction model() {
constraints = 2, ohjectives = 1, constants =14 = ~ .
2 /¢ Variables
6 myVariable;
Param: -
time limit = 30 sec, no |terat|0n!|m|t a // Constraints
seed = 0, nb threads = 2, annealing level = 1 9 myConstraint <- myVariabl
10 constraint myConstraint -
Objectives: 11
Obj 0: maximize, bound = 1224000 12 // Objective
13 myObjective <- myVariabls
Phases: 14 maximize myObjective;
Phase 0: time limit = 30 sec, no iteration limit, optimized ohjective = 0 15|}
Phase O
32957 iterations, 64514 moves performed in 0 seconds
Optimal solution: obj = 377000
Upper bound @ ub= 377000 (gap < 0.01%)
Run cutput...
Total profit: 377000
Widget 1: 0
Widget 2: 2
Widget 3: 0
Widget 4 13
LR 4 >

Obr. 2.3 — Okno s vysledkami a informaciami o priebehu vypoctu

3 POROVNANIE S INYMI RIESITECMI

Poslednym z cielov tejto prace je stru¢né porovnanie rieSitela LocalSolver s inymi rieSitel'mi.
Ako modelovy priklad pre porovnanie bol zvoleny kvadraticky priradovaci problém ato
z dévodu rychleho narastu vypoctove] narocnosti so zvySujicim sa rozmerom ulohy. Rychlost’
riesitel'ov je tak mozné porovnat’ aj pomocou relativne malych uloh. LocalSolver bol porovnany
s viacerymi rieSiteI'mi, menovite CPLEX, Gurobi a CoinMP v aplikacii MPL, a tiez v aplikacii
Lingo. Test prebichal na pocitac¢i Apple MacBook Pro s procesorom Intel Core i7 @ 3,10 GHz so
4 GB dostupnej pamite pre aplikacie. Skuto¢ny vyuzitelny vykon bol vSak mierne nizsi, pretoze
s vynimkou Linga boli aplikdcie spustené vo virtudlnom operacnom systéme Windows 10.
Pouzité modelové ulohy maji vSetky zndme optimélne rieSenie. Konkrétne data boli ziskané zo
stranok d’alSieho riesitel'a, NEOS, a odkaz Kk ich ziskaniu je uvedeny v internetovych zdrojoch.
Pre LocalSolver boli modely testované v nelinearnej aj linearizovanej podobe. Vysledky st
uvedené v tab. 3.1 a na obr. 3.1. Ako je vidno, nie u vsetkych riesitelov mohli byt spustené ulohy
vSetkych rozmerov, ato z dovodu obmedzenej licencie. Vidno Ze LocalSolver je pomalsi ako
ostatni testovani rieSitelia, pricom vSak si viedol vyrazne lepSie pri rieSeni linearizovaného
modelu. Az pri najvac¢Som rozmere tlohy, s 9 zariadeniami a miestami, je vyrazne rychlejsi ako
rieSitel CoinMP. Jedna z moznych pri¢in je optimalizacia algoritmu pre Glohy vel'kych rozmerov,
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ako uvadza LocalSolver na svojej stranke. Mozné je aj vidiet’, Ze v prepocte na jednu operaciu je

LocalSolver vyrazne rychlejsi nez CoinMP.

LocalSolver LocalSolver MPL MPL Lingo
linearizovany (CPLEX) (CoinMP) (branch
& bounds)
Rozmer | Cas Iteracie | Cas Iteracie | Cas Iteracie Cas Iteracie | Cas Iteracie
4 0 120 000 0 277 450 0 225 0 2730 0 672
5 1 238 906 1 216 987 0 459 1 2726 0 1205
6 15 1687478 10 1560 000 0 2 462 2 11 322 5 6 640
7 67 5406 354 30 2 886 052 7 45 314 7 6 374
8 363 18 060 416 235 15583 715 63 627 325
9 1465 60 894 643 934 55312 614 1723 8 020 031

Tab. 3.1 — Cas v sekundach a pocet iteracii rieSenia kvadratického prirad’ovacieho problému rieSitePmi

1000

100

10

* Pre rozmer 7 zariadeni a miest naslo Lingo suboptimalne rieSenie

4

=8| ocalSolver

5

=@ ocalSolvert lin.

7

=& MPL{CPLEX)

MPLECoinMP)

8

»

z

=—®—Lingo

Obr. 3.1 — Casy rieSenia (v sekundach, na logaritmickej §kale) rieSitePmi podl’a rozmeru tilohy
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ANALYZA INDEXU BURZY CENNYCH PAPIEROV PRAHA
POMOCOU METODOLOGIE SKRYTEHO MARKOVOVHO MODELU

ANALYSIS OF THE PRAGUE STOCK EXCHANGE INDEX USING
HIDDEN MARKOVE MODEL METHODOLOGY

Marian Reiff

Abstrakt

V prispevku aplikujeme Skryty Markovov model na finanénom ¢asovacom rade zatvaracieho
kurzu akciového indexu Burzy cennych papierov Praha, ozna¢ovaného skratkou PX. Model je
odhadnuty pomocou softvéru Matlab konkrétne Statistics and Machine Learning Toolbox™.
Odhadnuté skryté stavy, ich historicky vyvoj, pravdepodobnosti prechodov, popisné
Statistiky, pripadne pravdepodobnostné rozdelenia pre prislusné emisie percentualnej zmeny
kurzu podmienené skrytym stavom mozu sluzit ako podporny nastroj pri rozhodovani
investora.

KPucové slova: Skryty Markovov model, Financné casove rady, Financné modelovanie

Abstract

In this paper we apply the Hidden Markov model on closing price time series of Prague Stock
Exchange index (PX). The model parameters are estimated using the Matlab software,
specifically Statistics and Machine Learning Toolbox ™. Estimated hidden states, their
historical values, transition probabilities, descriptive statistics, or probability distributions for
the relevant percentage change of closing price conditioned by the hidden states may serve as
a tool for investor decision making.

Keywords: Hidden Markov Model, Financial Time Series, Financial Modelling

1 SKRYTY MARKOVOV MODEL

Skryty Markovov model je matematicky model, v ktorom sa d4 analyzovany systém popisat’
pomocou skrytej Markovovskej vlastnosti, teda stavov popisanych pomocou Markovovho
retazca, ktoré nie je mozné priamo pozorovat. Parametre modelu sii nezndme a musia byt
odhadnuté na zaklade pozorovateInych udajov. Hlavna myslienka skrytého Markovovho
modelu je, Ze latentné stavy systému a dalSie neviditelné informacie st skryté
V pozorovanom procese, ktory je poSkodeny urcitym Sumom. V kontexte finan¢ného
modelovania mdZze byt pozorovatel'ny proces €asovy rad finanénych dat obsahujlci skryté
informacie, ktorych dynamika sa da popisat’ pomocou Markovovho retazca s koneénym
poctom skrytych stavov. Tuto informdciu je moznéd extrahovat’ pomocou technik skrytého
Markovovho modelu.

Podl'a definicie (MacDonald a Zucchini 1997), skryty Markovov retazec je stochasticky
proces pozostavajuci z dvoch Casti, kde prva zakladna Cast’ je nepozorovatelny proces {x,} ,

ktory spiita Markovovskli vlastnost P {X1|X1_1: Xig o Xy } =P{x|x,} adruha Cast je

pozorovatelny proces {y,} spliajici P{y,|Yi 1, ¥is o Yoo Xn %o - X f = P{W[X}> o je
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oznacované ako podmienene nezavisla vlastnost. Nezdvisla preto, lebo nezavisi od
historickych hodndt Y, ,,Y,, .., ¥, @je podmienend iba X. Potom dvojicu stochastickych

procesov {x,,Y,} nazyvame skryty Markovov model s m stavmi. Podmienent nezavislu

vlastnost’ mézeme vysvetlit’ nasledovne. V pripade, ak pozname stav X;, hodnota y; zavisi len
od x; anie je zavisla od predchadzajtcich historickych stavov systému a predchadzajucich
pozorovani premennej Y (emisii), teda je podmienene nezavisla.

Mozno poznamenat, ze aj napriek tomu, Ze prechody medzi skrytymi stavmi X; spliaja
b 2

Markovovsku vlastnost, pri ¢asovom rade pozorovani Y; to neplati, v Casovom rade

pozorovani y; mozZeme identifikovat autokoreldcie ITubovolného stupna, nakol'ko

pravdepodobnostné rozdelenie y; je podmienené iba si¢asnym stavom Markovovho retazca.

Skryté Markovove modely maju Siroké aplikacné moznosti, vSetky vSak zvyCajne zahiaju tri
zakladné ulohy, ktoré su v sucasnej literatire uvedené pod pojmom uloha hodnotenia (angl.
Evaluation problem), tloha dekddovania (angl. Decoding problem) a iloha uenia sa (angl.
Learning problem). Tieto zakladné ulohy a d’alSie aspekty skrytého Markovovho modelu su
Vv sucasnej literatire podrobne popisané napriklad v (Rabiner 1989) a (Ibe 2009), vic¢sinou
vSak pre Markovove retazce prvého radu. Teoéria, implementacie a aplikacie skrytého
Markovovho modelu vysSiecho raddu st relativne zlozitejSie s menSim mnozstvom
publikovanych prac (Stanke a Waack 2003), (Hadar 2009).

e Uloha ucenia sa (angl. Learning problem): Majme mnoZinu pozorovanych sekvencii
{Y,.Y,,....Y,}. Ulohou je ur¢it parametre skryt¢ho Markovovho modelu 4, ktoré
najlepsie vystihuji pozorované sekvencie. Teda urCit' A, ktora maximalizuje
vierohodnost’ P(Y |/1) Ide o problém odhadu najpravdepodobnejSich parametrov
s}irytého Markovovho modelu pre dant sadu pozorovacich sekvencii

e Uloha dekddovania (angl. Decoding problem): Majme skryty Markovov model so
znamymi parametrami A a mnozinu pozorovaniY = {yl, Yoy eens yn}. Ulohou je urgit

najpravdepodobnejSie poradie skrytych stavov Qz{ql,qz,...,qm}, ktoré generuje
pozorované sekvencie Y ={y,,¥,,..., ¥,}. Teda najst’ sekvenciu Q ={q;,0,,..., 0, },
ktora maximalizuje pravdepodobnost’ pozorovania P (Y ,Q |/1) .

e Uloha hodnotenia (angl. Evaluation problem): Majme skryty Markovov model so

znamymi parametrami skrytého Markovovho modelu A4 amnoZinu pozorovani
Y :{yl,yz,..., yn}. Ulohou je uréit, aka je pravdepodobnost, Ze pozorovana

sekvencia Y bola generovana modelom, teda urcit’ pravdepodobnost’ P (Y M) .

2 SKRYTY MARKOVOV MODEL INDEXU PX SO STYRMI STAVMI

V prispevku analyzujeme dynamické spravanie indexu Burzy cennych papierov Praha, a. s.
pomocou jedného ukazovatela ,,zatvaraci kurz. Casovy rad dennych tidajov o zatvaracej
cenne je spracovany za obdobie od 16.11.1998 do 16.11.2018. Zdroj udajov je platena
databaza Thomson Reuters Eikon (2018), kde je akciovy index Burzy cennych papierov Praha
vedeny pod oznacenim PX. V prispevku je analyzovany Casovy rad percentudlnej zmeny
zatvaracieho kurzu PX oproti zatvaraciemu kurzu predchadzajiiceho dila. Ked’Ze vSeobecny
model skrytého Markovovho modelu vyzaduje, aby analyzované pozorovatel'né symboly boli
diskrétnou mnozinou symbolov, je potrebné previest spojit¢é hodnoty casového radu
percentudlnej zmeny zatvaracieho kurzu na diskrétne hodnoty. V nasom pripade je celkovy
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mozny interval hodnét dennych percentualnych zmien kurzu v rozsahom s minimalnou
hodnotou -100% a maximalnou hodnotou 100% rozdeleny do 6smich intervalov.

Vsetky odhady boli vykonané pomocou zodpovedajicich funkcii softvéru Matlab R2015a,
konkrétne toolboxu Statistics and Machine Learning Toolbox™ (MathWorks 2018). Pre tento
model prezentujeme nasledovné vysledky:

maticu A pravdepodobnosti prechodov medzi skrytymi stavmi systému,

maticu B pravdepodobnosti pozorovania emisii systému,

postupnost’ najpravdepodobnejSich stavov systému v zvolenom ¢asovom useku,
postupnost’ pravdepodobnosti skoncenia v skrytych stavoch systému.

Postupnost’ pozorovatel'nych emisii y, ktort sme pouzili na ucenie sa skrytého Markovovho
modelu, je tvorend diskretizovanymi hodnotami percentualnej zmeny zatvaracieho kurzu
indexu PX za obdobie od 16.11.1998 do 16.11.2018. Spojite hodnoty st diskretizované na
hodnoty yi, Y2, ..., Yg podl'a prislusnosti do 6smich intervalov -100% az -3%, -3% az -1,5%, -
1,5% az -0,5%, -0,5% az 0%, 0% az 0,5%, 0,5% az 1,5%, 1,5% az 3%, 3% az 100%. Mozny
pristup k diskretizacii mozno najst’ v praci (Lajos et al. 2011) Vysledky ulohy ucenia sa st
hodnoty matic a to matice A pravdepodobnosti prechodov medzi skrytymi stavmi a matice B
pravdepodobnosti pozorovania emisii systému a st sumarizované v tabulkéach ¢islol a 2 a na
K nim prisltichajicich obrazkoch ¢islo 1 a 2.

Tab. 1: Hodnoty matice A pravdepodobnosti prechodov medzi $tyrmi skrytymi stavmi.

Stav 1 Stav 2 Stav 3 Stav 4
Stav 1| 0.97988101 | 4.16E-03 1.23E-35 0.015961533
Stav 2 | 5.51E-16 0.951671504 | 0.012302391 | 0.036026105
Stav 3 | 8.37E-96 0.067970599 | 0.932029401 | 2.52E-17
Stav 4 | 0.006182938 | 0.015108525 | 1.80E-12 0.978708538

Zdroj: vlastné spracovanie.

Obr. 1: Pravdepodobnosti prechodu medzi $tyrmi skrytymi stavmi.

Pravdepodobnosti prechodu
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Stav4

Stav 1 Stav 2 Stav 3 Stav4

Zdroj: vlastné spracovanie

Tab. 2:Hodnoty matice B pravdepodobnosti pozorovania jednotlivych emisii v systéme
S Styrmi skrytymi stavmi.

Y1 Y2 Ys Y4 Y5 Y6 y7 Ys
Stav1 | 2.49E- | 0.0030395 | 0.14038 | 0.31572 | 0.34179 | 0.19324 | 0.0058 | 1.86E-
168 7 3887 4491 4804 9613 07635 | 196
Stav 2 | 0.03343 | 0.1619994 | 0.23771 | 0.11833 | 0.10553 | 0.17722 | 0.1380 | 0.0277
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5314 96 4316 5889 7928 1575 01688 | 53792

Stav 3 | 0.21000 | 0.1455041 | 0.04349 | 0.08279 | 0.09024 | 0.06523 | 0.1845 | 0.1781

1233 65 1738 2923 3286 5934 62475 | 68246
Stav4 | 4.11E- | 0.0440070 | 0.20569 | 0.19696 | 0.21230 | 0.28118 | 0.0578 | 0.0019
05 91 4811 0012 8475 1721 829 23923

Zdroj: vlastné spracovanie.

Obr. 2: Pravdepodobnosti pozorovania emisii podmienené stavom systému.
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0,00E+00 — - N n I — my3

Stav 1 Stav 2 Stav 3 Stav 4

Zdroj: vlastné spracovanie

Model so Styrmi stavmi sme pre d’alSiu analyzu zvolili na zdklade porovnania odhadnutych
modelov s réznym poctom skrytych stavov ato na zaklade minimalnej hodnoty BIC
informac¢ného kritéria. Horizontalna os na obrazku ¢islo 3 zobrazuje pocet stavov a vertikalna
0s hodnotu AIC a BIC informa¢ného kritéria.

Obr. 3: Validacia a $pecifikacia skrytého Markovovho modelu PX na zaklade Akaikeho
(AIC) a Bayesovského (BIC) informacéného kritéria.

178 000 000 000 000

176 000 000 000 000 \

174 000 000 000 000

172 000 000 000 000
s A|C BIC

Zdroj: vlastné spracovanie.

Nasledne mdzeme prejst’ k druhej ulohe a to k popisu vysledkov tlohy dekdédovania skrytého
Markovovho modelu: vypocet najpravdepodobnejSieho poradia skrytych stavov g pre dané
poradie pozorovani emisii Y.

Vstupné parametre ulohy dekédovanie st matice A a B odhadnuté v prvej ulohe, tlohe ucenia
sa. Vysledky druhej ulohy su vizualizované na obrazku ¢islo 40br. Na obrazku je v hornej

183




Casti zobrazeny vyvoj zatvaraciecho kurzu indexu PX za obdobie od 16.11.1998 do
16.11.2018, ktory predstavuje pozorovatelny stav systému aV dolnej Casti st zobrazené
prislusné odhadnuté skryté stavy, v ktorych sa nachadzal systém modelovany pomocou
skrytého Markovovho modelu s dvoma stavmi.

Obr. 4: Skryty Markovov model s dvomi stavmi a hodnota zatvaracieho kurzu indexu PX za
obdobie od 16.11.1998 do 16.11.2018.
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Zdroj: vlastné spracovanie.

V d’alsom kroku prejdeme k tretej tlohe, tilohe hodnotenia skrytého Markovovho modelu,
teda odhadu postupnosti pravdepodobnosti, Ze systém bude v prislusnom skrytom stave, a to
na zaklade postupnosti pozorovanych stavov y. Vstupné parametre su rovnaké ako v ulohe
dekddovania. Vysledok je zobrazeny na obrazku ¢islo 5.

Obr. 5: Skryty Markovov model s styrmi stavmi a pravdepodobnosti skonéenia v jednotlivych
skrytych stavoch 1, 2, 3 alebo 4 v obdobi od 4.1.2016 do 16.11.2018.

Pravdepodobnosti skonéenia v skrytych stavoch 1, 2, 3 alebo 4
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Zdroj: vlastné spracovanie.

Nakoniec, v tabul’ke ¢islo 3 su popisné Statistiky prisluSnych stavov S;, Sp, S3 aS4 skrytého
Markovovho modelu s $tyrmi stavmi sumarizujice hodnoty zatvaraciecho kurzu indexu PX.
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Popisné Statistiky uvadzaju ako priemernti dennti zmenu a smerodajnti odchylku zavere¢ného
kurzu indexu PX v jednotlivych stavoch S, Sp, S3 @ S4. Minimalnu a maximalnu zmenu, kol’ko
dni v tychto stavoch zotrval, celkovli zmenu zavere¢ného kurzu, o ktort index PX narastol
alebo klesol v jednotlivych stavoch s;, S, Sz @ Sa.

Tab. 3: Popisné statistiky indexu PX skrytého Markovovho modelu s §tyrmi stavmi.

Priemerna | Smerodajna | NajmenS$ia | Najvécsia Pocet dni Celkova
zmena odchylka zmena zmena v danom zmena
stave
Stav 1 | 0.280 7.205 -35 26.2 605 169.68
Stav 2 | 0.509 16.500 -156.1 138.2 1295 658.76
Stav 3 | -1.951 23.489 -100.2 92.1 180 -351.2
Stav 4 | 0.072 11.682 -96.5 86.9 2940 210.58

Zdroj: vlastné spracovanie.
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TEORIA HIER A MECHANIZMUS DOBROVOLNEHO PRISPEVKU

GAME THEORY AND MECHANISM OF VOLUNTARY
CONTRIBUTION

Allan Jose Sequeira Lopez

Abstrakt

Tento prispevok mé za ciel’ analyzovat’ systém mechanizmu dobrovol'ného prispevku a na
tomto zdklade naértnit’ hru pre N hracov, ¢o nam umoznuje najst mozné alternativy pre
situdcie, v ktorych vlada potrebuje realizovat’ socialne projekty, ale potrebuje zamedzit’ pocitu
dobro¢innosti v spolo¢nosti'. Hra bola navrhnuta tak, aby sa zistila miera spoluprace, aby
sa vytvorili politiky, ktoré zvySuju mieru spoluprace, a aby sa optimalizovala komunikacia
medzi vladou a spolo¢nostou.

KUl'ucové slova: teoria hier, verejné statky, riadenie, experimentalna ekonomika

Abstract

The objective of this paper is to analyze the system of voluntary contribution mechanism and
based on this describe a game for n players, which allows us to find possible alternatives to
situations in which the government needs to carry out social projects but needs to avoid the
charitable feeling in the community. The game was designed to analyze the degree of
cooperation, generate policies that increase the degree of cooperation and optimize
communication between the government and the community.

Keywords: game theory; public goods; management; experimental economy

1 HRA VEREJNYCH STATKOV

Hra verejnych statkov je konven¢ne zndma ako mechanizmus dobrovol'ného prinosu alebo
vd’aka jej anglickému nazvu VCM — Voluntary Contribution Mechanism (Marwell, a ini,
1981) (Camilo Cardenas, a ini, 2006). V tejto praci zavedieme jednu premennt pre n hracov.
Tito hra¢i predstavuji jednotlivcov spolocnosti, ktori suhlasia zaplatit peniazmi,
prostrednictvom dani alebo hodnotou odpracovaného casu, aby vytvorili verejny statok.
Kazdy hra¢ sa zaviaze prispiet’ sumou cC penazi (predpoklada sa, Ze tdto suma je ziskana z
inej ekonomickej ¢innosti) alebo tym, ¢o zodpoveda praci. AvSak kazdy hra¢ si méze volne
vybrat’, ¢i dany zavidzok naozaj splni, toto rozhodnutie je osobné a tajné. Suma, ktorti hrac i
zaplati je cry, je to celé Cislo spadajuce do intervalu [0, cc]. Celkovy vklad spolo¢nosti ct
ziskame sCitanim vkladov vSetkych hracov. Tento celkovy vklad je vyndsobeny faktorom
navratnosti f projektu, a takto vygenerované vynosy sa rovnomerne rozdelia medzi hracov. A
preto matematicky model, ktory urCuje vynos g; hraca i je dany nasledovne:

ct =X, cry 1)
ip=" 2)
gi=CC-cry+ip 3)

! Kvéli charitativnemu efektu chapeme tento fenomén ako ten, kde cel4 spolocnost’ alebo jej Gast’ ni&i verejné
statky, pretoze sa necitia byt’ sucast’'ou projektu, a preto je to v sucasnosti jeden z najvaznejsich problémov v
mnohych projektoch so socidlnym zameranim.
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kde ip je vynos, ktory ziska kazdy hra¢ za vyhotovenie projektu.

V tomto modeli bod Nashovej rovnovahy (kedy si ani jeden hra¢ nezeld zmenit svoje
jednostranné konanie) nastava, ked’ nikto ni¢ nevklada cr; = 0V i. V tomto pripade vynosy
hracov budu rovnaké ako cc a spolocnost’ ziska ncc (obdrzi sa s¢itanim vynosov vsetkych
hracov). Na druhej strane Paretovo optimum (socidlne optimum, kde je nemozné zlepSit
situdciu hraca bez toho, aby uskodil d’alSiemu) nastava, ked’ vSetci vlozia dohodnuti sumu
cr; = cc Vi. V tomto pripade kazdy hra¢ ziska fc, zatial' ¢o vynos spolo¢nosti bude nfcc. A
preto aby bol projekt prospesny pre spoloénost’, faktor navratnosti f projektu musi spliiiat’ tuto
podmienku: f > 1.

Aby projekt bol naozaj prospesny pre spolo¢nost’, musi sa dodrzat’ aj nasledujica podmienka:
ct >ctc (5)

ctc = X<
f

Pod tymto rozumieme: vlozend suma ct spolo¢nostou sa musi nachadzat pod kritickou
uroviiou ctc, ktord zarucuje, ze vynosy projektov budi vyssSie ako investicie zodpovednych
l'udi, t. j. Ip > cc. Ak tato podmienka neplati, ti, co splnia zavdazok vkladov cc, nebudii mat
z projektu benefit (bude rovnaky alebo horsi ako predtym). V tomto pripade musi vlada
projekt zrusit’ alebo ho dotovat’.

Na druhej strane index spoluprace spolo¢nosti ic je definovany nasledovne:
ct

c=— (6)

ncc

Tento index je redlna hodnota, ktord spada do intervalu [0, 1] a predstavuje ¢ast’ dohodnute;j
sumy, ktord spolo¢nosti redlne prispieva. Nulova hodnota predstavuje absolutne egoistickl
spolo¢nost’ (ni¢im neprispieva a bude sa nachadzat v Nashovej rovnovéhe), jednotkova
hodnota predstavuje absolutne spolupracujucu spolo¢nost’ (Uplne prispieva dohodnutou
sumou a bude sa nadchadzat’ v Paretovom optime) a stredné¢ hodnoty predstavuju stredné
urovne spoluprace (prispieva Cast dohodnutej sumy). Hodnota tohto indexu je uzito¢na na
dokonalé planovanie a programovanie spomenutého projektu (PEKAR J., 2012). Tento index
pre danu spolo¢nost’ predpoveda, Ze ak sa nedosiahne kriticka hodnota ctc, vlada bude musiet’
projekt zruSit' alebo ho dotovat. Nestalost Paretovho optima rozumieme ako analyzu
pokusenia, ktord ma kazdy hra¢, ked’ zvysuje svoje vynosy (Ci¢kova, a ini, 2017), aj ked’
neprispel dohodnutou sumou. V skutoénosti kazdy hrac¢ vie, Ze ak prestane platit’, jeho vynosy
porastu, pretoze sa usetri vklad cr. AvSak, navratnost’ projektu ip sa znizuje pre absenciu tejto
sumy. Kvoli tomu, ze sa hraci rozhodnu prestat’ prispievat, ip bude stale klesat, az kym
projekt nepride do takého bodu, Ze prestane generovat vynosy a dosiahne Nashovu
rovnovahu, kedy nikto neprispieva, projekt sa nezrealizuje a vSetci vykazuju stratu. Inak
povedané, kvoli zdkladnym vlastnostiam hry, hra¢i maji s ¢asom tendenciu zniZovat’ svoje
vklady (Jablonsky, a ini, 2004). Ked raz prestanu platit, uz sa k tomu nikdy nevratia. Toto
spravanie je zavaznd hrozba pre projekt, a preto je dolezité spoloCnosti vytvorit' a
odkomunikovat’ spravne pravidla riadenia.

2 EKONOMICKY MODEL PRE NAVRHNUTU HRU

V tejto praci chceme nacrtnit’ modelovy variant, ktory vznikd, ked realizacia projektu
vyzaduje, aby spolupraca spolo¢nosti bola minimalne ctmin, aby bol projekt realizovatelny.
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Ak vklad spolo¢nosti nedosiahne tito minimalnu Grovei, projekt sa nezrealizuje a vSetci hraci
o vklad pridu. V tomto pripade sa vypocCty pre ip upravia nasledovne:

. 0 ct < ctmin
P = % ct = ctmin (7)

Podl'a navrhu, ak ctmin = 0, hra je zékladna. V tomto variante, ak g; >cC Vi, existuje
nekonecne vel'a Nashovych bodov definovanych:

ricr = ctmin 8)
V tomto pripade, vynosy spolo¢nosti budu cc + (f - 1) ctmin. Musime mat’ na zreteli, Ze:

gi>cc & Yiqcr > (nficri Vi 9)

J#Fl
Posledna podmienka vyjadruje, ze budu existovat’ nekonecné Nashove body, ak kazdy jedinec
potvrdi, ze vklad, ktory realizuje zvySok spolocnosti, prevysuje isti hranicu, ktora zavisi od
jeho vkladu cr a faktora navratnosti f projektu. Tym, Ze vklad kazdého spoloc¢nika nie je
negativna suma, spominand podmienka sa automaticky splni pre f > n, nezavisle od vkladu
jedincov a vytvori sa nekonecné mnozstvo bodov Nashovej rovnovahy.

Naopak, ak 3 i / gi < cc, jediny bod Nashovej rovnovahy sa vytvori, ked’ nikto neprispieva,
cri = 0Vi, v tomto pripade vynosy hracov budu rovnaké ako cc a spolo¢nost’ zarobi n cc.
Na druhej strane, na Paretovej rovnovahe (ak vSetci zaplatia cc), kazdy hrac ziska f cc, zatial’
¢o zisk spolo¢nosti bude nf cc. Nakoniec, ak 3i /gi = cc, tento hra¢ nie je dblezity pre
uskuto¢nenie projektu a moze si zvolit’ hocijaky typ analyzovanych Nashovych rovnovéh.

Existencia nekone¢nych Nashovych bodov umoziuje, aby sa hra stabilizovala v bodoch s
tymito vlastnostami:

- Situdcia s maximalnou nespravodlivostou: iba jedna skupina jednotlivcov realizuje
svoje dohodnuté vklady cc, ktoré predstavujii minimélnu sumu ctmin, ktoru vyzaduje
projekt; zatial' ¢o zvySok nespolupracuje, no vykazuje vynos z tohto projektu. Pretoze
sa jedna o Nashov bod, zodpovedni jednotlivci nemdZzu prestat’ spolupracovat’, pretoZe
by boli poskodeni pre neuskutocnenie projektu. Tento bod nastava, ked’ ctmin > ctc.

- Nespravodliva situacia: vSetci jednotlivei spolupracujt, no kazdy v inej miere. Ti, ¢o
spolupracuju menej, maji vyssie vynosy. Ak sa opét’ jednd o rovnovahu, nikomu sa
neoplati znizovat’ svoje vklady, pretoZe sa projekt nezrealizuje.

- Spravodliva situdcia: Vsetci jednotlivei vkladaji rovnaki sumu ctmin/n. Opit
hovorime o stabilnom bode, ktory je mozno dosiahnut’ rokovanim. Tento bod mo6ze
byt predloZzeny vladou, aby medzi hra¢mi nastala zhoda.

- Zaciatocna situacia: nik neprispieva, projekt sa nerealizuje a vSetci sit na tom rovnako.

Inymi slovami, tato hra ma tri stavy:

- Stav egoizmu: Hra prirodzene napreduje, hrac¢i maju tendenciu prestat’ prispievat), t.j.
hra¢i sa spravaju egoisticky. V tomto Stadiu nikto neplati, projekt sa neuskutociuje
a vSetci na tom stracaju.

- Idedlny stav: je taky, v ktorom vSetci hraci platia vSetky body, ktoré maji. Projekt sa
realizuje a spolo¢nost’ z toho vyt'azi ¢o najviac. Vsetci hrac¢i maji rovnaké vynosy. Je
to idedlny stav, no hraci chcu prestat’ platit, aby zvysili svoje individudlne vynosy,
a preto sa ¢asom dostdvame do stavu egoizmu. TakZe sa jedna o Zelany stav, ktory je
ale nestabilny.

- Reédlny stav: Tento stav dosahujeme vdaka pravidlam, ktoré su navrhnuté
matematickym modelom. V tomto stave vSetci hraci platia minimalnu sumu, ktora
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navrhujui pravidla. Projekt sa uskuto¢ni, hrac¢i generuju vynosy rovnako. Spolo¢nost’
na tom neziska tol'’ko, kol'’ko by mohla, ale hraci neprestanu prispievat’, pretoze vedia,
ze ak jeden pochybi, projekt sa neuskutocni a vSetci na tom stratia.

3 ILUSTRACNY PRIKLAD

Nizsie uvedeny obrazok 1 vysvetl'uje body rovnovahy pre n = 2, f = 1.333, cc = 40 a ctmin =
65 > ctc = 60. Tento obrazok znazornuje bod Paretovho optima a dva typy Nashovej
rovnovahy. Pretoze minimdlna suma ctmin na realizaciu projektu je vyssia ako kriticka suma
ctc, Nashov segment je ohranieny zaciatocnym kapitdlom cc jednotlivcov. Obrazok 2
predstavuje podobny pripad, ale tentokrat ctmin=55<ctc = 60. Pretoze minimalna suma je
mensia ako ta kriticka, Nashov segment je ohrani¢eny faktorom navratnosti f.

Obrazok 1 Rovnovazne body pre n=2,f=1,333, cc =40 a ctmin =65 > ctc =60

---ct>ctc
—ct>=ctmin
menn O] <= CC
w===([2 <= CC
gl>cc

~--g2>cC
X Nash0
===Nash

© Pareto

0 20 40 60 80

cry
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Obrazok 2 rovnovazne body pre n=2,f=1,333, cc =40 a ctmin =55 < ctc =60

60 .

50 ct> cte
—ct>=ctmin

40 - «eeecr] €= cc
e C[2 <= CC

5 30 L gl>cc

g2 > cC

20 X Nash0
=== Nash

10 C Pareto

0 * .
0 20 40 60 80
4 ZAVER

Ciel'om tohto prispevku bolo analyzovat’ mechanizmus dobrovolného prispievania a na tejto
baze nacrtnut’ hru pre n hra¢ov. Toto ndm umoznilo najst’ mozné alternativy pre situdcie,
v ktorych vlada (administrativa jednej komunity) potrebuje realizovat’ socialne projekty, ale
zaroven potrebuje zabranit’ charitativnemu pocitu tejto spolo¢nosti. Analyzovali sme rdézne
podoby hratov a mozné reakcie v réznych situaciach. Taktiez sme analyzovali Nashovu
rovnovahu a Paretovo optimum pre tieto situacie. Tento model hry je mozné aplikovat
Vv kazdej situacii, v ktorej sa vyzaduje vklad ¢lenov spolo¢nosti, aby sa vytvoril verejny statok,
ako napriklad projekty socialneho vzdelania, ktoré maji za ciel’ integrovat’ obyvatelov do
spolo¢nych projektov na to, aby sa posilnila celkova spolupraca medzi komunitou a verejnou
spravou.
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NEOFISHEROVSKA TEORIA MONETARNEJ POLITIKY"

NEOFISHERIAN THEORY OF MONETARY POLICY

Karol Szomolnyi

Abstrakt

V jednoduchom sucasnom keynesovskom modeli sa za predpokladu racionalnych o¢akavani
inflacia sprava podla Fischerovej rovnice. ZvySenie nominalnej tirokovej miery o 1 % vedie
k zvySeniu inflacie o 1 %. Vyplyva to z analyzy modelu s IS krivkou, Phillipsovou krivkou
a racionalnymi ocakavaniami. Vysledok je v rozpore so zauzivanym chapanim monetarnej
politiky vo svete, ktoré mozno formulovat Taylorovym pravidlom monetarnej politiky.
Ukéazeme, ze za predpokladu racionalnych ocakéavani, aplikovanie Taylorovho pravidla vedie
k pasci likvidity, ak je Startovacia hodnota inflacie nizSia ako inflaény ciel stanoveny
monetarnou politikou, alebo k hyperinflacii, ak Startovacia inflacia je vyssia ako inflacny ciel’.
Zaver je doplneny o kratku diskusiu, v ktorej podporime hypotézu racionalnych ocakavani
vV monetarnej politike.

KUlucové slova: Fischerova rovnica, raciondlne ocakavania, sucasnd keynesovska teoria

Abstract

In the simple New Keynesian Model, assuming rational expectations, inflation is governed by
the Fischer Equation. An increase in the nominal interest rate by 1% leads to an increase in
inflation of 1%. This results from an analysis of the model with IS curve, Phillips curve and
rational expectations. The result is inconsistent with the conventional understanding of
monetary policy in the world, which can be formulated by Taylor's monetary policy. We show
that, assuming rational expectations, the application of Taylor's rule leads to a liquidity trap if
the starting inflation rate is lower than the inflation target set by monetary policy or
hyperinflation if starting inflation is above the inflation target. The conclusion is accompanied
by a brief discussion in which we support the hypothesis of rational expectations in monetary

policy.

Keywords: Fischer equation, rational expectations, New Keynasian Theory

1 UVOD

Podl'a zauZivaného chéapania monetarnej politiky vo svete inflaiciu mozno zvysit' politickou
akciou, ktora znizi nominalnu Grokovi mieru. Medzi takéto akcie patria nakupy a predaje
aktiv na vol'nom trhu alebo a zmeny diskontnej sadzby centralnej banku. Toto chapanie
vyplyva z mnohych sucasnych konkurencnych monetarnych teérii, aj ked’ vedd k r6znym
interpretacidm monetarnej teorie. Medzi najddlezitejSie povazujeme stcasnu keynesovsku
teoriu a tedriu rozlicného vnimania cien.

Ak by sa vsak inflacia mala riadit’ skor Fischerovou rovnicou, vysledok by bol opacny.
Uvazujme Fischerovu rovnicu v tvare:

! Prispevok vznikol s podporou projektov 1/0294/18 " Analyza kratkodobej a dlhodobej dynamiky
ekonomického vyvoja eurdpskych postkomunistickych krajin a ich regionov" a tiez s podporou projektu VEGA
1/0248/17 ,,Analyza regionalnych disparit v EU na baze pristupov priestorovej ekonometrie®.
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T=R-p 1)
kde pouzité¢ symboly oznacuju:
R — nominalna urokova miera,
p — redlna urokova miera,
7 — (o¢akéavana) inflacia.
Podla Fischerovej rovnice zvysenim nomindlnej tirokovej miery R 0 1 % sa zvysi inflacia «

01 %. Podl'a pozorovani existuje Statisticky vyznamny odhad fischerovského vzt'ahu medzi
inflaciou a nominalnou trokovou mierou (Williamson, 2018a, s. 468).

Podl'a Neofischerovskej tedrie (Williamson, 2018b) sa inflacia za predpokladu racionalnych
oCakavani sprava podla Fischerovej rovnice (1). Tento poznatok mozno odvodit na
jednoduchych modeloch sucasnej keynesovskej tedrie monetarnej politiky aj teorie rozliénych
vnimanim cien. V tejto praci odvodime neofischerovsku charakteristiku inflacie vychadzajiucu
z jednoduchého sucasného keynesovského modelu.?

Vyuzijeme jednoduchy model sIS krivkou, Phillipsovou krivkou a racionalnymi
ocakavaniami. Ukazeme, Ze vysledkom modelu je dynamika inflacie opisana Fischerovou
rovnicou (1) v rozpore s konvenénymi zauzivanymi pravidlami tvorby monetarnej politiky.
Tuato konvenciu mozno formulovat’ Taylorovym pravidlom monetarnej politiky. UkaZeme, Ze
za predpokladu racionalnych ocakavani, aplikovanie Taylorovho pravidla vedie k pasci
likvidity, ak je aktudlna inflacia niz$ia, ako je inflacny ciel’ stanoveny monetarnou politikou
alebo k hyperinflacii, ak aktualna inflacia je vyssia ako infla¢ny ciel’.

2 MODEL

Uvazujme sucasny keynesovsky model, ktory pozostava z IS krivky rovnovahy na trhu
statkov a z Phillipsovej krivky. Ukazeme, Ze za predpokladu racionalnych ocakavani je
spravanie inflacie opisané Fischerovou rovnicou.

Funkciu rovnovahy na trhu produktov IS mozno odvodit zjednoduchého
mikroekonomického konceptu dynamického spravania spotrebitela charakterizovaného
optimalnym vyberom spotreby a mnoZstva prace v kazdom obdobi.® Za predpokladu uzavretej
ekonomiky sa v rovnovahe vyroba zhoduje so spotrebou a IS krivku mozno vyjadrit’ v tvare

1
yt:yt+1_;(Rt_ﬂt+1_p) (2)

kde pouzité symboly oznacuju:

y — prirodzeny logaritmus produkénej medzery (v terminologii sicasnej keynesovskej teorie),
R — prirodzeny logaritmus indexom vyjadrenej nominalnej trokovej miery,

p — prirodzeny logaritmus indexom vyjadrenej realnej trokovej miery,

7 — prirodzeny logaritmus indexom vyjadrenej miery inflacie,

a — konstantny koeficient rizikovej averzie, o > 0,

t — obdobie, posunom t + 1 zodpovedaju ofakavané hodnoty.

Pre jednoduchs$iu orientaciu uvazujme zjednodusenu konvenciu oznacenia symbolov:

2 Pre odvodenie z modelu rozli¢ného vnimania cien pozri Williamson (2018b, s. 143-148)
% Pozri Williamson (2018b, s. 131) pre viac detailov.

193



y — produkcia,

R — nominalna urokova miera,

p — realna urokova miera,

7 — inflacia.

V koncepcii sucasného keynesovského modelu je realna urokova miera p prirodzend

(rovnovazna) a predpokladdme, Ze je konsStantnd (Williamson, 2018, s. 132). Znamena to, ze
abstrahujeme od ponukovych Sokov.

Sucasnu keynesovsku Phillipsovu krivku uvazujeme vo vel'mi jednoduchom tvare:
T =7Y, (3)

kde y > 0 vyjadruje mieru konstantnosti cien podl'a su¢asného keynesovského konceptu. Vo
Phillipsovej krivke (3) abstrahujeme od inflaénych ocakavani. Tento predpoklad je bez straty
na vSeobecnosti modelu a zjednodusi d’alSie operacie (Williamson, 2018, s. 132).

Predpokladame, Ze centrdlna banka dokaze monetarnou politiku kontrolovat’ nominalnu
urokovi mieru R. Preskimame dva koncepty. V prvom uvaZujeme nominalnu urokovua
konstantnt, centralna banka ju stanovi raz a navzdy. V druhom preverime Taylorovo pravidlo
monetarnej politiky.

2.1 KonStantna nominalna irokova miera

Kombinaciou IS krivky (2) a Phillipsovej krivky (3) mozno zjednoduseny keynesovky model
opisat’ rovnicou v tvare:

Ta=——(p-R)+——n, @

a
+A a+ A

Za predpokladu racionalnych o¢akavani v deterministickom modeli sa oc¢akavana inflacia
rovna buducej arovnica (4) je linearna autonémna diferencna rovnica s konStantnymi
koeficientmi prvého radu, ktord opisuje dynamické spravanie inflacie z. Jej rieSenie je v tvare:

ﬂt:[ﬂo—(R—p)](ﬁ]t+R—p (5)

kde 7y je Startujuca hodnota inflacie. Inflacia rovnomerne konverguje k hodnote:
T=R-p

teda dlhodobo je determinovana Fischerovou rovnicou (1). Dlhodobo, ak centralna banka
chce zvysit inflaciu o percento, potrebuje zvysi’ nominalnu Grokova mieru o percento.

Ukazeme, ze takéto pravidlo monetarnej politiky plati aj kratkodobo. Uvazujme zaciato¢nu
rovnovahu:

T, = 79 =R —p (6)

kde 7© je zaciato€na rovnovazna infldcia. Ak centrdlna banka monetarnou politikou zvysi
nominalnu arokova mieru z R® na R(l), spravanie inflacie v d’alSich obdobiach t = 1, 2 ...
ziskame dosadenim (6) za Startovaciu hodnotu inflacie mop a R® za monetdrnou politikou
stanovent nominalnu urokovi mieru R do riesenia (5):

t
_(rW _RO)[ _© o _
7, =(RY-R )(a+/1j+R p
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Po zvySeni nominalnej urokovej miery z hodnoty R© na hodnotu R®, inflacia zagne okamzite
rast’ a rovnomerne konvergovat’ do novej rovnovaznej hodnoty:

20 2RO _

Zvysenim urokovej miery sa inflacia zvysi aj kratkodobo.

2.2 Taylorovo pravidlo monetarnej politiky

Model rozsirime o Taylorovo pravidlo monetarnej politiky v tvare:
R, =max{0, p+ 57, +(1-5) 7"} (7)
kde

0 — parameter Taylorovho pravidla monetarnej politiky,

7 — cielova hodnota inflacie. Inflacia, ktort centralna banka potrebuje monetarnou politikou
dosiahnut’.

Taylorove pravidlo (7) je zdola ohrani¢ené nulovou nominalnou trokovou mierou. Podl'a
zauzivaného chapania tvorby monetarnej politiky cielova hodnota nomindlnej tirokovej miery
nie je zaporna.

Rovnako podla zauzivaného chapania monetarnej politiky, 6 > 1 — ak je inflacia z nizsia
vyssia ako ciel 7 01 %, centralna banka zvoli monetarnu politiku, po ktorej sa nominalna
urokova miera R zvysi o viac ako 1 %. Z doterajsej analyzy vSak vyplyva, ze za predpokladu
racionalnych ocakévani sa zvySenim nomindlnej urokovej miery inflacia naopak zvysi.

Dosadenim Taylorovho pravidla (7) za R do diferenénej rovnice (4) a po tGprave ziskame po
¢astiach linedrnu diferenént rovnicu prvého radu s konStantnymi koeficientmi v tvare:

1-6 « +
ﬂtﬂ:max{— A 7Z't;( )77r +5}/ aﬂ't} (8)
a+y a+y a+y a+y
Diferen¢na rovnica (8) ma dve partikularne rieSenia:
T==p ©)
T=r (10)
Partikularne rieSenie (10) zodpoveda inflacnému ciel'u, avSak je nestabilné, ked’Ze:
grta_,
a+y

Naopak partikularne rieSenie (9) je stabilné, ked’Ze:

a<1

a+y

Podl'a Fischerovej rovnice (1) partikularnemu rieSeniu (9) zodpoveda nulova nominalna
urokova miera, R = 0. Dynamika inflacie sa li§i podla toho ¢i Startovacia hodnota inflacie mo
. Ve v e . y . y . *
je vyssia alebo nizsia ako cielova hodnota inflacie 7 .

Ak my < 7, inflacia rovnomerne konverguje do hodnoty —p anominélna urokova miera
rovnomerne konverguje k 0. Centralnej banke sa nepodari Taylorovym pravidlom dosiahnut’
inflaény ciel’, nastane situdcia, ktora sa nazyva pasca likvidity a je sprevadzana prili§ nizkymi
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nominalnymi Urokovymi mierami. Do tejto situdcie sa v ostatnom Case dostali monetarne
politiky v Japonsku, USA, Kanady, ECB, Velkej Britanie, Svédska, Svajciarka ...

Ak 7o > 7, inflacia aj nominalna urokova miera rovnomerne diverguji. Centralnej banke sa
nepodari Taylorovym pravidlom dosiahnut inflacny ciel, naopak iniciuji hyperinflaciu.
Tento modelovy priklad moéze sluzit' ako alternativne vysvetlenie problému monetarnej
politiky v krajinach s vysokou inflaciou.

3 ZAVER

Za predpokladu raciondlnych ocakavani suCasny keynesovsky model generuje dynamiku
inflacie, ktoréd sa sprava podl'a Fischerovej rovnice (1). ZvySenie nomindlnej trokovej miery
0 1 % sposobi zvysenie inflacie o 1 %. Rovnaky vysledok moZzno dosiahnut’ vyuzitim modelu
s rozlicnym vnimanim cien (Williamson, 2018b, s. 143-148). Tento vysledok je v rozpore so
zauzivanym chéapanim tvorby monetarnej politiky, podla ktorej inflaciu mozno zvysit
znizenim nominalnej Urokovej miery. Taylorovo pravidlo tvorby monetarnej politiky
reflektujice zauzivany koncept a generuje pascu likvidity alebo hyperinflaciu podla toho, ¢i
Startujuca inflacia je niz$ia alebo vyssia ako infla¢ny ciel. Neofischerovska teéria by mohla
vysvetlit' sicasné problémy monetarnej politiky v zdpadnych menovych Unidch ako USA,
Japonsko, Kanada, EMU, Velk4 Britania, Svédsko, gvajéiarsko ... ktoré sa dostali do pasce
likvidity, ale tieZ v menovych nidch, ktoré maju problém s vysokou inflaciou.

Ako sme uviedli v Uvode, neofischerovska tedria zodpoveda pozorovaniam. Na druhej strane,
kritici neofischerovskej tedrie povazujui za problematicky predpoklad raciondlnych ocakavani
(Williamson, 2018b, s. 140). Ak rozsirime sucasny keynesovsky model z druhej casti tejto
prace o Ciastocne konStantné ocakéavania, zauzivané chapanie monetarnej politiky je spravne.

Formulacie modelu ajeho predpoklady by mali zodpovedat zmysluplnej tedrii. Podla
hypotézy racionalnych ocakavani priptistame omyly, ktoré vSak nie su systematické — ich
stredna hodnota sa rovna 0. Samozrejme, Vrealnom svete l'udské omyly mozu byt
a pravdepodobne st systematické. Ak je to tak, teoria by mala vysvetlit, pre€o by mali byt
ludské omyly vychylené iba tym smerom, ktory vyhovuje zauzivanému chapaniu tvorby
monetarnej politiky. Pre¢o by subjekty mali menit’ svoje oakavania iba Ciasto¢ne k svojim
predchddzajicim omylom? Preo neuvazovat naopak hypotézu, pri ktorej su vychylky
ocCakavani variabilnejsie od minulych omylov, pri ktorych by vysledok zas zodpovedal
neofischerovskej teorii? Od hypotézy raciondlnych ocakavani sa mozno odklonit’ iba SO
zmysluplnou tedriou, ktora dokaze vysvetlit smer adovod systematickych chyb
v ekonomickom rozhodovani. Dovtedy povazujeme hypotézu racionalnych ocakavani, ktora
viac zodpoveda ostatnym pozorovaniam za lepsi vyber.
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POROVNANIE ALTERNATIVNYCH METOD PRACE S
CHYBAJUCIMI HODNOTAMI V REGRESNYCH MODELOCH

A COMPARISON OF DIFFERENT METHODS FOR HANDLING
MISSING DATA IN REGRESSION MODELS

Barbora Sickovd, Ondyiej Sokol
Abstrakt

Cielom prace je porovnat’ vybrané techniky prace s chybajucimi hodnotami prostrednictvom
Monte Carlo experimentov. Vyber technik prace s chybajicimi hodnotami sa zameriava na
porovnanie postupov vyuzivajucich viacndsobnu imputéciu. Jednotlivé techniky porovnavame
pomocou normovanej odmocniny strednej Stvorcovej chyby, normovaného vychylenia a
pokrytia intervalov spolahlivosti jednotlivych odhadnutych regresnych koeficientov. Modely,
ktorymi sa zaoberame zahffiaju spojitl zavisli premennu, interakcie, Stvorce a binarne
premenné. Cielom prace je preskimat’ moznosti pri praci s datami, ktoré obsahuju chybajice
hodnoty a doposial’ neboli v literatire podrobne rozobrané.

KPucové slova: chybajuce hodnoty, viacnasobna imputdcia, simuldcia.
Abstract

W aim to survey different methods for handling missing data in regression models by Monte
Carlo experiments. Data generating processes used in simulation experiments are based on
widely used real data set. The choice of missing data techniques aims to compare simpler
conventional methods and modern multiple imputations. We compare these approaches
according to normalized root mean square deviation, normalized bias and coverage
probability of confidence intervals. Fitted regression models contain continuous dependent
variable, squares, interactions and binary variables. This paper aims to survey these methods
and their application in regression models.

Keywords: missing data, conventional methods, multiple imputations

1 UVOD

V stadiach sa bezne stretdvame s rozsiahlymi datovymi stibormi, ktoré zvicSa obsahuju
mnozstvo chybajucich hodnot. Podla Kinga s kolektivom [2] v priemere polovica
respondentov neodpovie na jednu alebo viac otdzok zahrnutych v prieskumoch politického
charakteru. Napriek tomu, Ze tedria 1 softwér su Siroko dostupné, mnohé datové analyzy
predpokladaji, Ze proces, ktory zapricifiuje chybajice hodnoty mdzeme ignorovat. Tento
predpoklad vSak nemusi byt vzdy spravny. Pripad, kedy do analyzy zahrnieme iba jednotky s
uplnymi pozorovaniami je vo vSeobecnosti nevhodny. Zvycajne mame totizZ zaujem o analyzu
celej cielovej skupiny, nie iba jej Casti.

Motivaciou k ¢lanku je skuto¢nost, ze chybajice hodnoty sa v datovych mnozinich bezne
vyskytuji. Pri malom percente chybajicich hodnét nemusi sposobovat’ vynechanie takych
hodnét problém. Avsak pri vysSom pocte chybajucich hodndt vynechanim neuplnych
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pozorovani stracame ziskané informacie. Toto moéze byt problém nielen z hladiska
skresleného vysledku, ale tiez z hl'adiska finan¢nej naro¢nosti prieskumu.

V préaci vyuzivame realne data, ktoré uz obsahuji chybajice hodnoty, ale aj simulované data.
Ako realne data pouzivame udaje z narodného vyskumu zdravia a vyzivy (NHANES). Tieto
data sme zvolili pretoze st dobre dostupné, lahko pochopitelné vdaka vypracovanej
dokumentacii a v neposlednom rade kvoli tomu, ze sa vyuzivaji v mnohych analyzach.
Simulované data potom vychadzaja z datového setu NHANES. V prvej faze simulujeme tGplné
datové mnoziny. V druhej faze vynechdvame data, aby sme zaniesli chybajuce hodnoty do
mnoziny. Cielom je porovnavat vysledky jednotlivych pristupov pri réznych podicloch
chybajucich hodnét. Preto v jednotlivych tplnych datovych mnozinich vynechdvame data
viac krat. ZaCiname vynechavat’ percento dat, ktoré je zhodné s percentom chybajucich dat
v NHANES. Dalsie percentd vynechanych pozorovani vzdy zvySujeme.

2 SIMULACNI EXPERIMENT

V nasledujucej kapitole zhrnieme postupy pri Monte Carlo simulacii a spdsob akym boli
datové mnoziny generované. Taktiez popiSeme spdsob akym déata zuplnej mnoziny
vynechdvame.

2.1 Data generujuci proces

Simulované data sa operaju o realne daita NHANES. Data generujlci proces je zalozeny na
modeli odhadnutom na datach NHANES. Model je nasledujuci:

log(BMI) = a0 + almuz + a2vek + a3 chudoba + a4 USA + a5 chudoba”2
+ abvek X USA + a7 muz X USA + ¢1

Z uplnych dat potom vynechavame rézne percenta hodnot. Takymto sposobom vytvorime tri
skupiny dat s chybajicimi hodnotami. V prvej skupine hodnoty vynechavame podla percenta
chybajucich hodnot v NHANES. V dalsich dvoch skupinach percento vynechanych hodnot
zvySujeme.

2.2 Monte Carlo

Simulaciu Monte Carlo vyuZivame k tomu, aby sme porovnali jednotlivé pristupy k imputacii
chybajucich hodnét.

Monte Carlo experiment je navrhnuty tak, Ze generujeme Styri nezavislé premenné a jednu
zavisli premennd. Zavislu premennti generujeme na zdklade znameho data generujiiceho
procesu, ktory odhadujeme pomocou realnych datach NHANES. Experiment obsahuje 100
replikacii a vel'kost’ jednotlivych vzoriek je 4500 pozorovani. Takymto spdsobom ziskame
100 uplnych datovych matic, z ktorych kazda obsahuje 4500 pozorovani u kazdej z piatich
premennych.

Dal§im krokom v experimente je vynechavanie hodnét. Hodnoty vynechdvame v zavislej
premennej a v dvoch nezavislych premennych. St to premenné, ktoré obsahuju chybajice
hodnoty i v realnych datach. Motivaciou k tomu, aby sme vynechali data v spojitej zavislej
premenne;j je i skutocnost’, Ze sme sa s obdobnym pristupom v §tidiach nestretli. Modely pre
mechanizmus generujuci chybajiice hodnoty odhadujeme na zaklade dat NHANES. K vypoctu
pravdepodobnosti vyskytu chybajiucej hodnoty pouzivame logistickil regresiu. Z mnoziny
uplnych dat vytvorime tri mnoZiny S roznym percentualnym zastupenim chybajucich hodnot.
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Vytvarame viac mnozin s chybajicimi datami, pretoze okrem iného chceme skiimat’ ako sa
spravaju jednotlivé metoddy pri zvySujicom sa percente chybajucich hodnot.

Na konci celého experimentu mame k dispozicii mnozinu uplnych dat a tri mnoZziny s réznym
percentudlnym zastipenim chybajicich hodnot. Mnozinu s najmenSim (MIN), strednym
(MED) a najvyssim (MAX) percentudlnym podielom chybajicich hodnot. Jednotlivé
mnoziny s chybajucimi datami vychadzaji z tej istej mnoziny Uplnych dat. Takto pripravené
mnoziny d’alej pouzivame k imputacii chybajacich hodnét a naslednému odhadu modelu.

2.3 Odhadovany regresny model

Potom ako imputujeme zvolenou metddou chybajice data zo simulovanej mnoziny (MIN,
MED, MAX) m6zme prejst’ k odhadu regresného modelu.

Kedze regresny model obsahuje Stvorce a interakcie mozeme k jeho odhadu pristupovat’
dvomi sposobmi.

V prvom pristupe vyuzijeme tradiény regresny model. Teda najskor imputujeme chybajuce
hodnoty v premennych bez $tvorcov a interakcii. Takto ziskanii mnozinu pouzijeme k odhadu
regresného modelu. Stvorce a interakcie sa spo€itajii az pri odhade modelu.

Druhy pristup z anglického just another variable, ozna¢ujeme JAV. Na rozdiel od tradi¢ného
pristupu imputujeme chybajice hodnoty v interakcidch a Stvorcoch eSte pred samotnym
odhadom modelu. Potom ked odhadujeme regresny model na takto ziskanych datach,
interakcie a Stvorce nemusia byt’ dopocitané pri odhade, regresny model s nimi pracuje akoby
to bola d’alSia premenna.

2.4 Kritéria pre porovnanie alternativnych technik prace s chybajicimi hodnotami

K porovnaniu jednotlivych pristupov k chybajicim hodnotdm vyuzivame normovanu
odmocninu strednej $tvorcovej chyby (NRMSE), normované vychylenie (NB) a percentualne
pokrytie 95% intervalov spolahlivosti odhadnutych koeficientov.

Vychodiskovym modelom pre odhadnuté koeficienty je nasledujuci model:
yi = XiBi +w,

kde indexom i oznaCujeme i-ti replikaciu z Monte Carlo simulacie. Y; je vektor zavislej
premennej z i-tej replikacie. X; je matica nezavislych premennych s prvym stipcom
obsahujuci nulovy vektor z i-tej replikacie. f; je vektor odhadovanych koeficientov pre i-tu
replikaciu a uj je vektor disturbancii z i-tej replikacie.

Normovant strednt §tvorcovi odchylku spocitame ako:

100 o
B. = i=1 :Bl] _.Bj

CNB;=-L i=0,..7
J 100 i =5

a normované vychylenie spocitame ako:

V oboch pripadoch pouzivame rovnaké koeficienty S a fij. fj koeficient je skutocny koeficient
z procesu generujuceho data fig. 2.1. S je prislusny koeficient z i-t¢ho odhadnutého modelu.
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Pri pokryti intervalov spolahlivosti sledujeme percento, v ktorom skutocny koeficient p;
spada do odhadnutého 95% intevalu spol'ahlivosti pre prislusny koeficient.

Dan¢ ukazovatele pocitame pre vSetky koeficienty odhadnuté v modeli.

2.5 Implementacia a vypocty

Pomocou Monte Carlo experimentu ziskame 3 mnoziny s réznym percentualnym zastipenim
chybajtcich hodnoét, z ktorych kazda obsahuje 100 replikacii a velkost' vzorky je 4500
pozorovani. Chybajice hodnoty sa vyskytuju u 3 premennych. Avsak v pripade pristupu JAV
musime imputovat’ hodnoty u 6 premennych, ked’ze ku §tvorcom a interakciam pristupujeme
ako k samostatnym premennym.

data imputujeme viackrat, v naSom pripade 5-krat. Viaceri autori sa zaoberali Stadiom
optimalneho poctu imputacii. Na zéklade experimentov sa zhodli na tom, ze pocet imputacii
zavisi na vel'kosti chybajicich dat a zvy¢ajne uz maly pocet imputacii ako 3 alebo 5 je
dostacujuci [1,4,5,6]. Casové naro¢nost’ imputdcie taktiez zavisi od zvolenej metédy. Viascina
viacnasobnych imputacii prebehla do niekol'’ko hodin. AvSak imputicie v mnozinach s vysSim
percentudlnym podielom chybajucich hodnoét a s pristupom JAV trvali o poznanie dlhSie.

2.6 Vysledky

V ¢lanku porovndvame vysledky z 10 metdd viacnasobnej imputécie. Preto jednotlivé metody
rozdelime do skupin, aby bolo porovnéavanie prehl'adnejsie.

Ako prvé medzi sebou porovname pristupy PMM, SAMPLE, CART a MEAN. So
zvySujicim sa percentom chybajicich hodnot sa odhady vo v§eobecnosti zhorSuju. V metdde
PMM produkuje JAV horsie vysledky a to najmé u premennej chudoba a jej kvadratu. I podl'a
Stidie Whita a kolektivu [7] moze JAV pristup viest’ k vychylenym koeficientom.

Metdda PMM sa vS8ak osvedcila pri imputovani binarnych premennych. U metody CART sa
vyplati pouzivat JAV pristup. Odhadnuté koeficienty si menej vychylené a maji mensi
rozptyl. Problém u CART s pristupom JAV nastdva pri imputdcii bindrnych premennych a
interakcii medzi bindrnymi premennymi. Pri pouziti metod PMM, SAMPLE, CART a MEAN
bol najvacsi problém s imputaciou premennej a jej kvadratu.

Dalej porovname medzi sebou vysledky z metdd, ktoré k imputacii vyuZivaju linearnu
regresiu. S to metody NORM, NORM.BOOT, NORM.NOB a NORM.PREDICT. Vysledky
ziskané pri pouziti imputaénych metdd s linedrnou regresiou sit medzi sebou vel'mi podobné.
V pripade zvySujiceho sa percenta chybajiucich hodndt sa vysledky zo vSetkych metdod s
pristupom JAV zhorSuju. AvSak pripad, kedy nepouzivame JAV pristup prinasa lepSie
vysledky, dokonca i v pripade zvySujuceho sa percenta chybajicich hodnét. Najlepsie
vysledky podava metoda NORM.BOOT 1 v pripade, kedy do modelu zahrnieme premennt s
kvadratom.

Nakoniec medzi sebou porovname vysledky z metdd, ktoré k imputdcii bindrnych
premennych vyuZzivaju logisticki regresiu. Su to metody LOGREG a LOGREG.BOOT.
Metéda LOGREG.BOOT prindsa lepSie vysledky nez metdda LOGREG. Viacnasobné
imputacie mozu viest’ v pripade binarnych premennych k podhodnotenym premennym [3].
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3 ZAVER

Ciel'om c¢lanku bolo porovnat’ jednotlivé pristupy k chybajucim hodnotam. Pristupy sme
aplikovali na datové mnoziny s roznym percentom chybajicich hodnét (MIN, MED, MAX).
Regresny model, ktory sme odhadovali na simulovanych datach obsahuje Stvorce, interakcie i
binarne premenné. Okrem klasického pristupu k Stvorcom a interakciam sme vyuzivali i
pristup JAV (just another variable). Vsetky vymenované faktory moézu mat vplyv na
vysledky ziskané na zéklade jednotlivych pristupov k chybajucim hodnotam. Jednotlivé
metody a pristupy sme porovnavali medzi sebou pomocou normovanej odmocniny strednej
Stvorcovej chyby, normovaného vychylenia a pokrytia intervalov spolahlivosti.

V ¢lanku sa podarilo preskimat’ rézne pristupy k chybajicim premennym. Podarilo sa ndm
ukazat, ze okrem iného je pri vybere imputa¢nej metoédy dolezité brat’ do tvahy ¢i sa jedna o
binarnu premennu alebo nie. TaktieZ sa ukazalo, Ze ak sa v modeli vyskytuju interakcie alebo
Stvorce, pristup JAV podava odhady, ktoré maji mesi rozptyl, ale st vychylenejSie nez u
klasického regresného modelu. V pripade binarnych premennych sa ukézalo, Ze je lepSie
imputovat diskrétnymi hodnotami 1 a 0. U viacnasobnych imputacii podava najlepsie
vysledky metdda sample a u binarnych premennych metéda LOGREG.BOOT.

Vo vSeobecnosti vel'mi dobré vysledky ziskame pouzitim metddy NORM.BOOT. Metoda sa
osvedcila ako najlepSia metdda pre pripad, kedy sa v modeli vyskytuje premenna a jej Stvorec.
Na zéklade nasho experimentu moézeme povedat, ze metddy, ktoré vyuzivaju bootstrap
podavaju najlepsie vysledky.

Na zaklade vSetkych zisteni doporucujeme kombinovat’ rézne imputac¢né techniky. Pri vybere
imputacnej metody treba brat’ do tvahy charakter odhadovanych premennych a Struktiru
odhadovaného modelu. V ramci praktickych doporuceni, ktoré vyplynuli z experimentu je
zrejmé, ze imputidcia chybajucich hodndt prindsa lepSie vysledky, nez praca s datami S
vynechanymi chybajicich hodnoét. Neexistuje vSak imputa¢na metdda, ktord by bola najlepsia
pre vSetky premenné a pristupy. Vzhl'adom k tomu doporuc¢ujeme pouzivat’ rézne imputacné
metody.

Pod’akovanie. Clanok vznikol s podporou projektu IGA F4/58/2017 Interné grantovej
agentury Vysokej Skoly ekonomickej v Prahe.
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ANALYZA CASOVYCH RAD VYNOSU VYBRANYCH FIREM Z
INDEXU S&P 500 POMOCI METODY CUSUM

ANALYSIS THE TIME SERIES OF SELECTED COMPANIES'
EARNINGS FROM THE S&P 500 INDEX USING THE CUSUM
METHOD

Petr Stourad

Abstrakt

Préce se zabyvé analyzou ¢asovych tad z pohledu vyskytu bodii zmény na vybraném casovém
intervalu, s cilem zjistit, zda existuji vztahy mezi vyskyty téchto bodi u vice ¢asovych fad.
Zda lze tedy z vyskytu bodu zmény v jedné ¢asové tad¢€ usuzovat, ze dojde k vyskytu bodu
zmeény 1 v jinych casovych fadach a o pfipadné hladiné vyznamnosti, zZe se tento bod objevi.
Jako nastroj pro nalezeni bodti zmény v ¢asové fad¢ je pouzita Change-point analyza metodou
CUSUM. Pro praktickou ovéfeni jsou vybrana data IT a telekomunikac¢nich firem z indexu
S&P 500, kdy jsou sledovany vyskyty bodii zmény u log vynosu téchto firem.

Kli¢ova slova: Change-point analyza, CUSUM, S&P 500

Abstract

The thesis deals with the analysis of time series from the point of view of occurrence of
change points at the selected time interval, in order to find out whether there are relations
between occurrences of these points in more time series. Whether it can be assumed from the
occurrence of the change point in a time series that the change point occurs in other time
series and the possible level of significance that this point will appear. As a tool for finding
change points in the time series, CUSUM change-point analysis is used. For practical
verification, IT and telecommunications data from the S&P 500 are selected to monitor the
occurrence of change points in the company's revenue log.

Keywords: Change-point analysis, CUSUM, S&P 500

1 ANALYZA BODU ZMENY

Analyza bodu zmény je silnym nastrojem pro ur€eni, zda doSlo v ramci Casové fady ke
zmeén€é. Metoda analyzy bodu zmény je schopna detekovat i drobné zmeény, Iépe
charakterizuje tyto zmény, je vhodna k detekci vice zmén, je odolné vic¢i odlehlym hodnotam,
je flexibilni a je jednoduchd k pouziti. Pro kazdou zménu poskytuje podrobné informace
vcetné urovné spolehlivosti, kterd udava pravdépodobnost, ze k takové zméné doslo, a
interval spolehlivosti udavajici, kdy k této zméné doslo. Zakladnim ptedpokladem pro pouziti
analyzy bodu zmény touto metodou je stacionarita zpracovavané casové fady.

Postup, ktery pouziva Taylor pro provadéni analyzy zménovych bodt, iterativné pouziva pro
zjisténi zmén kombinaci kumulativnich souctovych grafii (CUSUM) a metodu bootstrapping.
Analyza zacina konstrukci CUSUM grafu a vypoctem estimatoru velikosti zmény. DalSim

krokem je urceni tirovné spolehlivosti zjisténé zmény provedenim analyzy bootstrap a cely
postup kon¢i vypoctem estimatoru okamziku, kdy doSlo ke zméné€. Po nalezeni vyznamného
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bodu zmény je mozné pozit tento postup opakované na intervaly nachazejici se vlevo a
vpravo od tohoto bodu, coz umoziuje nalézt vice bodii zmény v ramci casové fady.

1.1 Konstrukce CUSUM grafu

Necht y;, 5, -+, ¥, reprezentuje jednotlivé body. Kumulativni soucet je pocitan nasledovné:

1. Vypocet priméru: y = %
2. Nastaveni kumulativniho souc¢tu na 0: Sp = 0.
3. Vypocet ostatnich kumulativnich ¢astek piidanim rozdilu mezi aktualni hodnotou a

pramérem k piedchozi ¢astee: S; =Si—1 + (y; —y) pro i = 1,2, ,n.

1.2 Vypocet estimatoru velikosti zmény

Jednim z moZnych estimatorti, ktery funguje dobfe bez ohledu na distribuci a ptes nckolik
zménovych bodd, je Sy;ff, ktery je definovéan nasledovné:

Sdiff = Smax - Smin

kde Smax = max Sia
1=0,-n

Sin = min §;,
1=0,n

1.3 Vypocet trovné spolehlivosti

Uroven spolehlivosti miize byt uréena provedenim analyzy bootstrap. Jeden krok (vzorek
bootstrap) je proveden néasledovng¢:

1. Vytvoteni vzorku bootstrapu n jednotek, oznaceny jako y¢,y?, -+, yx, ndhodnym
pieskupenim plivodnich hodnot. Toto se nazyva vzorkovani bez nédhrady.

2. Na zéklad¢ vzorku bootstrapu je vypocitan bootstrap CUSUM oznaceny jako
S3,82,---,898.

3. Vypocet maximalni, minimalni hodnoty a jejich rozdilu bootstrapu CUSUM oznacené
Siaxr Smin@ Sqiff.

4. Urdenl, zda je rozdil Sg; s meni nez piivodni rozdil Saify.

Analyza bootstrap spociva v provedeni velkého poctu vzorkt bootstrap a pocitani poctu téch
vzorkl, U nichz je hodnota Sgiff mensi nez hodnota S;rr. Necht N je pocet provedenych

vzorkll bootstrap a necht X je pocet vzorkli bootstrap, pro které Sgl-ff < Saiff- Uroveti
spolehlivosti pro nalezeny bod zmény se vypocte nasledovné:

X
ConfidenceLevel = 100 N %
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Obvykle se pro identifikaci vyznamného bodu zmény pozaduje 90% nebo 95% spolehlivost.

1.4 Vypocet estimatoru okamzZiku zmény

Provedeni odhadu okamziku, ve kterém doslo ke zméné v chovani casové tady lze pouzit
nasledujici estimatory:

a) CUSUM
Definujme |S;,| nasledovné:

[Sm| = max ISi],

kde S je nejvzdalenéjsi bod od nuly v CUSUM grafu. Tento bod ™ je odhadem

posledniho bodu pted vyskytem zmény.
b) MSE (Mean Square Error)

Definujme MSE(m) nasledovné:
MSE(m) = X1 (yi —X1)2 + Yl — X2)2,

n—m

Hodnota m, kterd minimalizuje MSE(m) je nejlepS$im odhadem posledniho bodu pied
zmeénou.

Detailni popis analyzy bodu zmény Ize najit napt. v ¢lanku (Taylor, 2000).

2 PRAKTICKA CAST

V praktické ¢asti jsou pro vybrané Casové fady log vynost IT a telekomunikacnich firem
z indexu S&P 500 spocitany body zmény a navzajem porovnan jejich vyskyt a spolehlivost.
Program pro vypocet bodi spolehlivosti Change-Point analyzou (CUSUM) je napsan v jazyce
Python.

2.1 Data

Ke zpracovani byla pouzita data z indexu Standard & Poor's 500 (S&P 500). S&P 500 je
americky index akciovych trhii zaloZeny na trznich kapitalizacich 500 velkych spole¢nosti,
které¢ maji spolecné akcie uvedené na burze NYSE nebo NASDAQ a pokryva piiblizné¢ 80
procent amerického akciového trhu kapitalizaci. S&P 500 je navrzen tak, aby odrazel
americké trhy s cennymi papiry a prostfednictvim trhi americkou ekonomiku. Tento index je
povazovan za nejlepsi métitko velkych americkych akcii.

Byla vybrana data osmi spole¢nosti pohybujicich se na IT a telekomunika¢nim trhu pro
obdobi 1.1.2008 az 31.12.2011. Casova fada pro kazdou spolenost a obdobi byla
zkonstruovana z dennich uzaviracich hodnot akcii v obchodovatelnych dnech, ty byly
logaritmovany a nasledné€ z nich byly vypocitany vynosy. Vstupem do zpracovani jsou tedy
vynosy logaritmli hodnot akcii nasledujicich spole¢nosti:
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Tabulka 1: Zpracované spolecnosti

Koéd Nazev Sektor Dat. pridani
AAPL Apple Inc. Information Technology | 1982-11-30
T AT&T Inc. Telecomm. Service 1983-11-30
ADSK Autodesk Inc. Information Technology | 1989-12-01
CSCO Cisco Systems Information Technology | 1993-12-01
IBM International Business Machines | Information Technology

INTC Intel Corp. Information Technology | 1976-12-31
MSFT Microsoft Corp. Information Technology | 1994-06-01
NVDA Nvidia Corporation Information Technology | 2001-11-30

2.2 Vypocet bodi zmény

Pro kazdou casovou fadu vynost vybranych spolecnosti byly nalezeny body zmény. Pokud
nalezeny bod zmény byl vyznamny, fada byla rozd€lena na dvé dalsi, na kterych byl
opakovang spocitan dalsi bod zmény.

Pti zpracovani byly pouzity néasledujici parametry:

» Hranice pro identifikaci vyznamnosti 0,9
= Pocet opakovani bootstrep 1000
Apple Inc.
Tabulka 2: Body zmény spolecnosti Apple Inc.
Interval Koefic. estimator CUSUM estimator MSE
od do vyznamnosti | hodnota datum hodnota datum
3.1.2008 | 30.12.2011 0,752 | -1,09381907 | 20.1.2009 | 0,719348568 | 25.1.2008
AT&T Inc.
Tabulka 3: Body zmény spolecnosti AT&T Inc.
Interval Koefic. estimator CUSUM estimator MSE
od do vyznamnosti | hodnota datum hodnota datum
3.1.2008 | 30.12.2011 0,243 | -0,55396516 | 9.3.2009 | 0,328834481| 10.10.2008
Autodesk Inc.
Tabulka 4: Body zmény spolecnosti Autodesk Inc.
Interval Koefic. estimator CUSUM estimator MSE
od do vyznamnosti hodnota datum hodnota datum
3.1.2008 | 30.12.2011 0,915| -1,28331155| 9.3.2009 |1,036489856| 9.3.2009
3.1.2008 6.3.2009 0,542 | 0,558346621 | 26.9.2008 | 0,51978894 | 13.2.2009
10.3.2009 | 30.12.2011 0,507 | 0,717151675 | 23.4.2010 | 0,498309141| 9.4.2009
Cisco Systems
Tabulka 5: Body zmény spolecnosti Cisco Systems
Interval Koefic. estimator CUSUM estimator MSE
od do vyznamnosti hodnota datum hodnota datum
3.1.2008 | 30.12.2011 0,293 | -0,55173694| 9.3.2009 | 0,584942185| 6.2.2008
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International Business Machines
Tabulka 6. Body zmény spolecnosti International Business Machines

Interval Koefic. estimator CUSUM estimator MSE
od do vyznamnosti | Hodnota datum hodnota datum
3.1.2008 | 30.12.2011 0,522 | -0,5050003 | 20.11.2008 |0,305943051 | 20.11.2008
Intel Corp.
Tabulka 7: Body zmény spolecnosti Intel Corp.
Interval Koefic. estimator CUSUM estimator MSE
od do vyznamnosti | hodnota datum hodnota datum
3.1.2008 | 30.12.2011 0,23 | -0,72081842 | 23.2.2009 | 0,596312448 | 15.1.2008
Microsoft Corp.
Tabulka 8: Body zmény spolecnosti Microsoft Corp.
Interval Koefic. estimator CUSUM estimator MSE
od do vyznamnosti hodnota datum hodnota datum
3.1.2008 | 30.12.2011 0,569 | -0,75500494 | 9.3.2009 | 0,443154698 | 9.3.2009
Nvidia Corporation
Tabulka 9: Body zmény spolecnosti Nvidia Corporation
Interval Koefic. estimator CUSUM estimator MSE
od do vyznamnosti | hodnota datum hodnota datum
3.1.2008 | 30.12.2011 0,842 | -1,5165808 | 20.11.2008 | 1,657179225 |20.11.2008

2.3 Shrnuti

Z grafu je vidét, ze konec roku 2008 a ptedevs§im prvni ¢tvrtleti roku 2009 znamenalo zménu
ve vyvoji vynosu akcii ve sledovanych IT a telekomunikacnich spole¢nostech.

I kdyZ nejsou body zmény, az na vyjimku spolecnosti Autodesk Inc., vyznamné, lze
vysledovat obrat smérem ke kladnym hodnotam vynosi akcii uvedenych spolec¢nosti. Tato
situace mize byt diisledkem kon¢ici recese, kterd postihla USA v roce 2007.

CUsSUM

Obrazek 1: Graf CUSUM sledovanych spolecnosti
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3 ZAVER

V prvni ¢asti prace byly popsany teoretické zaklady nutné pro praktické pouziti Change-Point
analyzy na Casovych fadach. V praktické ¢asti byl pomoci této analyzy nalezeny body zmény
v Casovych tadach osmi spole¢nosti pohybujicich se na IT a telekomunika¢nim trhu pro
obdobi 1.1.2008 az 31.12.2011. Casova fada pro kazdou spoleénost a obdobi byla
zkonstruovana z dennich uzaviracich hodnot akcii v obchodovatelnych dnech, ty byly
logaritmovany a nésledné z nich byly vypocitany vynosy. Vzhledem k tomu, ze u vétSiny
Casovych tad byly nalezeny pouze nevyznamné body zmény, nebylo mozné zabyvat se
otazkou vzajemného vlivu vyskytu téchto bodi mezi jednotlivymi fadami. Z vysledki vSak
1ze vypozorovat na podobné chovani vynost akcii (dochéazi k jeho zvySovani) vzhledem k
vyskytu prvniho bodu zmény (at’ vyznamného nebo nevyznamného), ktery se pro vSechny
fady objevuje v pritbéhu jednoho ctvrtleti na prelomu roka 2008 a 2009 v dobé, kdy koncila v
USA recese.
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ROBUSTNI ODHADY STOCHASTICKE VOLATILITY: ANALYZA S&P 500

ROBUST ESTIMATORS OF STOCHASTIC VOLATILITY: ANALYSIS OF S&P
500

Petra Tomanovd, Adam Krcdl

Abstrakt

Cilem této prace je porovnat odhady volatility vynosi akcii S&P 500 za pouZiti modelu stochas-
tické volatility predpokladajici ¢ rozdéleni ndhodnych chybovych slozek. Prvni jsou parametry
modelu odhadnuty pomoci Kalmanova filtru. Poté je volatilita odhadnuta pomoci metody Kal-
man filter smoother, Importance sampling a Particle filter. Odhadnuté volatilita na zdkladé ¢
rozdéleni a normdlniho rozdé€leni je porovndny na vynosech S&P 500 v letech 2005 az 2014.

Klicovd slova: Stochastickd volatilita, S&P 500, Kalman filter smoother, Importance sampling

Abstract

The aim of this paper is to compare different volatility estimates of returns of S&P 500 based
on stochastic volatility model assuming Student’s ¢ distributed error term of the observation
density. First, the parameters are estimated using Kalman filter. Then the volatility is estimated
using Kalman filter smoother, Importance sampling and Particle filter method. The approaches
based on Student’s ¢ distributed and normally distributed error terms are compared using S&P
500 returns of the period which spans from 2005 to 2014.

Keywords: Stochastic Volatility, S&P 500, Kalman filter smoother, Importance sampling

1 Uvop

Tato prace navazuje na ¢lanky [3]] a [4], které se zabyvaji porovndnim odhadi volatility vynosi
akcii S&P 500 na zdkladé modelt stochastické volatility. Prvni jsou parametry modelu odhad-
nuty pomoci Kalmanova filtru a déle je volatilita modelovdna pomoci metody Kalman filter
smoother (KFS) a Importance sampling (IS). Odhady vSak nejsou robustni vici extrémnim po-
zorovanim zejména béhem krize.

Robustni parametrické metody mohou byt obecné specifikovany dvéma zpiisoby:

e navrzenim estimdtort tak, aby bylo dosaZzeno pfedem zvoleného chovéni dané cilové
funkce;

e nahrazenim estimdtort, které jsou optimalni za pfedpokladu normalniho rozdéleni, od-
hady, které jsou optimdlni pro jiné typy rozdé€leni: naptiklad pomoci ¢ rozdéleni s niz-
kymi stupni volnosti, které reflektuje leptokurtické vlastnosti dat (vysokd Spicatost, tlusté
konce) nebo pomoci kombinace dvou ¢i vice rozdéleni.

V této praci jsou porovnany robustni odhady modeld stochastické volatility predpokladajici ¢
rozdéleni ndhodnych chybovych slozZek.
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2 MODELOVANI FINANCNICH CEN A VYNOSU

V této sekci vychazime ze zdakladnich modelu stochastické volatility pouzitych v [3] a [4], které
dale upravime o predpoklad, Ze ndhodnd chybova sloZka z modelt stochastické volatility neni
normdlné rozde€lend, ale sleduje ¢ rozdeleni. Tato dprava by méla vést k presnéjsim odhadim
volatility.

2.1 Model stochastické volatility
Necht’ P, znaci uzaviraci cenu obchodniho dne ¢. Pak denni vynos r; 1ze spocitat jako
ry =log(P /P 1) = AlogP, = Ap;.
p: 1ze chépat jako diskretizovanou realizaci spojitého procesu logaritmické ceny log 7,
dlogP(t) = udt +o(t)dW(z),

kde u je stiedni hodnota vynosu, 6(¢) je spojity proces volatility a W(¢) je standardizovany
Browniiv pohyb. Necht log 6(¢)? je generovan Ornstein-Uhlenbeckovym procesem

logo(t)* =E+H(t),  dH(t)=—AH(t)dt +ondB(t),

kde ¢ je konstanta, 0 < A < 1, oy je volatilita volatility (striktné pozitivn{) a B(z) je standardi-
zovany Brownovsky pohyb nezavisly na W (¢) [1]].

V souladu s [1] za pouziti Euler-Maruyama diskretizacni metody lze pro denni vynosy y; spe-
cifikovat model stochastické volatility nasledovné

Vi = U+ O, 10g6t2:§+Ht7 H; 1 = 0H; + oy,

kde ¢ =1— A, 0 < ¢ < 1. Tento nelinearni model lze transformovat pomoci substituce x; =

log(y; — 1) na
Xt = hy +uy, hiy1 = ©+ Qhy + onny, (D

kde u, =loge?, 0 = (1— )€ ah, = H, +&.
Stochasticky model pro casové fady financnich vynost y, s 4 = 0 Ize tedy zapsat jako
vi=0&,  of=exp(h), & ~NID(0,1),
kde logaritmickd volatilita 4; sleduje staciondrni autoregresni proces
hiy1 = @+ Qh + opny, n; ~ NID(0,1)
prot=1,....nsh ~N(®/1—¢,02/1—¢?), se vzdjemng a sériové nezkorelovanymi & a 1.
2.2 Kalman filter smoother

M¢jme linearni Gaussovsky stavové-prostorovy model definovan podle [[1], [2]

0441 =Tio4 + R s, 1 ~ NID(0,0),
Vi = Z;1 0 + G, 8o ~ NID(0, H;)
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s pocdte¢ni podminkou a; ~ N(ay,Py). {1, a &y jsou nezdvisle pro vSechny ¢, s a nezavislé od
o Vektor o je nepozorovany a matice 7;,7Z;, R;, Q;, H; jsou fixni v Case ¢.

Nepozorovany vektor ¢ 1ze odhadnout z pozorovani za pouZziti Kalmanova filtru [[1]]:

i = yi—Za,

F, = ZPZ +H,

K. = TRZF ",

ary1 = Tar+ Ky,
P41 = TART +RQR, — KFK|
prot =1,...,n a poédte¢ni hodnoty a; a P. Plati ¥, = {yy,...,y,} adile
a1 =E(1|Y),  Byr = Var(og|Y).
Poté co jsou filtrované odhady spocitany, 1ze pouZit nésledujici rekurzi, tzv. Kalman filter smo-
other (KFS) zacinajici poslednim pozorovanim a koncici prvnim [1]]:
Ii—1 = Fz_]Vt + Ly,
N-i = F'+LNL,
& = a; + Ptrt—l )
Vi = B —FBN-_ih.
Pro vypocet odhadu vyrovnaného modusu 4, 1ze pouZzit nasledujici rovnice vychdzejici z Newton-
Raphson algoritmu
2 xexp(h 1
—p() , e g — _A _|_ l7
Y, heg 2

kdet=(1,1,...,1)7. Polozenim H = A a ¥,, = z a za pouZiti KFS lIze pak ziskat odhady modusu.

A = diag

2.2.1 Robustifikace aproximativni metody maximalni vérohodnosti

V této kapitole predpokldddme, Ze ndhodnd slozka u; modelu (I) sleduje ¢ rozdéleni misto
Gaussovského. Na zdkladé [1} s. 228] logaritmicka vérohodnostni funkce je definovédna jako

T

logL = Y log p(y|¥i-1)
i=1
T

< E[ber () e (3) e (127

i=1
a je maximalizovédna na zdklad€ parametri ®, ¢, 65 a v pomoci Kalmanova filtru.

2.3 Importance sampling

Cilem Importance sampling (IS) je odhadnout podminénou stfedni hodnotu x; = E[x; (o) |Y;].
Necht’ g(a;.|Y;) je gaussovskd "importance” hustota:

X = /xt(al 1)p(ary|Y)day,

:/xl(all ZE(X:I'Y;; (o4 |Yy)d o,

— 8, [x(an) 2o )
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kde E, znacf stfedni hodnotu vzhledem k "importance" hustoté g(a.|Y;). Jelikoz p(a.,Y;) =
p(Y)p(au|Y;), pak

_ oY _ -
X = Eg {X[(OC”)%] = p<Yt) lEg [xt(alzt)wt] y
kde
- p((xlit7Yl‘)
g(alzt‘YZ) )
Polozenim x; (@) = 1 dostaneme p(Y;) = E,(W;) a
- E [xl(al I)W]
Xt = —~.
Eg(wt)

Monte Carlo odhad X; je pak dan rovnici

N . .
f= Y x(af)w,
i=1
kde 0
) plogy). 1) ORI
- l ) t
g(al)|,) Y w)
(0

a oy, je nezdvisly vybér z ocl(lz ~g(o,|¥;),i=1,...,N. Rada wt( ),...,w,(N) se skladd z nor-
malizovanych IS vah [1].

2.3.1 Robustifikace simulované vérohodnostni funkce

Simulovanou logaritmickou vérohodnostni funkci lze spocitat jako
1 N
Y, n) N l:ZI Wi,
kde w; = w(h(i),Yn) jsou vahy ziskané na zdkladé IS algoritmu upraveného o predpoklad, ze

ndhodnd sloZka u, sleduje f rozdéleni. Vihy jsou dany podilem hustoty 7 rozdéleni a Gaussovské
hustoty rozdélent, tj.

iy POl
AT
kde
p(Y,|h) =exp< Tlog (%1) —1[71+(v—|—1)10gq} . (2)
Valv-2)r(z)] 2

g je tvofeno prvky: ¢; = 1 +exp(—h) x y?/(v—2) prot = 1,2,...,T a h je ziskano na zdklad&
smoother simulaci. Pro smoother simulace definujme matici A Jako A =diag(A;) ay* =z, kde

1. 1. ~ . 1
A =2(v+1) ](Qt_l) ]%2’ Zt:ht+61t2—§At-

g, znadi g; spoitané na zakladé modusu /. g(¥,) je ziskdno za pouziti KFS, kde H = A a
*

Y,=y"
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2.3.2 Particle filter

Velkym problémem sekvencniho importance samplingu (IS) je fakt, Ze algoritmus degeneruje,
tj. konverguje k jedné nenulové vize wli) =1, pfi¢emz ostatni vahy jsou rovny nule. Re§enim je
tzv. resampling, ktery zabranuje degeneraci algoritmu. Sekvencni IS algoritmus s dodateCnym
krokem (resampling) se nazyva particle filtering. V této praci pouZzijeme IS algoritmus upraveny

o boostrap filtr s opétovnym vzorkovanim.

Vyberme ndhodné N hodnot fzt(i) z p(hy \h[@ 1),i=1,...,N, kde h[(le =w+ q)ht(i) + n,(i). Hodnota
n,(i) je ziskdna samplovanim z 1, ~ N (0, G%). Vihy jsou tvoreny z hustoty pravdépodobnosti ¢
rozdéleni (2)) a nasledné jsou normalizovany. Poté je vyrovnana stfedni hodnota spocitana jako

LT
b= 3w,
i=1

3 ANALYZA S&P 500

3.1 Data

V této praci jsou analyzovany ceny akcii S&P 500 od zacatku roku 2005 do konce roku 2014.
Upravené uzaviraci ceny byly pouzity z ¢lankt [3] a [4] (ptivodni zdroj: www . f inance.yahoo.
com). Logaritmické vynosy jsou transformovény pro tcely linearizace modelu, tj. pracujeme s
x; na misto vynosi y;, kde x; = log(y, — u)?.

3.2 Vysledky

Pro odhady koeficientii nahrazujeme piedpoklad o normalnim rozdéleni u; =log &> ~ NID(0, 62)
predpokladem ¢ rozdé&lent, tj. u; = loge? ~ t(V). Je tfeba odhadnout nasledujici koeficienty: G,%,
®, ¢ a v. Hodnoty odhadnutych koeficientii na zaklade IS jsou nésledujici:

0'% =0.00596, ® =9.34e—-07, ¢ =0.99997, v =25.59611.

kde Vv je stupné volnosti ¢ rozdéleni nahodné slozky u;, G% miuiZe byt interpretovano jako vaha
prisouzend Casove specifickému Soku volatility, neboli volatilita volatility, 8 je efekt volatility
z predchdzejiciho ¢asového okamzZiku na soucasnou hodnotu volatility, neboli parametr méfici
autokorelaci. @ je stfedni hodnota volatility a je soucasti vyrazu pro nepodminénou volatilitu,
o/(1-0).

Na obréazku [1| je zobrazen vystup z modelu stochastické volatility predpokladajici ¢ rozdé€len:
vyrovnany modus /; ziskany pomoci KFS algoritmu, vyrovnana stfedni hodnota /s, odhadnuta
pomoci IS a filtrovand stfedni hodnota 4, z bootstrap filtru (kde N = 100). Na obrazku [2| jsou
zobrazeny logaritmické vynosy spolu s logaritmickou volatilitou vypocitanou na zdklade vy-
rovnané stfedni hodnoty odhadnuté pomoci IS predpokladajici jak normalitu, tak ¢ rozdéleni
ndhodnych slozek u;, a na zdkladé boostrap filtru predpoklddajici # rozdé€leni sloZky u;. Z obou
obrazku je patrné, Ze vSechny odhady se vyvijeji velmi podobné, ale mlizeme pozorovat jisté
rozdily. Mezi roky 2005 a 2012 pozorujeme, Ze odhadnuty modus je mirné vyssi neZ vyrovnana
stfedn{ hodnota, ale mezi roky 2012 a 2014 se hodnoty vyrazné rozchdzeji (obrazek|[I)). Také 1ze
pozorovat, Ze volatilita na zakladé ¢ rozdéleni nereaguje tak prudce na vysoké nebo velmi nizké
hodnoty vynost na rozdil od volatility odhadnuté na zdklad¢ predpokladu normalniho rozdé-
leni. Odhad na zédkladé ¢ rozdéleni dava vice smysl, jelikoZ tyto extrémnéjsi hodnoty vynosi
nastdvaji diky tézkym konctim rozdéleni charakteristickym pro finan¢ni data a ne diky velkému
zvyseni hodnoty rozptylu.
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—Mode estimate (Student t)
—15 - smoothed mean (Student t)
— Bootstrap - filtered mean (Student t)

-2
2005 2007 2010 2012 2015

Obréazek 1: Odhad modusu #; ziskaného na zdkladé Newton-Raphson algoritmu (modrd), odhad
vyrovnané stfedni hodnoty 4, z importance sampling (¢ernd) a odhad filtrované stfedni hodnoty
h; z bootstrapu. VSechny odhady jsou na zakladé SV modelu pfedpokléadajici ¢ rozdéleni.

— Data
10 —— 18 - smoothed mean (Normal)
— 1S - smoothed mean (Student t)
8 Bootstrap - filtered mean (Student t) H
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=)
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=
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- -

| | |
-0
2005 2007 2010 2012 2018

Obrazek 2: Logaritmické vynosy (modrd), odhad vyrovnané volatility exp (4 /2), kde A, je od-
hadnuto jako: vyrovnana stiedni hodnota z importance sampling predpokladajici normalni roz-
déleni (Cernd) a f rozdéleni (Cervend); filtrovana stfedni hodnota /4, z bootstrapu predpokladajici
t rozd€leni (zelend).

4 ZAVER

Tato prace reportuje a srovnava vysledky pro odhad volatility vynost akcii S&P 500 pro roky
2005 az 2014. K tomuto ucelu byl pouZzit model stochastické volatility vyuzivajici Kalman fil-
ter smoother, Importance sampling a Particle filter predpokladajici ¢ rozdéleni ndhodné chybové
sloZky namisto normalniho rozdéleni. Empiricka studie ukazuje, Ze predpoklad ¢ rozd€leni je
rozumnéjsi a 1épe reflektuje lektokurtickou povahu dat. Odhad volatility na zdkladé ¢ rozdé-
leni je robustné&jsi vici extrémnim pozorovanim. Naproti tomu model predpokladajici normalni
rozdéleni nadhodnocuje odhad volatility v obdobich krize.
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ANALYZA ZAVISLOSTI PRUMERNE MZDY NA HDP VE STALYCH
CENACH

ANALYSIS OF THE AVERAGE WAGE DEPENDENCE ON GDP AT
FIXED PRICES

Petra Zykova

Abstrakt

Tento ¢lanek se zabyva analyzou zavislosti primérné mzdy na HDP ve stalych cenach
v Ceské republice. Analyzovany jsou &tvrtletni Gasové fady od roku 2000 do roku 2017.
Cilem je zjistit vztah mezi primérnou mzdou a HDP ve stalych cenach pii pouziti
kointegracni analyzy. Postupné je zkoumdna sezonnost a stacionarita ¢asovych fad. Podle
zjisténych vlastnosti je uveden vysledny vztah mezi fadami.

Kli¢ova slova: casové rady, mzdy, HDP

Abstract

This article deals with the analysis of the average wage dependence on GDP at fixed prices in
the Czech Republic. Quarterly time series from 2000 to 2017 are analysed. The aim is to
determine the relationship between average wage and GDP at fixed prices using co-
integration analysis. Gradually the seasonality and the stationarity of the time series are
examined. Depending on the properties found, the resulting relationship between series is
shown.

Keywords: time series, wages, GDP

1 UVOD

V novinach se ¢asto piSe, Ze se mame dobfe, a Ze naSe zem¢ bohatne. Je tomu ale opravdu
tak? Tento €lanek si dava za cil vyzkoumat vztah mezi primémou mzdou a HDP. Pokud se
prokaze zavislost primérné mzdy na HDP, tak maji novinafi pravdu. Pokud se prokaze opak,
tak jsou takové zpravy v novinach zavadéjici. Snazi se nas navnadit, abychom nakupovali,
nakupovali a podporovali rist HDP. HDP budu povaZovat jako zastupce bohatstvi v dané
analyze.

Clanek je rozdélen né&kolika kapitol. V nasledujicich kapitolach zkoumam data pouzita
pro analyzu, jejich sezoénnost a stacionaritu. Nasledné zjist'uji vztah mezi primérnou mzdou a
HDP ve stalych cendch roku 2010 (dlouhodoby i kratkodoby). Zavéreénd kapitola je
vénovana shrnuti vysledkd.
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2 DATA

Pro analyzu jsem pouzila data dostupna z[4]. K dispozici mam ctvrtletni Casové fady
od 1/2000 do IV/2017. Prvni ¢asova tada je primérna mzda v K¢ (prum_mzda), druha ¢asova
fada je hruby domaci produkt ve stalych cenach roku 2010 v milionech K¢ (hdpsc). V grafu 1
je vidét pribéh téchto ¢asovych fad. Z grafu 1 je vidét, ze obé Casové fady maji podobny
vyvoj a jsou sezoénni. Proto asové fady sezonné€ ocistim.

Pramérna mzda, HDP e stalych cenach roku 2010 (normalizovano)

LN I L L I B L L I L L L I L B
2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016

| — HDPSC —— PRUM_MZDA |

Graf 1: Vstupni data analyzy — primérna mzda, HDP. Zdroj [4], vlastni tvorba.

3 TESTOVANI SEZONNOSTI

Pro analyzu jsou pouzity ctvrtletni Casové fady a tudiz je velka pravdépodobnost,
ze periodicky systematicky kolisaji, tj. vykazuji sezonnost, kterou je tieba otestovat. Pokud
jsou casové fady sezoénni, je tieba je ocistit o sezoénni vykyvy a dale pracovat se sezénné
ocisténou ¢asovou fadou.

3.1 Pramérna mzda

Testujeme nulovou hypotézu Hy, kterd ptedpoklada, ze stfedni hodnota primérné mzdy je
vSech Ctvrtleti shodnd oproti alternativé Hj.

Hoo 1y = gy = 1y =ty

H,: non H,

Na hladiné vyznamnosti & =0,05 i na hladiné vyznamnosti « =0,01 se podafilo prokazat,
ze zamitame nulovou hypotézu Hg ve prospéch alternativni hypotézy Hi. To znamena, Ze
casova fada prum_mzda vykazuje sezonnost. Proto bude dale pracovat se sezonné ocisténou

Casovou fadou prum mzda dl1, kterou jsem ziskala v EViews pomoci metody X-13
ARIMA-SEATS.
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3.2 HDP ve stalych cenach roku 2010
Testujeme nulovou hypotézu Ho, ktera predpokladd, ze stfedni hodnota HDP ve stalych

cenach roku 2010 je vSech ctvrtleti shodna oproti alternativé Hj.

Hoo 1y = sy = 1y = g

H,: non H,

Na hladin€ vyznamnosti « =0,05 1 na hladiné¢ vyznamnosti « =0,01 se podafilo prokazat,

ze zamitame nulovou hypotézu Hg ve prospéch alternativni hypotézy Hi. To znamend, Ze
Casova tada hdpcs vykazuje sezonnost. Proto bude dale pracovat se sezénné ociSténou
¢asovou tadou hdpsc dl11, kterou jsem ziskala v EViews pomoci metody X-13 ARIMA-
SEATS.

4 TESTOVANI STACIONARITY SEZONNE OCISTENYCH
CASOVYCH RAD

Zkoumam, zda ocisténé Casové fady v grafu 2 jsou staciondrni ¢i nikoli.

Sezonné ocisténé HDP ve stalych cenach a primérna mzda (normalizovano)

2.0

1.5

1.0

0.5 1

0.0 |

-0.5

-1.0

-1.5 4

-2.0

LN I L I I L L L L L L L L L L L L L L BB
2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016

| — HDPSC_D11 —— PRUM_MZDA_D11 |

Graf 2: Sezoénné ocisténé HDP ve stalych cenach a primérna mzda.

Testovani stacionarity se provadi pomoci testu jednotkového kotene. Pouziji Dickey-Fulleriv
test, ktery vychazi ze tii modela:
a) X,=¢,X,,+a, model bez konstanty,

b) X,=C,+4¢ X, ,+a model s konstantou,
c) X,=C, +yt+¢.X,_,+a model s konstantou a trendem.

Nulové hypotéza Hy fikd, Ze testovana ¢asova fada je nestaciondrni.
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Hy: ¢ =0 1i=a,b,c
H: ¢ <0 i=abc

4.1 Primérna mzda
Testuji nulovou hypotézu Hp, ktera ptredpoklada, Ze casova fada prum mzda d11 ma

jednotkovy koten oproti alternativé Hj.
H,: prum_mzda _d11 ma jednotkovy koren

H,: non H,
prum_mzda d11 p-value
a) | model bez konstanty 0,8905
b) | model s konstantou 0,7774
c) | model s konstantou a trendem 1,0000

Tabulka 1: Testy jednotkového kotene pro ¢asovou fadu prum-mzda_d11.

V tabulce 1 jsou hodnoty p-value pro testy jednotkového kotfene pro primérnou mzdu.
Z tabulky je vidét, Ze na hladin€ vyznamnosti « =0,05 se nepodafilo zamitnout nulovou
hypotézu Hp 0 tom, Ze Casova fada prum mzda d11 ma jednotkovy kotfen. Dale budu
predpokladat ze Casova fada prum mzda dl11 je nestacionarni.

4.2 HDP ve stalych cenach roku 2010
Testuji nulovou hypotézu Hy, ktera ptredpoklada, Zze Casova tfada hdpsc_d11 ma jednotkovy

koten oproti alternativé Hj.
H,: hdpsc _d11 mé& jednotkovy koren

H,: non H,
hdpsc_d11 p-value
a) | model bez konstanty 0,9052
b) | model s konstantou 0,8294
c) | model s konstantou a trendem 0,9993

Tabulka 2: Testy jednotkového kotene pro ¢asovou fadu hdpsc_d11.

V tabulce 2 jsou hodnoty p-value pro testy jednotkového kofene pro HDP ve stalych cenach
roku 2010. Z tabulky je vidét, ze na hladiné vyznamnosti & =0,05 se nepodafilo zamitnout

nulovou hypotézu Hp 0 tom, ze Casova fada hdpsc d11 ma jednotkovy kotfen Dale budu
predpokladat ze Casova fada prum_mzda d11 je nestacionarni.
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5 TESTOVANI STACIONARITY SEZONNE OCISTENYCH
DIFERENCOVANYCH CASOVYCH RAD

Zkoumam, zda ocisténé diferencované ¢asové fady v grafu 3 jsou stacionarni ¢i nikoli.

Sezonné ocisténé a zdiferencované HDP ve stalych cenach a primérna mzda (normalizovano)

L I L B L L I L B L L L L I L L L Y I
2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016

| — D_HDPSC_D11 —— D_PRUM_MZDA_D11

Graf 3: Sezonné ocisténé a diferencované HDP ve stalych cenach a praimérna mzda.

5.1 Primérna mzda
Testuji nulovou hypotézu Hy, kterd ptedpokladd, Ze cCasova fada d prum mzda dl11 ma
jednotkovy koten oproti alternativé Hj.

H,: d _ prum_mzda_d11 méa jednotkovy koren

H,: non H,
d prum_mzda d11 p-value
a) | model bez konstanty 0,5078
b) | model s konstantou 0,0001
c) | model s konstantou a trendem 0,0000

Tabulka 3: Testy jednotkového kotene pro ¢asovou fadu d_prum-mzda_d11.

V tabulce 3 jsou hodnoty p-value pro testy jednotkového kofene pro prumérnou mzdu.
Z tabulky je vidét, Zze na hladin€ vyznamnosti o =0,05 se podafilo zamitnout nulovou

hypotézu Hy 0 tom, Ze Casova fada d prum mzda d11 ma jednotkovy kofen pro model
s konstantou a pro model s trendem a konstantou. Pro model bez konstanty se nepodafilo
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zamitnout nulovou hypotézu Hy. Déle budu ptedpokladat ze casova fada d prum mzda d11
je stacionarni.

5.2 HDP ve stalych cenach roku 2010
Testuji nulovou hypotézu Hog, ktera predpoklada, ze ¢asova fada d _hdpsc d11 ma jednotkovy
koten oproti alternativé Hj.

H,: hdpsc _d11 m& jednotkovy koren

H,: non H,
d hdpsc_d11 p-value
a) | model bez konstanty 0,0403
b) | model s konstantou 0,0000
c) | model s konstantou a trendem 0,0000

Tabulka 4: Testy jednotkového kotene pro ¢asovou fadu d_hdpsc_dl11.

V tabulce 4 jsou hodnoty p-value pro testy jednotkového kofene pro HDP ve stalych cenach
roku 2010. Z tabulky je vidét, Zze na hladiné¢ vyznamnosti « =0,05 se podatilo zamitnout

nulovou hypotézu Hy 0 tom, Ze Casova fada d _hdpsc d11 ma jednotkovy kofen. Dale budu
predpokladat ze Casova fada d hdpsc_dl11 je stacionarni.

6 ANALYZA VZTAHU MEZI CASOVYMI RADAMI
Zkoumam zavislost sezénné ocisténé primeérné mzdy na sezénné ocisténém HDP ve stalych
cenach roku 2010:

prum_mzda_d11=C + ghdpsc_dll+a,. 1)

Provedu Engle-Grangeriv test kointegrace [2] zabudovany v EViews. Testuji nulovou
hypotézu Ho, o tom, Ze zkoumané ¢asové fady nejsou kointegrované.

H,: casové rady nejsou kointegrované
H,: non H,

zavisla proménna p-value

prum_mzda d11 0,7268

Tabulka 5: Engle-Grangeriv test kointegrace pro model (1).

V tabulce 5 je uvedena hodnota p-value pro Engle-Grangertv test kointegrace ¢asovych tad.
Na hladin¢ vyznamnosti « =0,05 se nepodafilo zamitnout nulovou hypotézu Hp 0 tom, ze

Casové tfad nejsou konitegrované. Tudiz Casové fady hdpsc d11 a prum mzda dI1 nejsou
kointegrované a neexistuje mezi nimi dlouhodoby vztah. Pokud bych provadéla regresi podle
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modelu (1), jednalo by se o tzv. zdanlivou regresi. Mohu zkoumat pouze tzv. kratkodoby

vztah — vztah mezi diferencovanymi ¢asovymi fadami. Analyzuji model (2):

Aprum _mzda _d11=C, + g,Ahdpsc _d11+a,, (2
Variable Coefficient | Std, Error t-Statistic Prob

C 215,9872 34,6962 6,2251 0,0000

D(HDPSC_D11) 0,0047 0,0028 1,6613 0,1012

Tabulka 6: Vystup odhadu modelu (2).

V tabulce 6 je uvedena hodnota p-value pro konstantu a regresni koeficient f,. Na hladiné
vyznamnosti « =0,05 vySla konstanta jako statisticky vyznamna. Regresni koeficient £,
vysel statisticky nevyznamny. Z toho vyplyva, ze primérnd mzda nezavisi na HDP ve stalych
cenach roku 2010 kratkodobé. Primérna mzda tedy nezavisi na HDP ve stalych cenéach roku
2010 jak dlouhodobg, tak ani kratkodobe.

Toto zjisténi odpovida tomu, ze i kdyz nam v televizi a v novinach tvrdi, jak jako zemé&
bohatneme, tak na nasich mzdéch se to neprojevuje. Rozhodné se to neprojevuje tolik, jak oni

w

tvrdi. Tudiz nejsme ,,bohatsi z pohledu velikosti mzdy.

7 ZAVER

V ¢lanku byla provedena analyza zavislosti primérné mzdy na HDP ve stalych cenach roku
2010 v Ceské republice. Nejprve jsem testovala sezénnost zkoumanych ¢asovych fad.
Sezonnost jsem z Casovych fad odistila a dale jsem je testovala na stacionaritu/nestacionaritu
pomoci testu jednotkového kotene. Zjistila jsem, Ze ob¢ Casové fady jsou nestacionarni.
Nasledné jsem testovala stacionaritu/nestacionaritu diferencovanych casovych fad. Zjistila
jsem, Ze prvni diference zkoumanych ¢asovych fad jsou staciondrni. Pii analyze jsem zjistila,
ze prumérna mzda a HDP ve stalych cenach roku 2010 nejsou kointegrované Casové fady,
tudiz mezi nimi neni tzv. dlouhodoby vztah. Pfi analyze kratkodobého vztahu jsem zjistila, Ze
primérna mzda nezavisi na HDP ve stalych cenach roku 2010 ani kratkodobé. Z toho
vyplyva, Ze ¢lanky v novinach, které obyvatelstvu tvrdi, Ze bohatne, jsou zavadéjici. Rust
HDP nema vliv na vysi nasich mezd.

VSechny testy, analyzy a odhady modelt byly provedeny v programu EViews.
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