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CO-MOVEMENTS OF THE SELECTED CURRENCIES!

SPOLOCNY POHYB VYBRANYCH MIEN

Michaela Chocholata

Abstract

This paper deals with the assessment of the development of the Czech koruna (CZK) and the
Japanese yen (JPY) based on the movements of the global currencies — EUR and USD for the
daily data over the period 2015-2018. The sensitivity of currency movements (i.e. of the CZK
and of the JPY, respectively) was measured based on the values of parameters beta-EUR and
the beta-USD indicating the sensitivity of the analysed currency to the movement of the EUR
and USD, respectively. The confirmation of the dominant impact of the EUR movement to the
CZK movement during the whole analysed period, as well as during individual years, was
supported by the results from analysing the elasticity of the CZK exchange rate to the
movements of the EUR and the USD exchange rates vis-a-vis JPY. As for the JPY, based on
the values of beta-EUR and beta-USD, the clear dominant impact of neither the EUR nor the
USD was confirmed during the analysed period.

Keywords: currency, co-movements, exchange rate

Abstrakt

Prispevok sa zaoberd postdenim vyvoja ceskej koruny (CZK) a japonského yenu (JPY)
v zavislosti od pohybu globalnych mien — EUR a USD pre denné data v obdobi 2015-2018.
Senzitivita pohybu meny (t.j. CZK, resp. JPY) bola merana na baze hodnét parametrov beta-
EUR a beta-USD, ktoré st indikatormi citlivosti pohybu analyzovanej meny na pohyb EUR,
resp. USD. Potvrdenie dominantného vplyvu pohybu EUR na pohyb CZK pocas celého
analyzovaného obdobia, ako aj pocas jednotlivych rokov tohto obdobia, bolo podporené
vysledkami analyzy elasticity vymenného kurzu CZK na pohyby vymennych kurzov EUR,
resp. USD voéi JPY. Pokial' ide o JPY, vychadzajuc zhodndét beta-EUR a beta-USD,
v analyzovanom obdobi nebol potvrdeny jasny dominantny vplyv ani jednej z dvojice
globalnych mien — EUR a USD.

KUlucové slova: mena, spolocny pohyb, vymenny kurz

1 INTRODUCTION

Analysing of the exchange rates developments, revealing their co-movements or predicting
their future development has become an attractive issue especially since the collapse of the
Bretton Woods system. As pointed out e.g., by Eun a Lai (2004), European central bank — ECB
(2006), Fatum (2008), Eun (2009), Doman (2010) and Chocholata (2011) it can be concluded
that the development of the currency exchange rates over the past decades is, among other
factors, significantly influenced by the global currencies — the US Dollar (USD) and the Euro
(EUR). In this respect, it is worth noting that while there was no currency in the pre-euro period
that could be an equivalent alternative to the US dollar, it is no longer the case. Eun (2009)

1 This work was supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA grant No. 1/0248/17 "Analysis of
Regional Disparities in the EU based on Spatial Econometric Approaches".



points out that the euro area is comparable to the US in terms of population, GDP size or share
of world trade.

It is important to keep in mind that examining the similarity of the exchange rate development
of a selected currency pair inevitably requires the specification of a third currency against which
the exchange rate is calculated. The determination of this third currency plays a key role. Eun
and Lai (2004) investigated the "relative” impact of the global currencies (EUR and USD) on
the other currencies using a statistical tool called "currency beta", which represents the
sensitivity of the exchange rate movement of the analysed currency caused by any of the global
currencies. The same tool was used by Doman (2010) to analyse the average annual impact of
USD and EUR on 20 selected currencies over the period April 11, 1997—-April 11, 2008. She
came to the conclusion that e.g., the Czech koruna (CZK), the Swiss franc (CHF), the
Norwegian krone (NOK) and the British pound (GBP) show a very similar development to the
USD, due to the strong impact of the EUR on the dynamics of these currencies, but the
development of these currencies against the USD is quite different. It means that no other
currency determines the development of these currencies against the EUR. For the Korean Won
(KRW) and the Indian Rupee (INR) she received opposite results. These currencies showed
similar dynamics of development against the EUR and significantly different developments in
relation to their dominant currency — USD. Chocholata (2011) provided similar analysis
(including also the modelling of the autoregressive conditional heteroscedasticity) for the daily
data over the period 1999-2010 giving the results for the separate periods of one year. The
results for the whole period confirmed the dominant impact of the EUR on the V4 countries’
currencies (except for Polish zloty — PLN) and dominant impact of the USD on the Chinese
yuan (CNY). In case of GBP it was identified the switch of the dominating currency during the
analysed period from the USD (1999, 2000) to the EUR (2001-2010). For JPY the clear
existence of the dominating currency was not confirmed. The residuals were in case of
confirmation of the autoregressive conditional heteroscedasticity modelled by GARCH(1,1)
models in almost all cases without sharp influence on dominating currency determination.

Analysts of the European central bank (ECB, 2006) dealt with the co-movements of main
currencies in order to specify their sensitivity to EUR and USD movements2. The analysis was
published for monthly data January 1999 — March 2006 as well as for two sub-sample periods
January 1999 — August 2002 and September 2002 — March 2006. The results showed that while
most of the European currencies was relatively strong linked to the EUR, the Asian currencies
(CNY, KRW, Hong Kong dollar — HKD and Singapore dollar — SGD) as well as the Canadian
dollar (CAD) had the tendency to move much more closely with the USD. The GBP tended to
move midway between the EUR and the USD. For the majority of currencies, the intensity of
the co-movement remained almost unchanged during the both sub-sample periods. The only
exception was Lithuania and its Lithuanian litas reflecting the switch of the currency board
from the USD to the EUR in 2002.

The aim of the paper is to assess the development of the CZK and JPY vis-a-vis the global
currencies — EUR and USD, the calculation of the corresponding beta-EUR and beta-USD as
well as to compute the elasticity of the CZK to movements of the EUR and the USD vis-a-vis
JPY. The analyses are based on daily data over the period 2015-2018. The structure of the paper
is as follows. The second section is devoted to the theoretical aspects of assessing the impact
of EUR and USD on selected currencies, the third section deals with the data and empirical
results and the fourth section concludes.

2 As a third, i.e., numeraire currency, was used the Japanese yen — JPY.



2 ASSESSING THE IMPACT OF EUR AND USD ON SELECTED CURRENCIES

One way to measure the impact of EUR and USD on selected currencies is to calculate the
"beta" of the selected currency vis-a-vis EUR and USD?. Let's assume a strong EUR impact on
a particular currency. Then appreciation (depreciation) of the EUR vis-a-vis the USD will result
in an increase (decrease) in value of this currency vis-a-vis the USD. The analysed currency is
also exposed to a large influence of the EUR, i.e. it has a high beta-EUR value. Similarly, when
the currency tends to follow USD movements, i.e. it has a high beta-USD value, it means that
the USD has a significant impact on its development.

Let P be the exchange rate at time t, then the continuously compounded return (log return)
has the following form (Tsay, 2005):

r,=In(F/F) 1)

Values of beta-EUR (S, ) and beta-USD (/3,4 ) for each currency can be obtained based on
ordinary least squares (OLS) estimation of following equations (see e.g. Doman, 2010):

r(X /USD), = a, + feyq F(EUR/USD), + &, )
r(X/EUR), = a, + B, F(USD/EUR), + &, @)

where the symbol r(X / Y)t denotes the log return (1) of the exchange rate of the currency "X"
vis-a-vis currency "Y", i.e. the exchange rate is defined as the number of units of currency "X"
per 1 unit of the currency "Y". Symbols «;, o, represent the unknown parameters (intercepts)
and &,,¢&, are random components.

It is clear that the value of beta-EUR (/3 ) is a measure of the sensitivity how the analysed

currency reacts to the EUR movement in the currency market and the value of beta-USD (,BUSD)

reflects analogously the currency sensitivity to the movement of the USD. The beta-currency
values approaching to 1 indicate that the analysed currency almost fully follows the behaviour
of EUR and USD, respectively. Values greater than 1 reflect the excessive response of the
analysed currency to the EUR and the USD movements, respectively (Doman, 2010). In order
to assess the relevance of the beta currency values, the R? (coefficient of determination) values
should be taken into account.

Another way how to assess the degree of co-movement of the currency "X" with the EUR and
USD, respectively is to calculate the elasticity to movements in the EUR and the USD using a
third currency "A" as the numeraire (see e.g. ECB, 2006):

r(A/X), =a+ Br(A/EUR), +y r(A/USD), +¢, (4)

3 For a detailed explanation of "beta" values see e.g., Eun (2009) and Doman (2010).



where r(A/X), denotes log return of the exchange rate of currency "X" for which the co-

movement with the EUR and the USD is to be computed. In equation (4) the parameter S

denotes the sensitivity of the currency "X" to the movements of the EUR exchange rate and the
parameter y informs about the sensitivity to USD movements. The parameter values g and y

close to 1 indicate strong co-movement of the currency "X" with the EUR and the USD,
respectively. Furthermore, it is worth to mention that the values of the R? play an important role
in interpretation of results.

3 DATA AND EMPIRICAL RESULTS

The analysis was based on the daily data of the following exchange rates: CZK/USD,
CZK/EUR, JPY/EUR, JPY/USD, EUR/USD, USD/EUR and JPY/CZK over the period January
5, 2015 — December 31, 2018, the data set contains 1034 observations. Data were retrieved
from the web-site: www.stoog.com. The whole analysis was mainly inspired by Doman (2010)
and by ECB (2006). The econometric software EViews was used for analysis.

In the first step of analysis it was tested the co-movement of the CZK with the EUR and the
USD, respectively as well as the co-movement of the JPY with each of the global currencies
(EUR and USD). The analysis was based on the log returns of exchange rates CZK/USD,
CZK/EUR, JPY/USD, JPY/EUR, EUR/USD and USD/EUR following the equations (2) and

(3). The values of beta-EUR (f,;) and beta-USD (,,) together with the coefficient of
determination from the regression equation with dominant currency are summarized in Figure
1. Based on estimation results presented in Figure 1 it can be concluded that while the currency
CZK was clearly determined by the EUR over the whole analysed period, in case of the JPY
the dominant impact of the USD was confirmed with considerably lower intensity.

Values of parameters beta-eur and beta-usd
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Figure 1 Estimated values of beta-EUR and beta-USD parameters

The results are supported by the Figure 2 confirming the dominant impact of the EUR on the
CZK. There is a clear evidence that while the exchange rate CZK/USD largely “copies” the
EUR/USD exchange rate, the exchange rate CZK/EUR moves in a different manner than
USD/EUR. As for the JPY currency — on the one hand, the results in Figures 1 and 2 show that
JPY could play a role of the third global currency (especially in 2016), on the other hand, during
the 2018 the JPY/EUR exchange rate behaves similar as USD/EUR which indicates the



dominant impact of the USD (this is in line with the higher beta-USD value during this period).
Both the results are in line with the results of Doman (2010) and Chocholata (2011).
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Figure 2 Development of the daily values of exchange rates

The next part of analysis was devoted to computation of the elasticity of the CZK to movements
of EUR a USD vis-a-vis JPY based on equation (4). The estimated values of the parameter S
were close to 1 during the individual years as well as during the whole analysed period and
statistically significant at significance level 0.01, which indicates strong co-movement of the
CZK with the EUR. On the other hand, the values of y parameter were close to zero which
indicates no relevant co-movement of the CZK with the USD. The estimated values of the
parameter 3 together with the values of the R? are depicted in Figure 3.

Sensitivity of CZK to the changes of EUR
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Figure 3 Sensitivity of the CZK to the movements in the EUR exchange rate
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CONCLUSION

Based on the results presented above, it was confirmed that while the CZK co-moves strongly
with the EUR, in case of the JPY no clear impact of either the EUR or USD currencies was
confirmed in the period under consideration. However, higher beta-USD value in the last year
does not support the possibility that JPY could become the third global currency in addition to
the EUR and the USD. Using the JPY as a numeraire currency, it was confirmed that the CZK
IS very sensitive to the movements in the EUR currency.
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POROVNANIE EFEKTiVNOSTI ANALYTICKYCH SCHEM CENOVEJ
REGULACIE MONOPOLU!

COMPARISON OF THE EFFICIENCY OF THE ANALYTICAL
SCHEMES FOR THE MONOPOL PRICE REGULATION

Michal Fendek

Abstrakt

V suvislosti s objektivizaciou a zvySovanim celospolocenskej efektivnosti posobenia
prirodzenych monopolov na trhu sa zvySuje tloha regulaénych mechanizmov, ktorych ciel'om
je ¢o najviac priblizit’ proporcie medzi cenou a uroviiou ponuky produktu odvetvia situacii, ku
ktorej by na trhu doslo za predpokladu existencie konkuren¢nych trhovych vzt'ahov.

V prispevku sa budeme zaoberat” porovnanim efektivnosti dvoch ¢asto pouzivanych schém
cenovej regulacie monopolu, a to modelom regulacie miery navratnosti investicii a modelom
reguldcie miery ndvratnosti nédkladov. Regulacia navratnosti ndkladov je schéma regulacie
prirodzeného monopolu, ktord sa principidlne odliSuje od modelu regulicie na baze
navratnosti investicii. Ta totiz bariéru pre neprekrocenie primerané¢ho zisku odvodzuje iba z
Casti vstupnych aktivit monopolu, a to z objemu investicii. To neziaducim spésobom motivuje
monopol k neprimeranému navrSovaniu kapitdlovych investicii, o je samozrejme
kontraproduktivne.

KUl'ucové slova: mikroekonomicky optimalizacny model, podmienky optimalnosti, regulované
ceny, primerany zisk regulovaného odvetvia

Abstract

In relation with objectification and increases in nationwide operation effectiveness of natural
monopolies on the market the role of regulation mechanisms is increasing. Its aim is the
closest approximation of proportions between price and level of industry products supply to
the situation which would occur in the conditions of market competition.

In the paper we will analyze effectiveness comparison of the two frequently used schemes for
monopoly price regulation — rate of return model and return over costs model. Return over
costs is a scheme of natural monopoly regulation, which is in principle different form the
model of regulation on the basis of rate of return. It derives the barrier for not exceeding the
reasonable profit only from the part of the regulated entity input activities, namely from the
volume of investment. This undesirably motivates monopoly to disproportionate increase the
capital investments, which is, of course, contra productive.

Keywords: Microeconomic optimization model, optimality conditions, regulated prices,
reasonable profit in regulated industries

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0368/18 “Cenové
stratégie v prostredi pdsobenia efektivnych regulaénych mechanizmov na nadnarodnych
trhoch sietovych odvetvi slovenskej ekonomiky”.
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1 UVOD

Moderné trhové Struktary v ekonomicky rozvinutych krajinach predstavujii vo vSeobecnosti
trhy nedokonalej konkurencie. Treba si uvedomit’, ze monopol v désledku svojho vyluéného
postavenia na trhu ako jediného dodéavatel'a vyrobku alebo sluzby na relevantnom trhu, moze
stanovit’ taku trhova cenu a ponukat’ taky objem produkcie, ktory mu umozni maximalizovat’
zisk nad rdmec moznosti konkurencnej firmy.

Monopol pravdaze kona v ramci legitimnych trhovych podmienok a jeho pozicia je
determinovand realnou situdciou na trhu. Na druhej strane je vSak prirodzené, aby existovali
nastroje umoziiujuce tento zisk monopolu prerozdelit tak, aby jeho cast podporila
celospolocenské ciele rozvoja ekonomiky krajiny, na trhu ktorej monopol posobi.

Pre regulaciu subjektov vybranych odvetvi, ktoré predstavuju z hl'adiska ich pozicie na trhu
monopoly resp. prirodzené monopoly vytvara §tat inStiticiu tzv. regulatora, ktorého tilohou je
v kone¢nom doésledku z poverenia Statu vytvorit’ také legislativne prostredie a regulacné
mechanizmy, ktoré zabezpecia trhovli rovnovdhu pre sledované komodity pri garantovani
primeraného zisku pre regulovany subjekt (Fendekova, E., Fendek, M, 2018). Medzi tieto
odvetvia patria predovSetkym sietové odvetvia, ktorych subjekty maju casto charakter
monopolov a stat ma preto zaujem ich ¢innost’ regulovat’.

V podmienkach Slovenska plni tito funkciu regulatora Urad pre regulaciu sietovych odvetvi,
ktorého ulohou je vydavat’ licencie a regulovat’ ceny a normy kvality pre produkty sietovych
odvetvi. Regulacné Urady v suvislosti s plnenim svojho zdkladného poslania, ktorym je vecna
a cenova reguldcia podnikania v regulovanych c¢innostiach vybranych odvetvi stoja pred
zabezpecenim efektivneho rieSenia dvoch uloh:

- vytvorenie fungujuceho a zaroven, a to sa ziada zddraznit, konkuren¢ného trhového
prostredia s produktmi sietovych odvetvi pri uplatneni Standardnych regulac¢nych
mechanizmov, a to nayjmd v kontexte vstupu Slovenska do Eurdpskej tinie a postupnou
adaptaciou Slovenska na podmienky na trhoch s energiami v zjednotenej Europe;

- pripravit’ taky analyticky aparat pre cenovu reguléaciu sietovych odvetvi, ktory by garantoval
efektivny rozvoj regulovanych subjektov, pricom v prvej etape bolo rovnako déleZitou tlohou
aj odstranenie deformacii v cenach produktov sietovych odvetvi.

Utinné fungovanie trhu s tovarom a sluzbami v sietovych odvetviach v podmienkach SR je
mozné zabezpeCit' len za pomoci efektivnej regulacie vykonavanej na zaklade kvalitnej a
ucinnej regulacnej politiky v kontexte s pravnym poriadkom Slovenskej republiky pri
reSpektovani prebranych pravnych aktov Eurdpskeho spoloCenstva a Eurdpskej unie. Vsetci
spotrebitelia s dorazom na ,,zranite'né* skupiny musia mat’ moznost’ uzivat’ vysoky stupen
ochrany odberatel'a, najmi domacnosti pri zachovani primeranych zaruk a vhodnych stimulov
pre regulované subjekty.

2 REGULACIA NA BAZE MIERY NAVRATNOSTI INVESTICIL

Tradicnym metodologickym ndstrojom pre cenova regulaciu, ktory uplatiiuji cenovi
regulatory pri stanoveni cien produktov sietovych odvetvi je regulacia na baze miery
navratnosti investicii - Rate of Return Regulation, ktorou sa reguluju vo vicsine vyspelych
ekonomik ceny produkcie napr. elektrarenskych, plynarenskych a d’alSich spolo¢nosti
(Fendekova, E., Fendek, M, 2009).
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Cielom je zabezpecit, aby regulovany subjekt stanovil cenu produkcie alebo sluzby pre
svojich zakaznikov tak, aby zo svojich trzieb uhradil, vSetky svoje primerané a obozretne
vzniknuté ndklady ako aj regulovant navratnost’ na svoju obozretnii investiciu.

Odvod'me teraz pripustni mieru navratnosti vydavkov na investicie, tzv. parameter ROR
uregulovanej firmy analyticky. Predpokladajme, ze firma vyrdba homogénny vyrobok
0 objeme produkcie g, ktory realizuje na relevantnom trhu za cenu p. Predpokladajme d’alej,
ze firma vyuziva dva vyrobné faktory, a to pracovnu silu s tirovitou spotreby L pri cene prace
w a kapital s uroviiou spotreby K pri cene kapitalu r.

Zisk firmy je vo vSeobecnosti definovany ako rozdiel medzi vynosmi a ndkladmi v tvare
2(a) =t(q)-n(a)

kde

t(q) = pxq — funkcia trzieb firmy, t: R— R

n(g) = nv(q) + nf — funkcia celkovych nakladov firmy, n: R— R

nv(q) — funkcia variabilnych nakladov firmy, nv: R—R

nf - fixné naklady firmy, nfe R

Ak nahradime vSeobecnu ndkladovu funkciu ndkladovou funkciou na baze spotreby
vyrobnych faktorov, dostavame funkciu zisku v nasledovnom tvare

z(g) = pxq-wxL-rxK
Ak d’alej vyjadrime objem produkcie q na zaklade produkénej funkcie v tvare
q=f(K,L)
a cenu produkcie p na zaklade cenovoodbytovej funkcie v tvare

p=p(a)
tak funkciu zisku mézeme vyjadrit’ v tvare

z(q) = p(q)xq—wxL—-rxK
a po d’alSej tprave v tvar

z(g)=p(f(K,L))x f(K,L)—wxL-rxK

Neregulovana firma moZe nastavit’ svoje riadené, resp. endogénne parametre rozhodovania
T'ubovolnym sposobom. Takze zvoli si optimilny objem vystupu Q°, akceptovatelnu
optimalnu cenu p* a zodpovedajlice spotreby vyrobnych faktorov praca L a kapital K tak, aby
dosiahla maximalny zisk. Optimalny vystup a optimalnu cenu vypocita rieSenim nasledovne;j
ulohy matematického programovania

z(9)=p(f(K,L))x f(K,L)—wxL—-rxK —max
K,LeRy
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V tomto pripade teda neregulovand firma nema ziadne formdalne prekazky pre nastavenie
parametrov garantujucich jej maximalny zisk. Naproti tomu regulovana firma musi
reSpektovat’ ohrani¢enia definované regulatorom. Rezim cenovej regulacie na baze miery
navratnosti potom spociva vtom, ze prostrednictvom exogénne definovanej riadiacej
premennej RoR sa reguluje pre firmu pripustna troven podielu trzieb firmy pxq znizenych
0 jej nekapitalové néklady L xw a objemu spotrebovaného kapitalu K.

Inymi slovami, firma mdze optimalizovat, resp. 'ubovolne stanovit’ na jednej strane Grovne
spotreby prace L, kapitalu K pri trhovych cenach vyrobnych faktorov w, r a na strane druhej
uroven svojej produkcie q ale aj cenu produkcie p s jedinou podmienkou, ze bude reSpektovat’
regulatorom definovanti mieru navratnosti, to znamena platnost’ vztahu

RORZL\NXL

Preskiimajme teraz podrobnejSie vztah medzi mierou névratnosti kapitdlovych vydavkov
a ziskom regulovaného subjektu, ktory mozno analyticky vyjadrit’ ako rozdiel medzi trzbami
a nédkladmi firmy v tvare

z(g)=pxg-wxL-rxK
Po d’alSej Giprave dostdvame

(RoR—r)xK > z(q)

Zo vztahu vidime, Ze regulovany subjekt mdze nastavit’ svoje parametre systému len tak, aby
jeho dosiahnuty zisk neprevysil hodnotu kapitalu oceneného rozdielom medzi reguldtorom
definovanou mierou navratnosti ROR a cenou kapitalu r.

V pripade, ak je firma regulovand, tak moze vybrat’ len taki kombindciu vyrobnych faktorov,
aby zodpovedajici objem ponuky a ceny produkcie generoval tzv. primerany zisk, t. j. aby
platil vzt'ah

(ROR—r)xK > p(f(K,L))x f(K,L)—wxL-rxK
(ROR—r)x K > z(q)

V kone¢nom dosledku teda moéze regulovana firma vyrabat' takym spdsobom, aby jej
primerany zisk neprevySil ROR — r néasobok urovne variabilného vstupu kapital. Téato
podmienka sa Vv odbornej literature oznaCuje ako hranica primeraného zisku regulovanej
firmy. Je zrejmé, ze v pripade, ak regulator nastavi mieru navratnosti kapitalu ROR tak, ze tato
prevysuje jeho cenu 7, tak firma dosahuje pre kazdi kombinaciu vstupov s kladnou hodnotou
spotreby vyrobného faktora K kladny zisk. Uz toto konStatovanie predikuje problematicky
exkluzivne postavenie vyrobného faktora kapitél pri rozhodovani regulovanej firmy.

Na zéklade vysledkov analyzy modelu st formulované nasledovné doélezité zéavery
(Fendekova, E., Fendek, M, 2015) o spravani sa firmy regulovanej podl'a principu regulacie
miery navratnosti pouZzitého kapitalu:

1. Firma regulovana podrla principu regulacie miery navratnosti pouzitého kapitalu je v snahe
zvySovat' svoj povoleny ,primerany“ zisk motivovana k neprimeranému a zbyto¢nému
navySovaniu kapitalovych investicii.
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2. Pri zniZeni miery navratnosti kapitdlovych vydavkov, za predpokladu, ze nad’alej plati RoR
> r, reaguje firma v snahe zachovat’ objem zisku zvySenim kapitalovych vydavkov.

3. Mozno povedat, ze znizenie miery navratnosti kapitdlovych vydavkov znamena pre
regulovanu firmu sprisnenie podmienok regulacie.

3 REGULACIA NA BAZE MIERY NAVRATNOSTI NAKLADOV

Regulacia navratnosti nadkladov konstruuje hranicu pre maximalnu uroven zisku regulovanej
firmy na zaklade jej celkovych nakladov (Fendek, M, 2008). Vidime teda, Zze je tu urcita
analdgia medzi touto formou reguldcie a regulaciou na baze miery navratnosti pouzitého
kapitalu. Rozdiel je vSak v tom, ze regulacia ndvratnosti nakladov nepreferuje konkrétnu
nakladov skupinu, ale vychédza z celkovych nékladov.

Predstava, ze zisk firmy je v tomto pripade urcitou funkciou jej ndkladov je samozrejme
mystifikaciou, tdto schéma vSak G¢inne zabranuje prirodzenému monopolu aby presadzoval
taki kombinaciu svojej ponuky a trhovej monopolistickej ceny, ktora by mu umoznila
realizovat’ v porovnani s vynalozenymi nakladmi neadekvatny zisk.

Struéne povedané, podstata regulacie navratnosti ndkladov spociva v tom, Ze regulator ako
zaklad pre definovanie primeraného zisku regulovaného subjektu pouzije jeho celkové
naklady a primerany zisk potom definuje ako urcité povolené percento RoC z jeho nékladov.
Analyticky mézeme tito podmienku vyjadrit’ takto

RoCxn(q)>z(q)
resp.
ROCx(Wx L+r><K)2 z(q)

Regulovany vystup aregulovand cena sa v prostredi reguldcie névratnosti nakladov
vypocitaju rieSenim nasledovnej tulohy matematického programovania

2(q) = 2(f (K, L))= p(f (K, L))x f(K,L)—wxL—rxK — max

pri ohraniceni
p(f(K,L))x f(K, L)—Wx L—er—ROCx(Wx L+rx K)SO
K,L Ry

Riesenim optimaliza¢nej ulohy je optimalna Giroveni spotreby vyrobnych faktorov praca L
a kapital K*, na zdklade ktorych sa nasledne kvantifikuje s vyuzitim produkcnej funkcie
regulovana optimélna troveil vystupu Qroc’ na zéklade vztahu

Oroc = F(K,L)

aregulovand optimalna cena Proc’ S vyuzitim cenovoodbytovej a produkénej funkcie na
zaklade vztahu

Proc = P(drec ) = P(F (K™, L")

priCom sa aj vtomto regulatnom pristupe reSpektuje miera ndvratnosti trzieb firmy
definovana parametrom ROC, t. j. exogénnym riadiacim parametrom stanovenym
regulatorom.
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Na zaklade a nalyzy rieSenia optimaliza¢nej ulohy mézeme formulovat’ nasledovné dolezité
zavery o spravani sa firmy v podmienkach regulacie podl'a principu navratnosti nakladov:

1. Vo vSeobecnej rovine konsStruuje metdda reguldcie ndvratnosti nakladov hranicu vysky
primeraného zisku pre regulovany subjekt na zdklade percentudlnej Casti jej celkovych
vynalozenych nakladov. Této percentudlna Cast’ je definovana parametrom ROC. Primarne
teda podporuje vyrobcu vyrabat’ vyssi objem ponuky pri nizSej cene, o zvysuje spolocensky

blahobyt.

2. Konkrétna optimalna pozicia regulovanej firmy je determinovand na jednej strane
vlastnostami nakladovej funkcie, ktora ma priamy vzt'ah k charakteru funkcie zisku, nakol’ko
plati

2(q)=1(a)-n(a)

ana strane druhej vlastnostami cenovo odbytovej funkcie p(q), ktora Specifikuje zony
elastického a neelastického dopytu.

4 ZAVER

Cielom prispevku bolo analyzovat efekty cenovej regulacie v odvetviach Slovenskej
republiky z hl'adiska dosahovanej Grovne primeraného zisku regulovanych subjektov.

Na zéklade analyzy spravania firmy v podmienkach regulécie na baze ndvratnosti pouzitého
kapitalu sme ukézali, ze v tejto regulacnej schéme ma firma tendenciu reagovat’ na sprisnenie
podmienok regulacie zvySenim objemu vyuzivaného kapitalu. Zvysenie objemu vyuzivaného
kapitalu v§ak vonkoncom nie je tym, ¢o systém regulacie sleduje. Regulécia ma za ciel’ skor
ovplyvnit’ hodnoty inych, pre firmu, ale 1 ekonomiku délezitych indikatorov, akymi je objem
produkcie, uroven predaja vyrobkov, resp. troven nakladov.

Preto boli vyvinuté aj iné formy cenovej regulacie, ktoré ovplyviuju primerany zisk firmy
priamo na baze objemu jej produkcie, Urovne predaja vyrobkov regulovanej firmy, resp. na
baze vysky jej celkovych nakladov. Cielom je s pouzitim regulacnych mechanizmov podporit’
efektivny rozvoj regulovaného subjektu.

Ukéazali sme, ze regulovand firma moéze nastavit’ svoje parametre ponuky produkcie, ceny
produkcie a spotreby vyrobnych faktorov len tak, aby trhova cena produkcie bola maximélne
0 RoC percent vyssia ako st priemerné naklady firmy na jednotku produkcie. Vidime teda, ze
neefektivne zvySovanie nakladov firmy v sulade s regulaénym vztahom tejto metddy by sice
vytvaralo priestor pre zvySovanie primeran¢ho zisku firmy, sticCasne vSak treba najst’ tak
kombinéciu ponuky firmy a ceny produkcie, ktord by zabezpecila jej odbyt.
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ROZVRHOVANI VYROBY NA VSTRIKOVACIM LISU
PRODUCTION SCHEDULING ON THE INJECTION PRESS MACHINE
Petr Fiala

Abstrakt

Clanek je vénovan vytvofeni heuristického algoritmu pro rozvrzeni vyroby sportovni obuvi na
vsttikovacim lisu. Vsttikovaci lis je zafizeni karuselového typu, které je osdzeno formami pro
rizné velikosti obuvi. Vyroba se rozvrhuje na dekadu, kdy zakazka je zadana sortimentem
velikosti obuvi a poctem kust dané velikosti Je navrzen postup vychazejici z modelu
rozvrhovani na paralelni procesory s cilem minimalizace doby pro vyrobu a minimalizace poctu
vymén forem. Vymény forem vyzaduji urity cas a specializovanou obsluhu. Tato
dvoukriterialni tiloha je NP-obtizna. Navrzeny postup vychazi z kombinace optimaliza¢niho
Mc Naughtonova algoritmu pro stanoveni nejkrat§i doby zpracovani pii povoleném pieruseni
davek a heuristického postupu pro rozvrhovani na paralelni procesory bez pteruseni davek.
Volbou vhodné tolerance doby zpracovani muzeme redukovat pocet preruseni davek.
Algoritmus nachézi celou mnoZinu nedominovanych feSeni této dvoukriteridlni ulohy.

Klicova slova: produkcni systém, rozvrhovani vyroby, vstrikovaci lis, heuristika

Abstract

The paper deals with the creation of a heuristic algorithm for the layout of the production of
sports shoes on an injection press machine. The injection press machine is a carousel type
machine that is fitted with shapes for different shoe sizes. The production is scheduled for a
decade, when the order is specified by the size range of the footwear and the number of pieces
of a given size. Shape changes require time and specialized service. This two-criterion task is
NP-hard. The proposed approach is based on a combination of the Mc Naughton algorithm to
determine the shortest processing time for allowed batch interruptions and the heuristic
procedure for scheduling on parallel processors without batch interruption. By selecting a
suitable processing time tolerance, we can reduce the number of batch interruptions. The
algorithm finds the whole set of non-dominated solutions of this two-criterion task.

Keywords: production system, production scheduling, injection press machine, heuristics

1 UVOD

V systémovém pojeti je mozno podnik brat jako otevieny produkéni systém, ktery vstupy ze
svého okoli transformuje na vystupy, které¢ poskytuje rovnéz svému okoli (Fiala, 2002). Pti
analyze produkc¢nich systémi prochdzime zékladnimi fazemi: navrhovani, fizeni, méfeni
produkce na zafizeni. Tato oblast je znané propracovana a existuje fada modeld a metod.
Reélné problémy jsou vSak ¢asto obtizné feSitelné a je nutno pouzit heuristické postupy.

Teorie rozvrhovani se zabyva tlohami ¢asového rozmisténi urcitych ¢innosti na urcita zatizeni
(Baker, 1974, Vlach, 1982, Fiala, 2002). Zakladnimi pojmy jsou procesor a davka. Procesory
jsou zafizeni, na kterych se vyroba zpracovava, a davky jsou série produktl, které se
zpracovavaji stejnym zplsobem.

Problém optimalizace rozvrhovani vyroby na vstfikovacim lisu byl formulovan v obuvnickém
pramyslu. Pro tento problém se hodi model rozvrhovéani na paralelnich procesorech. Na m
paralelnich procesorech je rozvrhovano n davek, z nichz kazda je tvofena jedinou operaci, ktera
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se muze realizovat na kterémkoliv z m procesorti. Budeme predpokladat, ze procesory jsou
identicke, tzn. doba trvani davek je nezédvisla na procesoru realizace davky.

Vstiikovaci lis je zafizeni karuselového typu, které je osdzeno formami pro riizné velikosti
obuvi. Vyroba se rozvrhuje na dekadu, kdy zakézka je zadana sortimentem velikosti obuvi a
poc¢tem kust dané velikosti Je navrzen postup vychazejici z modelu rozvrhovani na paralelni
procesory s cilem minimalizace doby pro vyrobu a minimalizace poctu vymén forem. Vymeény
forem vyzaduji urcity Cas a specializovanou obsluhu. Tato dvoukriterialni uloha je NP-obtizna.
Navrzeny postup vychazi z kombinace optimalizaniho Mc Naughtonova algoritmu pro
stanoveni nejkratSi doby zpracovani pfi povoleném pierusSeni davek a heuristického postupu
pro rozvrhovani na paralelni procesory bez pieruseni davek. Volbou vhodné tolerance doby
zpracovani mizeme redukovat pocet preruseni davek. Pro vicekriteridlni modely rozhodovani
se hledaji tzv. nedominovana feseni, tj. feSeni, ke kterym neexistuji lepsi feseni podle alespon
jednoho kritéria a ne hor$i podle ostatnich kritérii (Fiala, 2008). Algoritmus nachazi celou
mnoZzinu nedominovanych feSeni této dvoukriteridlni tlohy.

2 FORMULACE PROBLEMU

Vstiikovaci lis je stroj karuselového typu na vyrobu sportovni obuvi. Vyrabi podrazky
sportovni obuvi vstfikovanim plastické smési do forem. Na lisu je m paralelnich forem.

Obr. 1. Vstiikovaci lis

Produkce je organizovana tak, Ze ptichozi vyrobni pozadavky jsou povazovany za nezavislé
jednotky. Obuv je balena vzdy po deseti parech stejné velikosti, proto je nutné zabyvat se
vyrobou deseti pari obuvi. Vyrobni zakdzka musi byt zpracovana v celém sortimentu n
velikosti a je pozadovana minimalizace vyrobniho ¢asu a po¢tu vymén forem.

Vymeény forem mohou byt trojiho druhu:

1. Vymeéna je nutna k vyrobé celé produkce s ptihlédnutim k velikosti. PocCet t€chto vymeén je
konstantni a je roven A=n-m.

2. Vyména vyplyvajici z rozdéleni velké davky obuvi stejné velikosti na dvé formy. Pocet
téchto vymeén L je roven poctu velkych davek, které je nutno rozdélit na dvé formy.

3. Vymeény vynucené pierusenim davek. Pocet t€chto vymén P ma byt minimalizovéan.
Celkovy pocet vyimén E=A + L + P.

Problém muze byt formulovan jako rozvrhovaci uloha s paralelnimi procesory s dvéma cili:
minimalizaci délky rozvrhu T a s minimalizaci po¢tu vymén vynucenych pieruSenimi davek P.
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3 ROZVRHOVANI NA VSTRIKOVACIM LISU

V tomto problému budeme pouzivat nasledujici oznaceni:

n  pocet velikosti ve vyrobnim pozadavku,

tj pocet parti obuvi velikosti 1,

N zakazka pro jednu vyrobni dekadu (N= Ztj, i=1,2,...,n),

m pocet mist pro formy na vstfikovacim lisu,

rj prubézny pocet prifazenych parti na procesoru j,

0 tolerance proménné Tin (Tmin délka nejkratsiho rozvrhu).
Produkce musi byt vyrobena v celém sortimentu velikosti. Pro nejcetnéjsi velikosti jsou k
dispozici nejméné dvé formy. Pocet forem pouzivanych pro vyrobu mize byt vétsi nez pocet
velikosti ve vyrobni zakazce.

Minimalni délku rozvrhu muzeme urcit pomoci Mc Naughtonova algoritmu (Mc Naughton,
1961) s tim, ze druhy ¢len v uréeni délky rozvrhu neni nutny vzhledem k moznosti rozdéleni
velkych davek obuvi stejné velikosti na dvé nebo vice forem.

Pocet preruseni je v tomto piipadé maximalni Pygx a je nejvyse roven m -1.

Maximalni délku rozvrhu Tpgx mizeme urcit pomoci heuristického algoritmu pro paralelni
procesory bez ptreruseni davek. V tomto ptipad¢ je ziejmé pocet preruseni P minimalni a je
roven 0.

Samoziejme, T € <Tmin. Tmax> @ P € <0,Pmax>- Pro idedlni feSeni je hodnota P=0 a T=Tyjn.
Obvykle nemohou byt tyto dvé podminky dodrzeny soucasné. Kdyz zvolime vhodnou toleranci
o proménné Tmijn, miZeme redukovat pocet pieruseni davek. Tolerance o je vzdy vyjadiena

jako cely nasobek deseti part obuvi, v rozsahu od 0 do Tmax - Tmin-

Hodnoty T a P uréené touto cestou mohou byt pouzity jako zaklad pro volbu vysledného
rozvrhu.

4 ROZVRH PRO JEDNU DEKADU

Algoritmus pro nalezeni rozvrhu pro jednu dekddu mé nasledujici kroky:

Krok 1. Porovname tj (i= 1, 2, ..., n) S Tyin + o. Jestlize tj >Tmin + o, pak je davka vyrabéna
pomoci dvou forem. Jedna forma vyrobi Tpjn part, druha forma tj-Tpjn. Jinak pouZivame
jednu formu. Poznamename si L.

Krok 2. Vytvotime nerostouci posloupnost (LPT) poctu pari vyrabénych rozdilnymi formami.
a2tz tnp-

Krok 3. V tomto poradi pfifazujeme davky na procesory, které maji piidéleno nejmensi
mnozstvi part obuvi. Kontrolujeme, zda plati rj < Tpjp + 6, jestlize rj > Tjp + &, potom

rozdélime tj na dvé ¢asti (tj = ti(l) + ti(z)) tak, aby ti(l) bylo dokonceno v Ty jp. Jde o pieruseni.
Rozvrhneme tj(1) paréi obuvi na misto j a tj(2) pari piidslime v LPT posloupnosti mezi

nerozvrzené davky. Pokracujeme v tomto procesu, dokud nenarazime na ti(z). Pro ti(z)
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pouzijeme druhou formu (pokud je k dispozici) nebo ptidélime ti(2) na zacatek dekady. Timto
zpusobem pridélime vSechny pary obuvi na mista na vstiikovacim lisu. Poznamename si P.

Nejlepsi moznosti je piedlozit uzivateli celou mnozinu aproximaéné nedominovanych rozvrhi
a on si vybere nejvhodnéjsi rozvrh. Miry substituce piinasi uzivateli uzitecné informace.

Polozime &1 = 0, T1 = Tppin a vypo¢teme pomoci heuristické procedury prvni aproximaéné
nedominovany rozvrh R1. Pocet aproxima¢né nedominovanych rozvrhii bude roven s=L + P
+1.

Ostatni aproxima¢né nedominované rozvrhy Rk, k = 2, 3, ..., S jsou vypolteny pomoci
heuristické procedury s hodnotami

S = min [ pik-1(2), t%1(2)1, Tk = Tmin + &

kde pik'1(2) je pocet para vyrobenych na druhé formé v ptedchozim rozvrhu Rg_1 , tik'1(2) je
pocet pari druhé ¢asti davky vytvorené pii pferuSeni v predchozim rozvrhu Rg_1 .

5 PRIPADOVA STUDIE

Data pro tuto studii jsou pfevzata z readlného zadani ulohy.

Velikost 250 [ 255 |260 |265 [270 |275 (280 |285 |290 [295 |300 (310
Pocet forem |1 1 1 2 2 3 2 2 1 1 1 1
ti 600 {600 {800 |900 [1200 |1070 [970 |570 |280 [150 |40 20

Tab. 1. Zaddni ulohy

N =7200, m=7,n=12, Tyjn = 1030 (zaokrouhleno na desitky part), A=n-m=5.
PouZijeme navrZeny postup pro rozvrzeni vyroby:
Polozime 6 =0, Tyjn = 1030 a vypocteme:
1. [270]-1200 rozd¢lime na dvé formy - [270-1]-1030
[270-2]-170
[275]-1070 rozd¢lime na dvé formy - [275-1]-1030
[275-2]-40
L=2
2. LPT posloupnost:
formy | 270-1 275-1 280 265 260 250 255 285 290 270-2 295300 275-2 310
pocet pari | 1030 1030 970 900 800 600 600 570 280 170 150 40 40 20

Tab. 2. LPT posloupnost
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3. [285]-570 rozde¢lime do dvou ¢asti [285]-430(1)
[285]-140(2)
Zatradime druhou ¢ast davky [285]-140(2) na zacatek dekady na misto 4.
[265]-900 rozdélime do dvou ¢asti [265]-890(1)
[265]- 10(2)
Zatadime druhou ¢ast davky [265]- 10(2) na zaCatek dekaddy na misto 5.
P=2.

Misto |Rozvrh I

1 [270-1]-1030 1030
2 [275-1]-1030 1030
3 [280]-970,[300]- 40,[310]-20 970, 1010, 1030
4 [285]-140(2), [265]-890(1) 140, 1030
5 [260]-800,[270-2]-170,[275-2]-40 800, 970, 1010, 1020

[265]-10(2)

6 [250]-600,[290]-280,[295]-150 600, 880, 1030
7 [255]-600,[285]-430(1) 600, 1030

Tab. 3. Rozvrh na dekddu

T=1030,A=5L=2,P=2,E=09.
Pomoci heuristického algoritmu nalezneme rozvrh Rp:
& = min [ pi%-1(2), ti*-1(2)] = min (170, 40, 140, 10),
T2 =Tmin + 62 =1030 + 10 = 1040
Ap=51L2=2,P2=1Ep=8.

Pro dalsi hodnoty ¢ dostdvame dal$i aproxima¢né nedominované rozvrhy:

Rk b R Tk Ax Lk Px Ex
R1 0 1030 5 2 2 9
R2 10 1040 5 2 1 8
Rs3 40 1070 5 1 1 7
R4 140 1170 5 1 0 6
Rs 170 1200 5 0 0 5

Tab. 4. Nedominované rozvrhy
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6 ZAVER

Navrzeni algoritmu bylo vyvoldno redlnym problémem pro rozvrhovani vyroby sportovni
obuvi na vstiikovacich lisech. Formulace vedla na dvoukriteridlni tlohu rozvrhovani na
paralelnich procesorech s minimalizaci ¢asu dokonceni a soucasné¢ minimalizaci poctu
preruseni. Tato tloha je NP-obtizna. Navrzeny heuristicky algoritmus poskytuje celou mnozinu
nedominovanych feseni. Celd vyroba zakazky je urcena pro jednu dekadu nebo mtize byt ur¢ena
pro nékolik dekdd. V druhém piipad€ je cilem minimalizace ve vSech dekadach odd¢lené.
Algoritmus umoznuje i Gpravy podle redlného zadani problému a je jej mozno vyuzit v fadé
odvétvi, kde se vyskytuji podobné rozvrhovaci ulohy.
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VIACKRITERIALNE ROZHODOVANIE V OBLASTI TEORIE HIER
MULTI-CRITERIAL DECISION MAKING IN GAME THEORY

Dana Figurovd, Zuzana Cickova

Abstrakt

V stcasnosti mozno povazovat’ tedriu hier za vednt disciplinu s pomerne rozsiahlym zaberom
a sirokospektralnym vyuzitim v réznych oblastiach. Modely konfliktnych rozhodovacich
situdcii, v ktorych nie je pripustny vznik koalicie, nazyvame nekooperativnymi hrami.
V opacnom pripade hovorime o kooperativnych alebo koalicnych hrach. Okrem S§tandardnych
konfliktov, v ktorych jednotlivi hra¢i maximalizuja len jedno kritérium (napr. zisk), sa v praxi
vSak Casto stretdvame s takymi situdciami, kedy sa aspon jeden z hracov rozhoduje na zéklade
viacerych kritérii, ktoré chce maximalizovat  sucasne. Prave preto bola do tedrie hier aplikovana
teoria viackriteridlnej optimalizacie a vznikla tak nova tedria viackriteridlnych hier, ktora sa
zaobera hl'adanim rovnovaznych stratégii hier, kedy aspon jeden hra¢ ma viac ako jednu
funkciu platieb. V prispevku sa budeme zaoberat predovsetkym prehladom literatiry a
teoretickému vymedzeniu takéhoto typu hier v pripade kooperativnych hier.

KPucové slova: teoria hier, viackriteridlne rozhodovanie, kooperativne hry

Abstract

Nowadays, the game theory can be considered as a discipline with a relatively wide-ranging
use in various fields. Models of conflicting decision-making situations in which the formation
of a coalition is not permissible are called non-cooperative games. Otherwise, we are
considering about the cooperative or coalition games. In addition to standard conflicts where
individual players maximize only one criterion (e.g. profit), we often in practice encounter
situations where at least one player decides on the basis of multiple criteria that he wants to
maximize at the same time. This is why multi-criterion optimization theory has been applied to
the game theory to create a new multi-criterion game theory that deals with finding equilibrium
game strategies where at least one player has more than one payment function. In the paper, we
will focus primarily on the literature review and theoretical definition of such games in the case
of cooperative and non-cooperative games

Keywords: game theory, multi-criterial decision making, cooperative games

1 UVOD

Teoria rozhodovania zahfiia viacero oblasti, ako je napriklad tedria hier, tedria spolocenského
vyberu, analyza dat a v neposlednom rade viackriterialne rozhodovanie. Ak rozhodovatel
porovnava mozné varianty na zaklade jedného obmedzenia, jedna sa o ulohy jednokriteridlneho
rozhodovania. Tento pristup sa v§ak v praxi prili§ ¢asto nevyuziva a vV realnom svete sa CastejSie
stretneme s ulohami ako je napriklad nasledovna: manazment firmy sa usiluje o taky vyrobny
program, ktorého realizciou by firma maximalizovala trzby, zabezpeCila planovany zisk
spolo¢nosti, zabezpecila poZzadovanu Uroven ndkladov, znizila ekologické dopady vyroby
a pod. Z tohto dovodu sa vyvinulo viackriteridlne rozhodovanie, kde sa jeden rozhodovatel
rozhoduje na zaklade dvoch alebo viac kritérii.
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Vo vSeobecnosti mozno povedat’, ze rieSenie viackriteridlnych problémov je velmi aktudlna
a potrebna zalezitost'. S jednoduchymi problémami tohto typu sa stretdvame aj v beznom
zivote. Naro¢né ulohy, napriklad prave z oblasti okruznych uloh, rieSia najma firmy v sektore
logistiky. Oproti jednokriterialnemu, viackriteridlne rozhodovaniu umoznuje najst vhodné
kompromisné rieSenie, ktoré zohl'adiiuje viacero obmedzeni alebo kritérii, ked’ze v problémoch
tohto typu castokrat nie je jedine¢né rieSenie, ktoré by mohlo extremalizovat’ vsetky ciele
stcasne.

Viackriteridlna optimalizacia je velmi aktudlnym a doélezitym optimalizaénym nastrojom,
ked’ze v mnohych realnych aplikaciach existuje viac ako jedno kritérium, ktoré treba zohl'adnit’
pre zhodnotenie kvality moznych rieSeni. Historicky prvy pokus 0 odvodenie spravania sa
hracov v strategickej situacii ma na svedomi franctzsky filozof, ekonom a matematik A.
Cournot (1838). Vo svojom diele ,, Vyskumy o matematickych principoch teérie bohatstva“ sa
zaobera podrobnou analyzou monopolu, skuma vplyv réznych foriem dani a poplatkov na
prijem vyrobcov a zakaznikov. V praci pojednava aj o duopoloch a oligopoloch a prezentuje
rieSenie, ktoré je obmedzenou verziou ,Nashovej rovnovahy“. Cournot zostavil prvy
matematicky model oligopolu, ktory z pohl'adu teodrie hier predstavuje nekooperativnu hru
s nekone¢nym poctom stratégii. V roku 1953 publikoval L.S. Shapley svoju studiu, v ktorej
prezentoval d’alSie vysledky k tedrii hier, ako napr. analyzy modelov volieb, stochastickych
hier a pod. V pripade viackriteridlneho rozsirenia teoérie hier bol po prvykrat predstaveny
koncept D. Blackwella (1956). Shapley (1959) neskor predstavil koncept hl'adania
rovnovaznych bodov, z ktorych potom vychddzali d’alsi autori, ktory sa zacali orientovat’ na
hry s viacerymi kritériami. L.S. Shapley bol vel'mi d6lezitou postavou v tedrii viackriterialnych
hier.

V dal$ich rokoch sa zdujem autorov presunul od nekooperativnych viackriterialnych hier ku
kooperativnym. Nekooperativne hry, v ktorych hra¢i nemdzu spolupracovat’ medzi sebou,
rozpracovali autori M. Zeleny (1976) a H.W. Corley (1985). Autori F. R. Fernandeze a J. Puerta
(1998) predstavili viackriteridlne cielové hry. V literatire moézeme ndjst’ viaceré¢ koncepty
rieSenia viackriteridlnych hier s vyuZzitim priradenia véh jednotlivym kritériam kazdého hraca.
Koncept skalarizovania po prvykrat predstavil L. Krus a P. Bronisz (1994), na zaklade ktorého
sa potom Studovali Paretove rovnovazne body. Ziskanie potrebnych vah v praxi vS§ak moze byt’
pomerne zlozitym problémom, pretoZe Casto nemame dostatok informacii, pripadne zdrojov,
aby sme mohli jednotlivych kritéridm priradit’ dolezitost’.

Daldim pristupom k rieSeniu viackriterialnych nekooperativnych hier rozpracoval M.
Voorneveld (2000), ktory definoval idealne rovnovazne body. Jedna sa o tak(i kombinaciu
stratégii, ktorti musi dodrzat’ kazdy hra¢, inak si v nejakom kritériu nutne pohorsi a v Ziadnom
nepolepsi. Nevyhodou tohto konceptu je fakt, Ze tieto idedlne rovnovazne body zvycajne
neexistuju. Ini moznost rieSenia ponukli P. Borm, D. Vermeulen, M. Voorneveld (2003), ktori
na rieSenie viackriteridlnych uloh dvoch hracov vyuzivaja graficku metoddu, z ktorych jeden ma
maximalne dve kritéria. Toto rieSenie sice najde kompletni mnozinu rovnovaznych bodov,
avSak sa da aplikovat’ len na uzku mnoZinu hier.

Kooperativnym viackriteridlnym hram sa venovalo ovel’a menej autorov ako nekooperativnym.
Mozeme spomenut’ pracu K. Bergstressera a P.L. Yu (1977), ktori sa venuju viackriteridlnym
hram n-hracov, pripadne pracu M. Linda (1996) skamajuci kooperativhu tedriu hier
a viackriteridlne rozhodovanie. Na tieto prace neskdr nadvizuji M. Voorneveld a C. G. A. M.
Van de Noweland (1998), ktori vo svojom ¢lanku rozoberaji  hry s dvoma
kritériami — jedno je verejné, v ktorom maju vSetci hraci rovnaka hodnotu a jedno stikromné,
ktoré ma kazdy hrac¢ vlastné. V nedavnej $tadii predstavili L. Monroy a L. Fernandez (2011)
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Shapley - Shubikov index pre viackriterialne hry. Samotnej ekonomickej aplikacii
viackriteridlnych hier sa venoval J. Roemer (2005).

Aj v sucasnosti sa tedria hier nad’alej vyvija, implementuje sa do bezného zivota a nachadza si
svoje nové uplatnenia. Ako priklad nam poslizi praca americkych ekonémov Alvina Rotha a
Lloyda Shapleya, ktori ziskali Nobelovu cenu za ekondémiu v roku 2012 za teoériu stabilnych
trhovych alokacii a praktickych ndvrhov optimélnej podoby trhov (Goga, 2013). Roth nadviazal
na vyskum Shapleyho a spolo¢ne tak prisli nato, Ze ekonomike sa dari viac, ked’ sa medzi jej
prvkami tvoria stabilné dvojice. Obmedzi sa tak moznost’ manipuldcie a trhy zacna lepsie
fungovat.

2 VIACKRITERIALNE ROZHODOVANIE V KOOPERATIVNYCH
HRACH

Kooperativnym viackriterialnym hrdm bol v sui¢asnom vyskume autorov venovany omnoho
mensi priestor nez hrdm nekooperativnym. Jednym z mala ¢lankov venujicim sa problematike
hl'adania rieSenia v kooperativnej viackriteridlnej hre je ¢lanok (Hinojosa a kol., 2005), ktory
vyuziva Rawslov princip maxminu pre rozdelenie vyhry v koalicii. V nadviznosti na dopravné
ulohy mdézeme konStatovat’, Ze Vo vseobecnosti predstavuju prepravné ndklady velka cast
prevadzkovych nakladov spolocnosti a prave jednym z rieSeni na zniZenie takychto nakladov
je spolupraca medzi jednotlivymi logistickymi spolo¢nostami. V zavislosti od skimanej tlohy
potom mozno pouzit’ viacero typov optimalizacnych kritérii napr. minimalizacia fixnych
nakladov (napr. minimalizacia poctu pouzitych vozidiel), pripadne minimalizacia variabilnej
zlozky (napr. minimalizacia celkovej najazdenej vzdialenosti alebo celkového ¢asu potrebného
na prepravu napr. z dovodu velkosti mzdy vodica alebo s cielom eliminovat penale za
neobsluzenie uzla). Hasani a Tavakkoli-Moghaddam (2012) sktimali dopravna tulohu s
kapacitnym ohranic¢enim v pripade viackriteridlneho rozhodovania, aby sa urcili najlepsie trasy
vozidiel a optimalny pocet pouzitych vozidiel. Niekolko vyskumnikov prijalo CGT
(Cooperative Game Theory) ako model spolupréace logistickych firiem, napr. Lozano (2013)
uviedol matematicky model pre vycislenie benefitov vyplyvajicich zo zli€enia transportnych
poziadaviek rozli€nych firiem. Dokazal, Ze dochadza k zniZeniu spolocnych prepravnych
nakladov prave z ddvodu pouzitia viacsSich alebo viacerych vozidiel azvySeného poctu
pripojenych ciest. Montoya a kol. (2015) predstavili aplny prehl'ad vedeckej literatury tykajice;j
sa okruznej ulohy s viacerymi strediskami, kde komplexne analyzovali jednokriteridlnu a
viackriterialnu okruznu lohu a algoritmy ich rieSenia.

Okruzné ulohy teda ponukaji moznost’ zohl'adnenia viacerych obmedzeni, pricom kazdé z
obmedzeni zvy€ajne komplikuje moZnosti rieSenia ulohy, ale sucasne priblizuje uvazované
matematické modely poziadavkam praxe a tym zvySuje ich vyuzitelnost. Spominané
obmedzenia v praxi moézeme formulovat’ a chapat’ ako kritéria. Ak chceme optimalizovat’
nejaké obmedzenie a v danej oblasti tlohu maximalizovat’ alebo minimalizovat, dané
obmedzenie sa automaticky stava kritériom. NajcastejSie sa uvazuje s nasledujicimi
obmedzeniami v oblasti viackriterialnych okruznych tloh:

e ohranicenia tykajlice sa dopravnych prostriedkov
e ohranicenia tykajuce sa obsluznych uzlov
e ohraniCenia tykajuce sa inych faktorov

Vzhladom k viacerym kritériam (Casto protichodnym), pojem optimdlne rieSenie vo
viackriteridlnych tlohach vo v§eobecnosti neexistuje a moze byt nahradeny pojmom efektivne,
alebo kompromisné rieSenie. Metody viackriterialneho rozhodovania vo vSeobecnosti
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predstavuju sthrn pravidiel a postupov, ktoré moézu byt pouzité k najdeniu a prijatiu
najlepSicho rieSenia. Termin viackriteridlny pristup sa vyvinul v oblasti vyvojovej
multikriterialnej optimalizacie (Evolutionary Multi-Criterion Optimalization -EMO). Tento
pristup transformuje problém s jednym ciel'om na ,,multikriteridlny* problém.

Pre kooperativne viackriterialne hry je situacia komplikovana, pretoze hraci sa mézu dohodnut’
na volbach stratégii, aby mali svoje vyplatné funkcie ¢o najvyssie, avSak obvykle maju
jednotlivi hrac¢i odlisné preferencie. Budeme napriklad uvazovat’, Ze hraci maja dve vyplatné
funkcie a jeden z hraGov moéze preferovat’ viac prva vyplatna funkciu, druhy hra¢ méze viacej
preferovat’ druha vyplatni funkciu, zatial’ ¢o treti hra¢ chce maximalizovat’ obe funkcie a nie
je ochotny sa vzdat’ zisku v prvej vyplatnej funkcie v prospech zisku v druhej vyplatnej funkcie
¢1 naopak. Ukédzeme si definiciu viackriterialnej kooperativnej hry.

Definicia 2.1. Viackriterialna kooperativna hra je dvojica (P, v), kde
P={12,..,n} (D

je mnozina hracov, n € N predstavuje pocet hracov. Neprazdna podmnoZzina S € P mnoZziny
hracov sa nazyva koalicia. Charakteristickd funkcia hry

v:S > R™ 2)

prirad’uje akejkol'vek koalicii S € P vyhru v(S) € R™,m € N predstavuje pocet kritérii.
Vyhru v t-tom kritériu ozna¢ime ako v*(S).

Vo viackriteridlnej kooperativnej hre hraci rovnako ako v tej jednokriteridlnej vytvaraju
koalicie tak, aby si zaistili ¢o najvyssi zisk. Rozdiel je vSak v tom, Ze tento zisk je vyjadrovany
vektorom.

3 ZAVER

Teoria viackriteridlnych hier je Specidlnou oblastou tedrie hier, ktora je povazovana za relativne
mladt vednu disciplinu. V pripade rieSenia kooperativnych viackriteridlnych hier je situacia
komplikovanejsia ako pri rieSeni nekooperativnych hier, pretoZe hraci sa moézu dohodnut’ na
vol'be stratégii tak, aby svoje funkcie platieb mali o najvyssie, avSak problémom je, Ze
zvyCajne maju jednotlivi hraci odlisné preferencie. Mnoho autorov sa venovalo
viackriterialnemu rozhodovaniu v oblasti tedrie hier. V tomto prispevku sme prezentovali
pripad viackriteridlnej optimalizacie v kooperativnej hre. Zohl'adnenie viacerych obmedzeni
(kritérii) zvyc€ajne komplikuje moZnosti rieSenia Ulohy, ale stcasne priblizuje uvazované
matematické modely poZiadavkam praxe a tym zvySuje ich vyuZiteInost'.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0351/17 Aplikacia
vybranych modelov teorie hier pri rieSeni niektorych ekonomickych problémov Slovenska.
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SPATIAL PANEL DATA MODELS AND ESTIMATION POSSIBILITIES
INR

PRIESTOROVE MODELY PANELOVYCH DAT A MOZNOSTI ICH
ODHADU V R

Andrea Furkova

Abstract

The spatial panel data as a field of econometrics has exhibited a growing interest and
methodological progress. The paper deals with the problem of spatial panel data models and
their estimation possibilities in R studio. We implemented spml function from splm R package
in order to point out to estimation possibilities of such specific econometric models. We
described the spml implementation of the fixed (random) effects spatial lag (error) models
based on the Munell’s dataset and production function specification.

Keywords: Spatial Panel Data Model, SAR model, SEM model, R package spml

Abstrakt

Priestorové panelové udaje ako oblast ekonometrie zaznamendavajii rastici zaujem a
metodologicky rozvoj. Prispevok sa zaobera problematikou priestorovych modelov panelovych
dat a ich odhadom v §tadiu R. Implementovali sme spml funkciu z balika splm R, aby sme
poukézali na moznosti odhadu takychto Specifickych ekonometrickych modelov. Popisali sme
spml implementaciu priestorového lag (error) modelu s fixnym (ndhodnym) efektom na
Munellovom datovom subore a Munellovej Specifikacii produkénej funkcie.

KUlucové slova: Priestorové modely panelovych dat, SAR model, SEM model, R balicek spml

1 INTRODUCTION

The analysis of spatial panel data is a field of econometrics that has exhibited a growing interest
and methodological progress. Standard panel data refers to a cross section of observations
observed over several time periods. In spatial context, the observations are associated with
particular position in space (spatial unit). We distinguish data observed at point locations (e.g.
housing data, firm data) or areal data (e.g. states or regions). In both cases, the spatial structure
between each pair of spatial units must be represented by means of a spatial weight matrix W.
Recent contributions regarding spatial panel data methodology include e.g. Debarsy and Ertur
(2010), Elhorst (2010a), Elhorst et al. (2010), Pesaran and Tosetti (2011). However, empirical
applications are sparse due to lack of readily available software. Some exceptions for
procedures for estimating spatial panel data models include the MATLAB functions (Elhorst,
2011), the Stata code (Kapoor et al. 2007) or R package splm (Millo and Piras, 2012).

The aim of the paper is to present estimation possibilities of spatial panel data models in R
package splm. Maximum likelihood (ML) implementation will be illustrated based on the
spatial panel fixed effects (FE) and random effects (RE) models.

The study is organized as follows: section 2 deals with main theoretical issues concerning the
spatial panel data methodology, section 3 presents ML estimations in R and the paper closes
with concluding remarks.
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2 BRIEF METHODOLOGICAL BACKGROUNDS - SPATIAL

PANEL DATA MODELS

In this section we deal with selected methodological issues for spatial panel data models
supposing, the reader is familiar with the issues of spatial econometric models for cross
sectional data and their estimation as well. Let us denote i as is an index for the cross-sectional
dimension (spatial units) and t as is an index for the time dimension. We assume balanced
panels. Before formulating spatial panel data models, let us consider a simple pooled linear
regression model without spatial interaction effects (Elhorst, 2010b; Furkova, 2013):

Vi =XuB+ 14 + & i=1.,N t=1..T (1)
where
Y, IS an observation on the dependent variable at i and t,
X, is an 1xK (K is a number of explanatory variables) row vector of observations on the
independent variables,
B isa Kxlvector of unknown parameters,

Ey ~ iid(O,O'Z) is an error term for i and t,
4, 1s a spatial specific effect.

Specific effects control for all time-invariant variables whose omission could bias the estimates
in a typical cross-sectional study. If s, is assumed not to be correlated with observed x’s then
we can absorb it into the disturbance term what results to the model with random effects (RE).
On the other hand, if g is correlated with observed X’s, then we cannot absorb it into
disturbance term because it would induce correlation between errors and regressors. This results
to the model with fixed effects (FE).

From spatial point of view, the model may contain a spatially lagged dependent variable or
spatial autoregressive process in the error term, known as the spatial lag or spatial
autoregressive model (SAR) and the spatial error model (SEM), respectively. Of course,
interaction between spatial units can be specified even more complicated than it is specified in
SAR or SEM models (see e.g. Anselin and Rey, 2014) but we will only deal with the estimation
of SAR and SEM panel data extensions.

When we adopt fixed effect assumption concerning 2 and we assume spatial lag dependence,

then SAR model (for cross section version of this model see e.g. Anselin and Rey, 2014 or
Chocholata, 2017) can be extended for panel data:

N
Vi =AD W, Y HX B+ a4 + & i=1.,N t=1..,T )
-1

where A is called the spatial autoregressive coefficient, ;is a fixed effect and wj; is an

element of a spatial weights of matrix W describing the arrangement of spatial units (the
problems of specification and construction of this matrix can be found e. g. in Anselin and Rey,
2014).

If 4 is assumed not to be correlated with observed x’s (random effect assumption) then we

can absorb it into the disturbance term and resulting spatial SAR model for panel data can be
written:
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N
Yie = A Wy Yy HXiB+U; .
' ,Z_ll S i=1.,N t=1..,T ©)
Ui = 4 + &
where 4, w; are defined before and 4 is now a random effect.

The spatial error model, on the other hand, posits that the dependent variable depends on a set
of observed local characteristics and that the error terms are correlated across space. SEM
model (for cross section version of this model see e.g. Anselin and Rey, 2014) for panel data
with fixed effects can be formulated as follows:

Yiie =XiB+ 14 + &

N i=1..,N t=1..,T 4)
& = PO Wy HIy
j=1

where &, reflects the spatially autocorrelated error term and p is called the spatial
autocorrelation coefficient, and remaining terms were defined before.

And finally SEM model for panel data with random effects is defined as follows:
Yie = XiB+ Uy
Uy, = 24 + & i=1..,N t=1.,T (5)

N
Ep = pzwijgit it
=1

Two main approaches have been suggested in the literature to estimate models (cross sectional
and panel data) that include spatial interaction effects, one is based on the maximum likelihood
(ML) principle and the other on instrumental variables or generalized method of moments
(IV/IGMM) techniques. The problem of parameter estimation, specific effect selection and
testing of presented spatial panel data models is very extensive and convenient for single studies
(for more details see e.g. Anselin and Rey, 2014).

3 SPATIAL PANEL DATA MODELS - ESTIMATION

PROCEDURES INR

The R package splm (available from the Comprehensive R Archive Network at https://cran.r-
project.org/web/packages/splm/index.html) provides consistent tool for estimating and testing
various spatial panel data models. Package as usual, must be installed by command
“install.packages(splm) and then must be loaded at the beginning of each session by command
library(splm). Also, the plm package (Croissant and Millo, 2008) for non-spatial panel models
must be also loaded. The working data set must contain the necessary pair of indices related to
spatial units (the first column of the dataset) and time (the second column of the dataset). Of
course, spatial positions of units must be also defined in the same way as for cross sectional
spatial estimation. Two main functions which are involved in splm package are spml (for
estimation spatial panel model by ML) and spgm (for estimation spatial panel model by GMM).
In this section we will illustrate ML estimation functionalities using Munnell s built-in dataset
(Munnell, 1990) on public capital productivity in 48 US states observed over 17 years (available
in R in the spIm or Ecdat package). A contiguity spatial weights matrix for the 48 US states is
also included in the splm package (usaww). The data set can be loaded (e.g. from plm package)
through the command:

R>data("Produc”, package = "plm")
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R>data("usaww")

Munnell (1990) specified a Cobb-Douglas production function that relates the gross social
product (gsp) of a given state to the input of public capital (pcap), private capital (pc), labor
(emp) and state unemployment rate (unemp) added to capture business cycle effects (Millo and
Piras, 2012). The model formula is defined as follows:

R>fm <- log(gsp) ~ log(pcap) + log(pc) + log(emp) + unemp

ML estimation of both random and fixed effects spatial models are implemented within the
same framework. The spml is the general wrapper function and the argument model controls
the specification:

spml(formula, data, index=NULL, listw, listw2=listw, na.action,
model=c("within","random","pooling"), effect=c("individual”,"time","twoways"),
lag=FALSE, spatial.error=c("b","kkp","none")

Arguments of the function are exactly described in splm package. In accordance with the syntax
in pIm, model takes up the value "within" for fixed effects, "random™ for random effects, and
"pooling" for no effects. The spatial structure is specified by combining the logical arguments
lag (that, if true, adds a spatial autoregressive term in the dependent variable) and spatial.error.
This last argument takes three possible values: "b" (“Baltagi”), "kkp" (“Kapoor, Kelejian and
Prucha”) and "none" for no spatial error correlation for the model specification in (5). It is
necessary to mention that the spatial weighting matrix (usaww) is standardized and it must be
transformed into weights list object (listw object) through “mat2listw” function from spdep
package.

Next, we illustrate estimation of models defined in (2) -(5) based on the Munnell’s dataset and
model specification. The corresponding estimation results (see table 1 and 2) can be obtained
through the following codes:

Fixed effects spatial lag (SAR) model (FE lag):

> spml(fm, data = Produc, listw = mat2listw(usaww), model="within", spatial.error="n",lag=
TRUE)

Fixed effects spatial error (SEM) model (FE error):

> spml(fm, data = Produc, listw = mat2listw(usaww), model="within", spatial.error="b")
Random effects spatial lag (SAR) model (FE lag):

>spml(fm, data = Produc, listw = mat2listw(usaww),model="random", spatial.error="n", lag
= TRUE)

Random effects spatial error (SEM) model (RE error):

>spml(fm, data = Produc, listw = mat2listw(usaww), model="random", spatial.error="b")
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Table 1: Estimated coefficients and t statistics, spatial lag and spatial error models with fixed
effects

Coefficient t statistic
estimate
FE lag A 0.274689*** 11.681
log(pcap) -0.0465819 -1.8309
log(pc) 0.1874325*** 8.1336
log(emp) 0.6250902*** 21.0437
unemp -0.0044816*** -5.1792
FEerror P 0.557401*** 16.853
log(pcap) 0.0051438 0.2057
log(pc) 0.2053026*** 8.12
log(emp) 0.7822540%*** 28.1328
unemp -0.0022317* -2.0839

Source: own calculations in R studio

Table 2: Estimated coefficients and t statistics, spatial lag and spatial error models with
random effects.

Coefficient t statistic
estimate
RE lag A 0.161615*** 5.554
constant 1.65814995*** 11.0016
log(pcap) 0.01294505 0.5190
log(pc) 0.22555376*** 10.4258
log(emp) 0.67081075*** 25.3892
unemp -0.00579716*** -6.5009
REerror P 0.53888*** 15.9855
constant 2.3868275*** 17.1246
log(pcap) 0.0424138 1.9102
log(pc) 0.2418396*** 11.9196
log(emp) 0.7423454*** 30.4164
unemp -0.0034279** -3.2295

Source: own calculations in R studio

4 CONCLUSION

In this paper we dealt with the problem of spatial panel data models and their estimation
possibilities in R studio. We implemented spml function from splm R package in order to point
out to estimation possibilities of such specific econometric models. We described the spml
implementation of the fixed (random) effects spatial lag (error) models based on the Munell's
dataset and production function specification. With regard to the scope of the paper we did not
devote to spgm function for estimation spatial panel models by GMM nor other useful functions
such spatial Hausman test or Lagrange Multiplier tests for spatial panel data.

Acknowledgements: This work was supported by the Grant Agency of Slovak Republic —

VEGA grant no. 1/0248/17 ,, Analysis of regional disparities in the EU based on spatial
econometric approaches “.

33



References

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

ANSELIN, L. - REY, S. J. 2014. Modern Spatial Econometrics in Practice. GeoDa
Press LLC, Chicago.

CHOCHOLATA, M. 2017. Analyza mzdovych disparit v okresoch Slovenska v
obdobi 2001-2015. In: AIESA — Building of Society based on Knowledge (17th
International Scientific conference). [online] Bratislava: Letra Edu, pp. 316-326.
Available at: https://fhi.euba.sk/www_write/files/veda-
vyskum/konferencie/aiesa/AIESA_2017/AIESA_2017__cely_zbornik.pdf [Accessed
20 Feb. 2018].

CROISSANT, Y. — MILLO, G. 2008. Panel Data Econometrics in R: The plm
Package. Journal of Statistical Software, 27(2), pp. 1-43.

DEBARSY, N. — ERTUR, C. 2010. Testing for Spatial Autocorrelation in a Fixed
Effects Panel Data Model. Regional Science and Urban Economics, 40, pp. 453-470.
ELHORST, J.P. 2010a. Dynamic Panels with Endogenous Interactions Effects when
T Is Small. Regional Science and Urban Economics, 40, pp. 272-282.

ELHORST, J.P. 2010b. Spatial Panel Data Models. In Fisher, M.M. —Getis, A. 2010.
Handbook of Applied Spatial Analysis, Software Tools, Methods and Applications.
Berlin Heidelberg: Springer-Verlag. pp. 377-407.

ELHORST, J.P.— PIRAS, G. - ARBIA, G. 2010. Growth and Convergence in a Multi-
Regional Model with Space-Time Dynamics. Geographical Analysis, 42, pp. 338-355.
ELHORST, J.P. 2011. MATLAB Software to Estimate Spatial Panels. International
Regional Science Review, 37(3), pp. 1-22.

FURKOVA, A. 2013. Spatial dependence econometrics models, Ekonomika a
informatika, 11(2), pp. 41-52.

KAPOOR, M. — KELEJIAN, H.H. — PRUCHA, I.R. 2007. Panel Data Model with
Spatially Correlated Error Components. Journal of Econometrics, 140(1), pp. 97-130.
MILLO, G. — PIRAS, G. 2012. splm: Spatial Panel Data Models in R. Journal of
Statistical Software, 47(1), pp. 1-38.

MUNNELL, A. 1990. Why Has Productivity Growth Declined? Productivity and
Public Investment. New England Economic Review, 30, pp. 3-22.

PESARAN, H.M. — TOSETTI, E. 2011. Large Panels with Common Factors and
Spatial Correlations. Journal of Econometrics, 161(2), 182 -202.

The R package spim. Available at: https://cran.r-
project.org/web/packages/spIm/index.html [Accessed 20 Jan. 2019].

Author’s address

doc. Ing. Andrea Furkové PhD.

University of Economics in Bratislava, Faculty of Economic Informatics, Department of
Operations research and Econometrics

Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Slovak Republic

Email: andrea.furkova@euba.sk

34


https://fhi.euba.sk/www_write/files/veda-vyskum/konferencie/aiesa/AIESA_2017/AIESA_2017__cely_zbornik.pdf
https://fhi.euba.sk/www_write/files/veda-vyskum/konferencie/aiesa/AIESA_2017/AIESA_2017__cely_zbornik.pdf
https://www.researchgate.net/journal/0160-0176_International_Regional_Science_Review
https://www.researchgate.net/journal/0160-0176_International_Regional_Science_Review
https://cran.r-project.org/web/packages/splm/index.html
https://cran.r-project.org/web/packages/splm/index.html
mailto:andrea.furkova@euba.sk

PREDIKCIA TVORBY RADU
A OPTIMALIZACIA POCTU OTVORENYCH POKLADNI

QUEUE PREDICTION AND CASHIERS COUNT OPTIMIZATION

Pavel GeZik

Abstrakt

Prispevok poskytuje zakladné predpoklady a principy, ktoré moézu efektivne ovplyvnit
planovanie potreby otvorenych pokladni v maloobchodnych prevadzkach typu FMCG. Su
v nom definované zakladné vztahy riadenia radov a mozné predikcie stvisiace s eliminaciou
radov pri pokladniach.

Prispevok popisuje stanovenie mnozstva prichadzajicich zakaznikov k pokladniam ana
zaklade tohto poctu vypocet potrebného mnozstva pokladni. Nasledne poskytuje nastroj na
optimalizaciu pocétu otvorenych pokladni s ohPadom na obmedzenia spojené s procesmi
obsluhy. Spominané principy st popisané vseobecne s uvedenim Specifik, ktoré je nutné
zohladnit’ pri ich moZnej aplikécii.

KPucové slova: teoria radov, predikcia navstev obchodu, optimalny pocet pokladni

Abstract

The paper provides the basic assumptions and principles that can have an effective influence
on the planning of needs of open cashiers in FMCG-type stores. There are basic equations of
gueue management and possible predictions related to the elimination of queues at cash desks.

The paper describes the determination of the number of incoming customers to the cash
desks. There is a calculation of the required amount of cash desks based on the number of
incoming customers. There is also a tool to optimize the number of open cash desks with
regard to the limitations associated with processes of services of cash desks. These principles
are described in general with a set of the specificities which has to be taken into consideration
in their application.

Keywords: Queue Theory, Prediction of Store Visits, Optimal Cashiers Count

1 UVOD

Prispevok poskytuje zakladné predpoklady a principy, ktoré modzu efektivne ovplyvnit
planovanie  potreby otvorenych pokladni azarovein predpoklad tvorby radu
vV maloobchodnych prevadzkach typu FMCG. Na trhu je mnoZstvo maloobchodnych
prevadzok typu FMCG a vicSina z nich je st€astou niektorého z nadnarodnych retazcov.
Prave tento fakt ovplyviluje mnoZstvo aspektov v ramci prevadzky, ponukaného sortimentu,
cenotvorby, marketingu atd. V savislosti s tymito aspektmi je naro¢né spravne definovat
konkuren¢né vyhody, resp. faktory, ktoré ovplyvnia zakaznika pre vyber danej prevadzky.

Jeden z kl'icovych faktorov je ale Cakanie zakaznika v rade pri pokladni, kedze v danom
segmente je samoobsluzny nakup s naslednou thradou nékupu pri pokladni najcastejsi typ
nakupu, typicky pre vac¢sinu maloobchodov, a v principe pre vSetky retazce. Z toho dévodu je
prave optimalizacia v tejto oblasti jedna z najdodlezitejSich uloh spojenych s riadenim
prevadzky, ktorej rieSenie moze poskytnit’ istu konkurenéna vyhodu.
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Retazce maju Casto zavedené isté¢ pravidla, ktoré su spojené s obsluhou zakaznikov. Tieto
pravidla, okrem iného, popisuju spravanie sa pokladnika, ale aj spravanie sa manazmentu,
spojené s ¢akanim zakaznika pri pokladni. Pod tvorbou radu sa teda na ucely tohto prispevku
rozumie situacia, kedy sa pri pokladni nahromadi viac zdkaznikov c¢akajucich na uhradu ich
nakup.

Jedno z tychto pravidiel hovori o pocte ¢akajtcich zakaznikov. Toto pravidlo je Casto spojené
s vysokou prioritou a moze zniet’ napr. ,,v pripade viac ako troch ¢akajucich otvor d’alSiu
pokladniu®.

Prispevok riesi prave spominany princip riadenia @ moznosti ako splnit’ toto pravidlo bez
vzniku dlhsieho radu, teda viac ako napr. spominanych troch zakaznikov alebo bez otvorenia
zbytoCne velkého mmnozstva pokladni, nakolko obe tieto situdcie st pre maloobchod
neziaduce.

2 PREDIKCIA TVORBY RADU

Zakladnym nastrojom na zamedzenie ¢akania zakaznikov v rade je predikcia tvorby radu,
resp. predikcia adekvatneho poctu otvorenych pokladni. Samotna predikcia tvorby radu je
vysledny vyraz, nakolko samotnym cielom tejto predikcie je urenie mnozstva zédkaznikov
prichadzajtcich k pokladniam v ur¢itom case.

2.1 Tvorbaradu

Vo vseobecnosti je jednoduché definovat’ situdciu, kedy vznika rad. Rad vznika prave vtedy,
ak Kk pokladniam prichadza vaésie mnozstvo zakaznikov ako je pocet pokladni. Ak je
mnozstvo prichadzajucich zakaznikov rozpocitané na pocet otvorenych pokladni v danom
Case je mozné ziskat' hodnotu priemerného poctu ¢akajucich zakaznikov AQ, teda vztah (1).
AQ hovori 0 tvorbe radu, resp. jeho hodnota méze byt’ porovnana so stanovenou hranicou e
(edge). Ak nie je hranica stanovena, tak v§eobecne plati, Ze rad vznika pri AQ > 1, teda e = 1.

C/ICD = AQ (1)
C - pocet prichadzajucich zakaznikov (Customers)
CD - pocet otvorenych pokladni v danom ¢ase (CashDesks)
AQ - priemerny pocet ¢akajucich zakaznikov (AverageQueue)

Priemerny pocet ¢akajucich zakaznikov je hodnota, ktord hovori vSeobecne o celej prevadzke.
Tato hodnota eSte nemusi byt spajand so spominanymi pravidlami, tie sa zvac¢Sa viazu az
na hodnoty pre jednotlivé pokladne i, z celkového mnozstva pokladni na prevadzke n
(i=1, 2, ... n). Pre jednotlivé pokladne mozno teda stanovit’ Qi - pocet ¢akajucich zakaznikov
(Queue) vo vztahu k stanovej hranici. Napr. prave pravidlo, ktoré bolo vyssie uvedené ako
priklad by mohlo vyzerat’: ak l'ubovolné Q; > 3, kedy i = 1, 2, ... n, tak otvor d’als$iu pokladnu.

Dan¢ pravidlo ale mozno generalizovat’ za predpokladu, ze zékaznici Sa spravaji racionalne
a Vv pripade prichodu k pokladniam vzdy obsadzuji pokladiiu, ktord ma najmenej ¢akajucich
zakaznikov. Vtedy mozno vztah (1) upravit’ a ziskat’ tak vztah, ktory hovori o vzniku radu
ak:

C>eCD @)

Alebo vztah, ktory hovori o tom, aky je potrebny pocet otvorenych pokladni v danom case
NCD (NeedeCashDesks):

NCD =Cle (3)
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2.2 Predikcia prichadzajucich zakaznikov k pokladni

Z predchadzajucich vztahov je zrejme, ze predikcia tvorby radu je v principe predikcia
prichadzajucich zakaznikov k pokladniam v urcitom ¢ase a naslednom ur¢eni potrebného
mnozstva obsluznych kanalov. Spdsoby, ako predpokladat’, resp. robit’ odhad prichaddzajiacich
zékaznikov su rozne a najmé dané Specifikami retazca alebo daného typu maloobchodu, ¢i
Specifikami prevadzky. NajcCastejSie sa ale tieto odhady robia kritkodobo na zaklade
prichadzajucich zakaznikov do maloobchodnej prevadzky.

Prave v suvislosti s prichodom zékaznikov je nutné¢ spomenut’ pocitanie zakaznikov, resp.
vhodnej$ie oznacenie je pocCitanie navstev. Pocitanie je spojené s pocitadlom, teda zariadenim,
ktoré umoznuje zistitt pocet navsStev prevadzky. Pravé na zdklade informécie moze
manazment prevadzky urCit’ potrebny pocet otvorenych pokladni.

Uvedeny sposob umoziuje jednoducho predikovat’ prichadzajicich zakaznikov k pokladniam
za predpokladu poznania ¢asu pobytu v prevadzke ST (ShoppingTime). Cas pobytu v
prevadzke mozno urcit ako ¢as medzi okamihom prichodu zakaznika do prevadzky
a okamihom odchodu zakaznika z prevadzky. Ako bolo spomenuté, vhodnejSie je uvadzat
ako entitu navstevu atak je nutné definovat mnozstvo prichadzajucich navstev InV
(IncomingVisits) a mnozstvo odchadzajucich navstev OutV (OutgoingVisits). Informacie
oInV ako aj oOutV poskytuje pocitadlo apo abstrakcii od Specifickych faktoroch
(zal'udnenost’ prevadzky, sezonnost alebo akcie v jednotlivych zoénach, alebo v celej
prevadzke, vicsie mnozstvo navstevnikov v zonach prechodu, resp. v ulickach, naplnenost
pokladni, rychlost’ jednotlivych prechodov pokladnami, atd’.) mozno ur€it’ aj istd strednu
hodnotu ST, resp. odhadnut’ jeho hodnotu.

Pocet prichadzajicich navstev k pokladniam by nasledne vychadzal z rozkladu ST na cas
prechodu prevadzkou (samotny nakup) BT (BrowsingTime) a ¢as Cakania pri pokladni QT
(QueueTime) a teda:

ST=BT+QT 4

Po vyjadreni ¢asu odchodu OutV a naslednom odratani QT by bolo mozné urcit’ ¢as prichodu
k pokladniam a nasledne pocet prichadzajucich navstevnikov k pokladniam. Ak by bol ST
pocas celého dia rovnaky, o je striktne teoreticka situdcia, tak by bolo relativne jednoduché
urcit’ pocet prichadzajucich navstevnikov k pokladniam. Dant situaciu popisuje obrazok 1.

»

\ — prichadzajuce navstevy - odchadzajuce navstevy

pocet navstev

—— L ST

S T .............

»
>

c.as
Obrdzok 1 — priebeh prichodu a odchodu navstevnikov s konstantnym ¢asom pobytu

V praxi je samozrejme ST rézny v jednotlivych okamihoch dna a to nielen v stvislosti s uz
spomenutymi Specifickymi faktormi ale aj v suvislosti s faktom, ze na QT ako sucast ST
prave vplyva pocet otvorenych pokladni. A s touto skutocnostou je spojend optimalizacia
poctu pokladni. Uvedené ilustruje obrazok 2.

37



»
' o

— prichadzajuce navstevy - odchadzajuce navstevy

pocet navstev

e . - ST

>
>

cas

Obrazok 2 — priebeh prichodu a odchodu navstevnikov s roznym ¢asom pobytu

Vychadzajtic z uvedeného jednoduchého odhadu poctu prichadzajacich navstev k pokladniam
mozno vyuzivat aj zlozitejSie metddy, ktoré budi vyuzivat rovnaké principy ako takyto
jednoduchy odhad. Vol'ba jednotlivych metdd je podmienend aj ¢asom, kedy sa predikcia
vykonéva a na zaklade toho mozno predikcie rozdelit na:

e Predikcie v realnom ¢ase, ktoré konstantne vypocitavaji hodnoty jednotlivych ¢asov (BT,
QT), porovnavaju ich s aktualnymi poétami navstev (InV a OutV) a na zaklade aktualnych
hodndt uréuje predpokladany pocet prichadzajicich navstev k pokladniam. Tieto hodnoty
je vhodné doplnat’ o historické hodnoty jednotlivych premennych a porovnavat’ ich s nimi
na spresnenie aktudlneho mozného trendu. Dané hodnoty je vhodné odhadovat’ na zaklade
simulacnych modelov V spojeni s identifikaciou trendov z historickych dat.

e Predikcie na nasledujuce obdobie, ktoré¢ predstavuju rézne odhady na dlhSie obdobie
(napr. na nasledujuci den, tyzden, atd’.) a st vyuzivané pri planovani procesov prevadzky.
Tieto predikcie mézu vychadzat tiez zo simuldcii ale vhodnejSie su ekonometrické
modely, resp. prognézy trendov (napr. ARIMA), kedy sa urcujii progndzy jednotlivych
premennych.

3 OPTIMALIZACIA POCTU OTVORENYCH POKLADNI

Optimalizacia poctu otvorenych pokladni vychadza najmi z predikcie, ktora bola popisana
vysSie ateda sa predpokladd, ze optimalne mnozstvo otvorenych pokladni je také, ktoré na
zamedzi tvorbe radu. Samozrejme, tak by tomu bolo, keby pocet otvorenych pokladni
nepodliehal aj istym obmedzeniam. Ak by manaZment mohol otvarat l'ubovolny pocet
pokladni presne tak ako mu budu prichadzat’ zakaznici, tak by sa rady netvorili a teda by sa
mohlo zdat, Ze sa jednd o optimalny stav, nakol’ko by nevznikali negativne skuto¢nosti, ktoré
rady vytvaraju.

Optiméalny pocet ale znamend, Ze sa manazment priblizi ¢o najviac k potrebnému
(predikovanému) poctu pokladni s mnoZstvom pokladnikov, ktoré ma k dispozicii, resp. za
splnenia vSetkych obmedzeni, ktoré s spojené s planovanim procesov prevadzky suvisiacimi
s obsluhou na pokladniach (napr. rovnomerné zatazenie pokladnikov, re$pektovanie dizky
zmien, prestavok, atd’.). Na toto splnenie jednotlivych obmedzeni s cielom priblizenia sa
predikovanému poctu méze byt vyuZzité matematické programovanie, konkrétne zmieSané
bivalentné programovanie, kedy jednotlivé rozhodovacie premenné budu predstavovat
neotvorené, ale potrebné pokladne stanovené jednotlivé ¢asové useky.
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Uloha moze byt formulovana: min = f(x) = ¥, x, (5)
n

Xt =Y, —Zzit; i=12,..n;t=1,2,...,T
i=1

Zzit SMCDt; t = 1,2,...,T
i=1
Zi,j € (0,1)

kde:

Xt - pocet neotvorenych, ale potrebnych pokladni v ¢ase t z celkového poctu ¢asovych tsekov,
pocas ktorych je prevadzka otvorena T (t=1, 2, ... T),

yt - predikovany pocet potrebnych pokladni v ¢ase t (t=1, 2, ... T),

Zit - pokladna i z celkového poétu vSetkych pokladnin (i=1, 2, ...n),vcaset (t=1, 2,... T),
DTi — maximalny pocet ¢asovych usekov, ktoré moze byt otvorena pokladna i (i=1, 2, ... n),
MCD: - maximalny mozny pocet pokladni v ¢ase t (t=1, 2, ... T),

Optimalny stav dosiahne manazment prevadzky ak otvori pokladne v asovych tisekoch, kedy
premenna zjt dosahuje hodnotu 1 (ak je hodnota 0, poneché pokladiiu zavretu).

4 ZAVER

Prispevok ponuka len teoretické principy, ktoré je nutné doplnit’ o v prispevku spominané
Specifikd a nasledne aplikovat’ aby boli adekvatne zrejme moZznosti vyuzitia. Hlavny ciel je
ale poskytnut’ rieSenie pre dva zakladné pohl'ady na riadenie procesov spojenych s obsluhou
zakaznikov pri pokladniach ato pohl'ad s ohl'adom na zdkaznika, ktory chce byt obsluZeny
bez ¢akani a pohl'ad manazmentu, ktory je nuteny minimalizovat’ prestoje pokladni (Cas, kedy
pri pokladni nie je zékaznik).

Problematika optimalizacie poctu a potreby pokladni je spojend s mnozstvom faktorov
a Specifik jednotlivych prevadzok, ktoré maju ale spolocné principy, ktorych zapracovanie do
riadenia procesov na prevadzke moéze priniest kvantifikovatelné prinosy ale aj prinosy
spojené s kvalitou obsluhy a dobrym menom prevadzky.
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NIEKTORE PROBLEMY RIESENIA KOOPERATIVNEJ HRY
S NEKONSTANTNYM SUCTOM PLATIEB

SOME PROBLEMS IN THE THEORY OF COOPERATIVE SOLUTIONS
WITH NONCONSTANT THE SUM OF PAYMENTS

Mariin Goga'
Abstrakt

V prispevku sa metodologicky zameriame na tie situdcie, ktoré obsahuju neantagonisticky
konflikt. To su také situdcie, v ktorych zaujmy hracov nie st v priamom protiklade. Vyhra
jedného ucastnika nie je prehrou iného ucastnika hry. Tento typ kooperativnej hry
metodologicky uvedieme na dvoch modeloch rozhodovania v podmienkach nedokonalej
konkurencie. Pri kooperativnych konfliktoch predpokladdme, Ze hra¢i maju moznost’ uzavriet
zavazni dohodu a mézu vzajomne spolupracovat’. Cielom prispevku je metodologicky ukazat
moznosti analyzy kooperativnych hier a moznosti ich vyuzitia pri modelovani a rieSeni
konfliktnych rozhodovacich situécii a vytvarani koalicii.

KUl'ucové slova: teoria hier, kooperativna hra, koalicia, stratégia, koali¢na Struktira

Abstract

In the article, which forms the first part of the research in this area is methodologically we focus
on those situations which contain non antagonistic conflict. It is such a situation, in which the
interests of the players are not in direct contradiction. Win one participant is not losing another
participant of game. This type of cooperative game models of decision-making under conditions
of imperfect competition, methodologically will. In cooperative conflict suggests that the
players have the opportunity to conclude a binding agreement and can cooperate with each
other. The aim of the paper is to show the possibilities of the analysis of the cooperative games
and their methodological use for modelling and solving of conflict situations and decision-
making create coalitions.

Keywords: game theory, cooperative game, coalition, strategy, the coalition structure

1 UvOoD

Zakladnym ciel'om analyzy v tedrii hier je vybrat’ z mnoziny réznych postupov €o najlepsiu
moznost’ (optimalnu) z hl'adiska hry, teda urcit’, ktord stratégia je najlepSou odpoved’ou na
stratégiu zvolent ostatnymi u€astnikmi hry. Existuje mnoho variantov hier, ktoré st obsahom
tejto vednej discipliny. V niektorych hrach jeden ucastnik vzdy vyhré a druhy prehrd, v inych

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ilohy VEGA 1/0351/17 Aplikdcia vybranych modelov
teorie hier pri rieSeni niektorych ekonomickych problémov Slovenska.
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mozu vyhrat' obaja. V prispevku, ktory tvori ¢ast’” vyskumu v tejto oblasti sa metodologicky
zameriame na tie situacie, ktoré obsahuju neantagonisticky konflikt. To su také situacie,
Vv ktorych zdujmy hracov nie st v priamom protiklade. Vyhra jedného ucastnika nie je prehrou
iného ucastnika hry. Tento typ kooperativnej hry metodologicky uvedieme na dvoch modeloch
rozhodovania v podmienkach nedokonalej konkurencie. Pri kooperativnych konfliktoch
predpokladame, ze hraci maju moznost uzavriet zavdzni dohodu a moézu vzijomne
spolupracovat’. To urobia vtedy, ked’ je pre nich spolupraca vyhodna, teda pokial’ maji obaja
vacsiu vyhru, ako keby nespolupracovali. Potreba kooperovat’ na trhu moze byt odlisna pre
rozne firmy, avSak ich hlavnymi ciel'mi je zvyc€ajne rozSirovanie trhov, ziskanie konkurencnej
vyhody alebo poznatkov v podobe know-how. Na zéklade analyzy tej-ktorej konfliktnej
situacie a pochopenia spravania sa jednotlivych ucastnikov na trhu ponuka tedria hier hra¢om
navod, aku najlepsiu stratégiu maju zvolit’. Nie vzdy je vSak mozné urcit’ ,,najlepsiu‘ stratégiu,
Vv takom pripade teoria hier aspoii poradi vybrat ,,lepSiu* stratégiu.

Za kooperaciu moézeme oznacit’ spolupracu firiem, ktoré si ponechavaju plni hospodarsku
i pravnu samostatnost’ a zdruzuju sa kvoli spolo¢nému vykonavaniu uréitych operacii a kvoli
dosiahnutiu spolo¢nych ciel'ov. Toto zdruzovanie (konzorcium, kartel, koncern, holding) sa
realizuje na zmluvnom zéaklade. Spolupraca podnikov sa realizuje ¢astokrat na globalnej Grovni,
kedy podniky vyuzivaji medzindrodné prostredie na realizaciu svojej konkurenénej vyhody.
Pri vstupe na zahrani¢né trhy st bezné podnikatel'ské Cinnosti ovplyviiované napriklad
jazykovymi rozdielmi, rozdielmi v spravani spotrebitel'ov, réznymi cenovymi, platobnymi,
menovymi podmienkami a pod.

Ciel'om prvej Casti prispevku je metodologicky ukézat’ moZznosti analyzy kooperativnych hier
s nekonsStantnym suctom platieb a moznosti ich vyuzitia pri modelovani a rieSeni konfliktnych
rozhodovacich situacii a vytvarani koalicii. V' druhej Casti prispevku uvedieme dva ilustrativne
modely rieSenia konfliktnych situacii v kooperativnej teérii so zameranim na nekonstantny
sucet platieb.

2 MODELOVANIE KOALICNYCH VZTAHOV V TEORII HIER

Predpokladame situdciu, v ktorej moze n hraCov (Gcastnikov) vzijomne spolupracovat
a uzatvarat’ zavazné dohody o vol'be stratégii a 0 rozdel'ovani spolo¢ne nadobudnutych vyhier.
V praxi existuji také situacie, v ktorych spolupraca hracov v porovnani so samostatnym
postupom zabezpec¢i hraCom vyhodnejSie vysledky.

Mnozina hracov P = (1, 2, ..., n), ktori v konfliktnej situacii postupuju spolo¢ne pri vol'be
stratégii na zéklade uzatvorenej dohody sa nazyva koalicia.

Ak hréci v koalicii, ktori v dosledku spolo¢ného postupu ziskavaju, vyplacaji (prerozdel'uji)
ostatnym hracom, ktori tymto spolocnym postupom stracaju, nejaké kompenzécie, ide
0 koalicie s prenosnymi platbami.

Ak nedochadza v koalicii k prerozdelovaniu platieb medzi hraémi, ide o koaliciu
S neprenosnymi platbami.
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Teraz uvedieme niekol’ko dblezitych definicii, ktoré matematicky objasiiuji koalicné chapanie
vztahov v niektorych Strukturach.

k
Definicia 1. Stbor neprazdnych podmnozin B = (Bs, By, ..., Bk), pre ktory plati U B,=P

i1
nazyvame koalicnou Strukturou. AK pre koaliénu $truktaru B plati Bi N Bj=0 (prazdna
mnozina), pre vSetky i # j, kdei, j=1, 2, ...,k potom ju nazyvame disjunktnou koalicnou
Strukturou (kazdy hrac takejto koali¢nej Struktury je ¢lenom prave jednej koalicie).
V opa¢nom pripade ide 0 nedisjunktni koalicnu Strukturu (jeden hra¢ moze byt sucasne
¢lenom viacerych koalicii).2
Poznamenavame, ze koalicia sa oznacuje zapisanim jej ¢lenov do zlozenych zatvoriek.
Koali¢nd Struktura sa oznacuje tak, Ze sa jednotlivé koalicie zapiSu do okruhlych zatvoriek.
Napriklad, v hre Siestich hracov oznacuje {2, 3, 5} koaliciu druhého, treticho a piateho hraca
a zapis ({2, 3, 5}, {1, 4, 6}) oznacuje disjunktnu koali¢nu Strukttru, ktora sa sklada z dvoch
koalicii: druhy, treti a piaty hra¢ spolupracuju v jednej koalicii a prvy, Stvrty a Siesty hrac
v druhej koalicii. V kooperativnej hre n hracov je mozné vytvorit' 2" — 1 r6znych neprazdnych
koalicii.

Definicia 2: Nech je dana kooperativna hra n hracov v normalnom tvare: [P = {1, 2, ..., n}; Xy,

X2, vy Xn; M1, Mo, ..., Mn; K = (K¢, K2, ..., KK)],

kde:

P je mnozina hracov,

Xi — mnozina stratégii hraca Pj,

Mi — funkcia platieb hraca Pj,

K —mnoZina pripustnych koali¢nych Struktar Ky, Kz, ..., Kk.

Potom:

e ak mnoZinu pripustnych koaliénych Struktar tvori vacsi pocet koaliénych Struktar, ide
0 hru s premenlivou koalicnou Struktirou,

e ak sa mnozina pripustnych koaliénych $truktur sklada iba z jedného prvku, ide o hru
S fixovanou koalicnou Strukturou.

Kooperativne hry n hra¢ov sa podl'a pripustnych koali¢nych Struktir ¢lenia na tri skupiny:

1. Prvu skupinu tvoria hry, v ktorych su pripustné vSetky koali¢né struktury s podmienkou,
ze ani jeden hra¢ nesmie byt sicasne v dvoch alebo viacerych koalicidch. Tieto hry sa
nazyvaju hrami s volnou disjunktnou koalicnou Strukturou.

2.V druhej skupine st hry, v ktorych s pripustné vSetky koalicné Struktury, aj také,
Vv ktorych jeden hra€ moze byt sucasne v niekol’kych koaliciach. Tieto hry sa nazyvaju
hrami s volnou nedisjunktnou koalicnou struktirou.

3. Ak sa mnozina pripustnych koali¢nych $truktir K skladd z jediného prvku (hraca), ide
0 hru s fixovanou koalicnou Struktiurou. Takéto hry analyzuje nekooperativna teoria hier,
pricom jedina pripustnd koali¢na Struktira ma tvar ({1}, {2}, ..., {n}). Ak hra¢i mozu
tvorit’ vacsi pocet koaliénych Struktar, ide o hru s premenlivou koalicnou Struktirou.

2 DRESHER, M. - SHAPLEY, L. S. - TUCKER, A. W. (ed.) (1964). Advances in Game Theory. Princeton:
Princeton University Press, 1964.
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Z uvedenych skupin je v kooperativnej teorii hier najlepsie teoreticky rozpracovana skupina
hier s voI'nou disjunktnou koali¢nou §truktirou a s prenosnymi platbami.? Priebeh takychto hier
spociva v tom, ze hraci vytvoria nejaku koali¢nu Struktiru, ¢lenovia kazdej koalicie sa dohodnu
na volbe spolocnej stratégie, ktora im zabezpeci o mozno najvyssiu thrnna platbu koalicie,
a ziskanu platbu si po skonceni hry medzi sebou rozdelia podl'a vopred uzatvorenej zavidzne;j
dohody.

V kooperativnej tedrii hier sa na analytické Gcely Casto vyuziva hra v tvare charakteristickej
funkcie.

Definicia 3: Nech je dana mnozina hracov P = (1, 2, ..., n). Charakteristickou funkciou
kooperativnej hry sa nazyva realna funkcia v definovana pre vsetky podmnoziny ScP, ktora
ma tieto vlastnosti:

a) v(9)=0,

b) v(S1 U S2) > Vv(S1) +Vv(S2),

pre vSetky disjunktné dvojice S1, Sz P. Dvojica (P, V) sa nazyva kooperativna hra n hrdcov
v tvare charakteristickej funkcie.

Poznamenavame, Ze kazda funkcia definovana na vsetkych podmnozinach nejakej mnoziny,
ktord vyhovuje podmienke b) sa nazyva superaditivna. Ak vo vztahu b) plati rovnost’, potom
ide 0 aditivnu funkciu.

Podstata charakteristickej funkcie sa da interpretovat’ takto: kazdej koalicii ScP prirad’uje
charakteristicka funkcia veli¢inu v(S), ktora vyjadruje ,,silu koalicie S. Tato veli¢ina sa tiez
nazyva hodnota koalicie S. Vlastnost’ a) z definicie 3 vyjadruje, ze hraci sa nikdy nezriekaju
Casti svojich platieb. Z vlastnosti b) vyplyva, ze hodnota koalicie, ktord vznikne zjednotenim
dvoch disjunktnych koalicii nemé6ze byt mensia, ako je sucet hodnoét tychto dvoch koalicii,
konajucich samostatne (,,sila* celku nie je mensia ako ,,sila* jeho éasti)."’

Definicia 4: Kooperativnu hru (P, v) nazyvame nepodstatnou, ak pre T'ubovolna dvojicu

disjunktnych koalicii Si, S2cP plati: v(S1 W S2) =Vv(S1) +v(S2). Ak tento vztah neplati,
hovorime o podstatnej hre.

Kooperativna tedria hier analyzuje predovSetkym podstatné hry, pretoZe nepodstatné hry su
hry s fixovanou koali¢nou Struktirou, v ktorych su pripustné len jedno¢lenné koalicie.

Definicia 5: Kooperativnu hru (P, V) nazyvame hrou s konstantnym suctom platieb, ak pre
kazdé S P plati: v(S) + v(P —S) = v(P).

V kooperativnej hre s konStantnym stctom platieb sa uhrnny sucet platieb pri rozdeleni
vSetkych hra€ov do dvoch disjunktnych koalicii nemeni. Kazdd hra dvoch hracov
s konStantnym suctom platieb je nepodstatna a kazda nepodstatnd hra je hrou s konStantnym
suctom platieb.

Poznamenéavame, Ze v kooperativnej hre s nekonStantnym sti¢tom platieb sa skutocné spravanie
hracov odliSuje od predpokladu, ktory je zakladom na odvodenie charakteristickej funkcie
z normalneho tvaru hry. Maximalizacia uhrnnej platby koalicie (P — S) uz nie je v tomto pripade

3 AUMANN, R. J. (1989). Lectures on Game Theory. Boulder: Westview Press, 1989.
4 CHOBOT, M. (1973). Tedria hier. Bratislava: ES VSE, 1973, s. 277.
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totozna s minimalizdciou Uhrnnej platby koalicie S. Charakteristicka funkcia preto uz
nevyjadruje spravanie hracov, ktoré by sa mohlo povazovat’ za Gplne rozumné. Aj vtedy vsak
hodnota koalicie poskytuje urita informaciu o ,,sile” koalicie a jej postaveni v konfliktnej
situdcii.

V praxi sa da charakteristicka funkcia odvodit’ aj v modeloch, ktoré nemaju na prvy pohl'ad
charakter modelu hry.5 Dalej ukazeme dva ilustrativne modely, v ktorych je ekonomicky
problém sformulovany ako kooperativna hra.

3 ILUSTRATIVNE MODELY RIESENIA KOOPERATIVNEJ HRY
S NEKONSTANTNYM SUCTOM PLATIEB

V literatire o teérii hier sa da najst’ viacero pristupov k rieSeniu kooperativnych hier
s prenosnou vyhrou anekon$tantnym suctom platieb. Vo vicSine pripadov sa odcClenuje
problematika konstrukcie charakteristickej funkcie a vol'by stratégii od problematiky tvorby
koalicii a prerozdelovania vyhry.

V tejto Casti prispevku uvedieme dva ilustrativne modely rieSenia konfliktnych situacii
V kooperativnej tedrii. Najskor vSak ukazeme, do akych vysledkov vyusti kooperativna hra, ak
sa jej ucastnici spravaju raciondlne.

Uviedli sme uz, ze charakteristicka funkcia poskytuje informaciu o stratégiach, ktoré st pre
kazdu koaliciu optimalne a 0 uhrnnych platbach jednotlivych koalicii.

Modelovanim konfliktnej situacie pomocou kooperativnej hry v tvare charakteristickej funkcie
je vysledok ur¢eny dvoma podmienkami — vytvorenim koali¢nej Struktry rozdelenim hracov
do jednotlivych koalicii a rozdelenim platieb hracov vo vnutri kazdej koalicie. V tejto
stvislosti vznika otazka: aké vlastnosti maju spifiat’ koaliéné §truktiry a im zodpovedajice
rozdelenia platieb, ktoré sa daji v urCitom zmysle povaZovat za ,prijatelné* rieSenia
kooperativnej hry? Teoreticka analyza ponuka dve vSeobecné pozZiadavky:

1. ,Prijatelné* rieSenia (vysledky) by mali vyhovovat ur¢itym zdévodnitelnym axiomam
racionality.

2. Kazdé z ,prijatelnych® rieSeni (vysledkov) by malo byt stabilné z hladiska toho, Ze
neexistuju dostatocné motivy na jeho zmenu.

Tlustrativny model &. 1:°

Je dana konec¢né kooperativna hra troch hracov Pi1, P2, P3 V normalnom tvare. Kazdy hra¢ ma
dve Cisté stratégie, t.j. J1=1,2, j2=1,2a js=1, 2. Platby hracov pri réznych vysledkoch su
uvedené v tabulke €. 1:

5> BIERMAN, H. S. - FERNANDEZ, L. (2005). Game Theory with Economic Applications. Reading: Addison—
Wessley, 2005; DUTTA, P. K. (1999). Strategies and Games: Theory and Practice. Cambridge: MIT Press,
1999.

® CHOBOT, M. - TURNOVEC, F. - ULASIN, V. (1991). Teéria hier a rozhodovania. Bratislava: Alfa, 1991.
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Tabul'ka ¢. 1

ju J2, I3 M1 Mz M3 M1 + M2 + M3
1,1, 1 2 1 3 6
1,1, 2 1 3 1 5
1, 2,1 3 2 1 6
1, 2, 2 -1 1 4 4
2,1, 1 0 2 -1 1
2,1, 2 3 0 2 5
2, 2,1 1 3 -2 2
2, 2, 2 2 -2 3 3

V tejto kooperativnej hre st pripustné vSetky mozné koalicie hracov, ktorych matice platieb
maji tvar: {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}.

Urobime analyzu optiméalnych zmieSanych stratégii pre vSetky koalicie hracov.

a) Matica platieb ,koalicie* {1} ma takyto tvar:

1,1 1,2 (2,1) (2,2
1 2 1 3 -1
2 0 3 1 2

Riadky v tabul'ke zodpovedaja ¢istym stratégiam (j1) hraca P1 a stipce zodpovedaju spoloénym
Cistym stratégiam (j2, j3) proti koalicie hraca P, a Ps. Napriklad, prvok v prvom riadku matice
platieb a stipci (2, 1) zodpoveda situacii, v ktorej hraé P1 zvoli prva &istu stratégiu a koalicia
hrac¢ov P2, P3 zvoli spoloénu ¢istu stratégiu (j2, j3) = (2, 1), t. j. hra¢ P2 zvoli Cista stratégiu j» =
= 2 a hrac¢ Ps3 zvoli ¢isth stratégiu j3 = 1. Tento prvok sa rovna veli¢ine Mz (1, 2, 1) = 3.

Vypocitame optimalnu zmie$anu stratégiu maximalizujuceho hrac¢a P; v maticovej hre s touto

maticou platieb. Optimalnou zmieSanou stratégiou je vektor [% , gj a hodnota hry je v = -

Z vlastnosti rieSenia maticovej hry je zrejmé, Ze hodnotou hry je strednd hodnota platby E hraca
P1, ktort si maximalizujuci hra¢ mdze zabezpecit’ vol'bou optimalnej zmieSanej stratégie bez
ohl'adu na spravanie proti koalicie {2, 3}. Hodnotu ,.koalicie” — charakteristickej funkcie {1}

4
predstavuje veli¢ina v({1}) = -
b) Matica platieb ,,koalicie® {2} ma tvar:

1,1) (1,2 2,1 (22
1 1 3 2 0
2 2 1 3 —2

Podobnym sposobom najdeme optimalnu zmieSanu stratégiu maximalizujuceho hraca P, t. j.
vektor (1, 0) a hodnotu charakteristickej funkcie v({2}) = 0.

c) Matica platieb ,.koalicie* {3} m4 tvar:
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1,1 1,2 (2,1) (2,2
1 3 1 -1 —2
2 1 4 2 3

. . . T . 14
Optimalnou zmieSanou stratégiou maximalizujuceho hracéa Ps je vektor (g,gj a hodnota

charakteristickej funkcie je v({3}) = % .

d) Dalej vytvorime matice platieb dvojélennych koalicii a odvodime prislu$né hodnoty
charakteristickej funkcie.

Matica platieb koalicie {1, 2} ma tvar:

1 2
1,1) 2+1=3 1+3=4
1,2 3+2=5 -1+1=0
(2,1) 0+2=2 3+0=3
2,2) 1+3=4 2-2=0

Riadky tejto matice platieb zodpovedaji spoloénym cCistym stratégiam (ji, j2) koalicie {1, 2}
hraov P1 aPa. Stipce zodpovedaju &istym stratégiam hrada Ps. Prvky matice platieb
zodpovedaju thrnnym platbam koalicie {1, 2}. Napriklad, prvok v tretom riadku a prvom stipci
matice zodpoveda situacii, v ktorej koalicia {1, 2} zvoli spolo¢nt ¢ista stratégiu (2, 1) a hrac¢
P3 zvoli prvu ¢ista stratégiu, t. j. tento prvok sa rovna sactu M1 (2, 1, 1) + M2 (2,1, 1) =2
v zadanej matici platieb.

Koalicia {1, 2} vystupuje ako maximalizujici hra¢ v maticovej hre s uvedenou maticou platieb.
Optimalnou zmieSanou stratégiou tejto koalicie je vektor (% , % ,0,0) a hodnotou hry je v = %
Koalicia {1, 2} mo6Ze vol'bou tejto optimélnej zmieSanej stratégie zabezpecit, Ze bez ohl'adu na
spravanie hraca Pz nie je stredna hodnota thrnnej platby v jej prospech nizsia ako % . Hodnotu

. . - 10
koalicie predstavuje veli¢ina v({1, 2}) = 3
e) Podobne zostavime matice platieb a najdeme prislusné hodnoty charakteristickej funkcie pre
d’alSie dvojclenné koalicie.
Matica platieb koalicie {1, 3} ma tvar:

1 2
(1, 1) 2+3= 5 3+1= 4
1, 2) 1+1= 2 1+4= 3
2, 1) 0-1=-1 1-2=-41
2,2) 3+2=5 2+3=5

Optimalnou zmieSanou stratégiou maximalizujiceho hraca (koalicie {1, 3}) je vektor (0, 0, 0,

1) a hodnota charakteristickej funkcie je v({1, 3}) = 5.
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f) Matica platieb koalicie {2, 3} ma tvar:

1 2
(1,1) 1+3=4 2-1=1
1,2 3+1=4 0+2=2
2,1) 2+1=3 3-2=1
(2, 2) 1+4=5  —2+3=1

Optimalnou zmieSanou stratégiou maximalizujuceho hraca (koalicie {2, 3}) je vektor (0, 1, 0,
0) a hodnota charakteristickej funkcie je v({2, 3}) = 2.

g) Hodnotu charakteristickej funkcie pre koaliciu vSetkych hracov {1, 2, 3} ziskame ako
maximum suétu platieb vetkych hradov, t. j. maximalny prvok v poslednom stipci zadanej
matice platieb. Vidime, Ze maximalna hodnota je v({1, 2, 3}) = 6, pricom zodpovedajuce trojice
Cistych stratégii hracov, pri ktorych sa dosahuje tato platba st (ju, jo, j3) = (1, 1, 1) a (ju, j2, j3) =
=(1,2,1).

Charakteristicka funkcia v tejto analyzovanej hre ma tvar:

V) =0, VAL = 5. V{2 =0, v({3}>:g,

V({1 2}) = % V({L 3} =5 v{2.3})=2,

v({1, 2,3}) =6.
Z modelu vyplyva, ze ide o podstatnit hru s nekonstantnym suctom platieb.

Ilustrativny model &. 2:7

Predpokladajme, Ze tri firmy F1, F2 a F3 rokuju o vzajomnej spolupraci. Kazda firma vyraba
urcity vyrobok, pricom jeho vyrobné podmienky charakterizuje nejaky technologicky vektor
(spotreba zdrojov na jednotku produkcie). Kazd4d firma vyraba z urCitych zdrojov —
predpokladame, Ze sa pouzivaju dva zdroje Z1 a Z». Tieto zdroje st mobilné, ¢ize kazda firma
moze poskytnit’ Cast’ svojich zdrojov inej firme, resp. moZe pouZit’ vo vyrobe zdroje od inych
firiem.

Vyrobné podmienky kazdej firmy charakterizuje jeden technologicky vektor, teda uvazujeme
o troch technologickych vektoroch Ti1, T2 a Ta. Vektory objemu zdrojov, ktorymi disponuju
firmy st ozna¢ené ako Bi, B2 a Bs. Dalej s zname ceny, resp. ziskové koeficienty jednotlivych
vyrobkov C1, C2 @ C3. Snahou kazdej firmy je maximalizovat’ vlastné vynosy.

Ciselné udaje o technologickych vektoroch, vektoroch objemu zdrojov a cenach (ziskovych
koeficientoch) si uvedené v tabulke €. 2:

" GOGA, M. (2013). Teéria hier. Bratislava: lura Edition, 2013, 144 s. ISBN 978-80-8078-613-7.

47



Tabulka ¢. 2

Spotreba zdrojov Objemy zdrojov

Zdroje T1 T T3 B1 B2 Bs

Z; 2 5 3 8 10 12

Z; 4 3 5 12 6 25
Ceny 4 5 3

Objem produkcie i — tej firmy oznacime Xi, pre i =1, 2, 3.

a) Predpokladame, ze kazdé firma sa rozhoduje samostatne, potom mézeme riesit’ jednoducht
ulohu linedrneho programovania:

Firma Fi: max f1 = 4xa
za podmienok 2x;< 8
4x1 <12
X1=>0
Optimalne rieSenie je: X1 =3 af; = 12.
Firma F»: max f2 = 5x2
za podmienok 5x2 <10
3X2< 6
X2>0
Optimalne rieSenie je: X2 =2 a f2 = 10.
Firma Fs: max f3 = 3x3
za podmienok 3x3 <12
oX3 <25
X3=>0
Optimalne riesenie je: X3 =4 a f3 = 12.

b) Predpokladajme, Ze firma F1 a F2 vytvoria koaliciu {1, 2}, ¢ize spolocne vyuzivaju zdroje.
Optimalne rieSenie najdeme z tlohy linedrneho programovania:

max fi2 = 4x1 + 5x2
za podmienok 2xi1 + 5x2 <18
4x1+ 3x2 < 18

X1, X2 >0,

pri¢om prava strana v sustave ohraniceni predstavuje spolo¢ny objem zdrojov F1a F2, t. j. By +
+B>(8+10=18a12 + 6 =18).

48



: C 1 1
Optimalne rieSenie je: X1 = 78, X2 = 78 a fip=23,14.

c) Predpokladajme, Ze sa vytvori koalicia {1, 3}, potom uloha linearneho programovania ma
tvar: max fi3 = 4x1 + 3x3
za podmienok 2xi + 3x3 <20

4x1 + Bx3 <37

X1, X3>0

Optimalne rieSenie je: X1 = %, X3 =3, fi13=31.

d) Predpokladajme, Ze sa vytvori koalicia {2, 3}, potom uloha linedrneho programovania ma
tvar: max f23 = 5x2 + 3x3
za podmienok 5xp + 3x3 <22

3X2 + 5x3 < 31

X2, X3=>0

Optimalne rieSenie je: X2 = %, X3=05,6, fo3=22.

e) Predpokladajme, Ze vSetky tri firmy spolupracuju v jednej koalicii {1, 2, 3}. Potom tloha
linearneho programovania ma tvar:
max fi2s = 4x1 + 5x2 + 3X3

za podmienok 2x; + 5x2 + 3x3 <30
4x1 + 3X2 + 5x3 <43
X1, X2, X3 =0
Optimalne rieSenie je: X1 = 8,9, X2 =15, x3 =0, f123 = 110,6.

Z vypocitanych optimalnych rieSeni pre jednotlivé koalicie vieme ur¢it’ charakteristicki
funkciu: v(9)=0, v({1}) =12, v({2}) = 10, v({3}) =12,

v({1, 2}) = 23,14, v({1, 3}) =31, v({2, 3}) =22,
v({1, 2, 3}) = 110,6.
V modeli sme dostali podstatnii kooperativnu hru s nekonstantnym sucétom platieb.

4 ZAVER

V tomto prispevku uvedené metodologické problémy a pristupy rieSenia kooperativnych hier
nevycerpavaju vsetky existujice moznosti. V literature o tedrii hier existuju rézne koncepcie,
ktorymi sa rieSia kooperativne hry. Napriklad koncepcia K-jadra hry vychadzajuca
z podobnych principov ako vyjedndvacia mnozina, ktorej autormi su M. Davis a M. B.
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Maschler.® V ramci tejto koncepcie autori upustaju od poziadavky koali¢nej racionality
a hladaju stabilné vysledky medzi individudlne racionalnymi forméciami platieb. Téato
koncepcia je prijateI'na pre kooperativne hry troch hracov. Pri vy§Som pocte hracov vznikaju
problémy posudzovania ,,vyjednavacej pozicie* vacsich skupin hracov.

Int koncepciu predstavuje vSeobecné rieSenie kooperativnej hry n hraCov s prenosnymi
platbami pomocou N-jadra, ktora navrhol D. Schmeidler.® Koncepcia vychadza z predpokladu,
ze vSetci ucastnici kooperativnej hry maju zdujem dohodnut’ sa o individualne a kolektivne
raciondlnom rozdeleni (t. j. imputacii), ktoré vyvola v istom zmysle ,,najmensie namietky*
potencialnych koalicii. Ide teda o kompromisné riesenie v ramci spoluprace vSetkych hracov.

Spracovanie aplikacnych problémov spojenych s rieSenim kooperativnej hry n hracov
S prenosnymi platbami a platbami s nekonstantnym stiétom, ako aj tvorbou koalicii je napliiou
d’alsej etapy vyskumu autora prispevku.
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EXAKTNY PRISTUP NA NAVRH MINIMALNEJ SIETE PRE
PREVADZKU A NABIJANIE PARCIALNYCH TROLEJBUSOV

EXACT APPROACH TO DESIGN OF
MINIMAL OVERHEAD WIRES NETWORK FOR THE BATTERY
ASSISTED TROLLEYBUS

Dobroslav Grygar

Abstrakt

Technologia parcidlnych trolejbusov prepdja vyhody klasickych trolejbusov so slobodou
pohybu autobusov. Mdézeme predpokladat’, Ze zaujem o nasadzovanie tejto technologie bude
mat’ stapajici trend. Ztychto dovodov sa vnaSom vyskume zameriavame na navrh
matematického modelu na tvorbu a minimalnej siete trolejovych vedeni, ktoré by boli
dostatoéné na nabijanie a prevadzku parcidlnych trolejbusov. Momentdlne neexistuju
komplexné sposoby na pokrytie miest takymto vedenim.

KUPucové slova: parcidlny trolejbus, trolejové vedenie, elektro-mobilita, hromadnad doprava,
matematicky model

Abstract

The technology of battery assisted trolleybus combines benefits of classical trolleybus with
freedom movement of standard buses. It can be assumed that we will experience growing trend
of implementation of battery assisted trolleybuses in cities. Therefore, in our research we are
trying to develop the mathematical model to create a minimal network of overhead wires that
would be sufficient for deployment and operation such battery assisted trolleybuses. Currently,
there are no complex ways how to deploy such technology to cities.

Keywords: battery assisted trolleybus, overhead wire network, electro-mobility, public
transport, mathematical model

1 UVOD

Znecistenie ovzduSia sa na celom svete stava Coraz viacSim problémom. Pocas parizskej
konferencie, ktora sa konala v decembri 2015, bola prijata historickd dohoda az 195 krajin na
vytvoreni akéného planu, ktorého cielom je obmedzit’ narast globalneho otepl'ovania hlboko
pod 2 stupne Celzia. Aby to bolo mozné dosiahnut’, je nutné znizenie emisii oxidu uhli¢itého
naprie¢ v§etkymi odvetviami ekonomiky [1].

Dobrou spravou je, ze sa 'udia snazia postupne prechddzat’ na vyuzivanie menej zne€istujucich
zdrojov energii. Pokial' sa jedna o hromadnt dopravu, tak sme zvyknuti na to, Ze boli
elektrifikované mnohé dodlezité zelezni¢né trasy. Vo vacsich mestach sa pouzivaju trolejbusy,
¢i elektricky. Nastdva ale otdzka, ako vyrieSit menej vytazené trasy, kde nie je rentabilné
vybudovat’ kompletnu trolejovu siet’.

V predchadzajucom vyskume [2] sme vytvorili detailnu analyzu limitujucich faktorov, ktoré
ovplyviiuji prevadzku a nasadenie parcidlnych trolejbusov. Zda sa, ze tento typ vozidiel je
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najvyhodnej$i zo stcasne dostupnych alternativ. Tento fakt je dokazany niekolkymi
ekonomickymi Stadiami [3]. Ukdzka komponentov takéhoto vozidla sa nachddza na obrazku 1.

Collector Peon

DC-DC Converter
e 1 I |
— | —

Py Motor

Braking Resistor

Obrazok 1. llustracia klicovych komponentov asistovaného trolejbusu [4]

V sucasnom vyskume sa zameriavame na tvorbu minimalnej siete trolejovych vedeni, ktora by
bola dostato¢nd pre nasadenie a prevadzku parcidlnych trolejbusov. V idedlnom pripade by sme
mali byt schopni pokryt’ vSetky linky vo zvolenej oblasti. Zakladna myslienka infrastruktury
parcialnych trolejbusov je na obrazku 2.

Wireless |
Section

e

Obrazok 2. Zdkladna myslienka infrastruktiry pre parcidlne trolejbusy [© Vossloh Kiepe] [3]

2 SUCASNY STAV RIESENEJ PROBLEMATIKY

Po ekonomickej stranke su parcialne trolejbusy povazované za najvyhodnejsSie z dostupnych
elektro-vozidiel pre hromadnt dopravu osob. Viaceré studie su zalozené na pozorovani
redlneho nasadenia tejto technologie [4], [5] a [6].

Trakéné batérie su dolezitou Cast'ou parcidlnych trolejbusov. V Pol'sko meste Gdynia boli
takéto trolejbusy uspesne nasadené. Autori z tamojsej univerzity publikovali cenné vyskumy
na zéklade pozorovani [3] a [7]. Zivotnost batérie je citlivda na vyber spravnej nabijacej
stratégie. Zaroven rychlost’ nabijania batérie nie je linearna. TakZe stav nabitia batérie by sa
mal drzat’ medzi 20% az 80%. Tieto informécie boli publikované v niekol’kych ¢lankoch [8] a

[9].
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Pouzivanie klimatizacie, pripadne vykurovania sposobuje zvysSenu spotrebu elektrickej energie
[10]. Simulacna stadia [11] analyzovala spotrebu energie elektro-vozidiel v hromadnej
doprave. Profil trasy takisto ovplyviiuje spotrebu energie [12] a [13].

Pripajanie a odp4janie vozidla od trolejovej siete je automatické a nepredlzuje trvanie trasy.
Podmienkou je ale, aby vozidlo stalo atento proces vykonavalo tam, kde je vybudované
pomocné zariadenie. Tieto zariadenia sa buduji na vybranych zastavkach [2].

V sucasnej dobre su preskimané moznosti vybudovania indukéného vedenia v cestach [14],
[15] a[16]. Budovanie a udrzba trolejového vedenia je ale jednoduchsia. Preto spominané prace
sluzia na inSpiraciu, ale ich zistenia je nutné upravit’.

3 DEFINOVANIE ULOHY

Ako bolo vys$ie spomenuté, v naSom vyskume sa snazime vytvorit’ minimalnu siet’ trolejového
vedenia, ktord by bola dostatocna na prevadzku parcidlnych trolejbusov. Vystavy a udrzba
takéhoto vedenia tvori hlavu Cast’ nakladov celého systému. Preto sa ich snazime minimalizovat’

[2].

Tato tloha mdze byt rozdelena do niekol’kych Casti. Ako prvé potrebujeme zozbierat’ a upravit’
data z realnej prevadzky hromadnej dopravy. Druhou cCastou je rieSenie ulohy na rdznych
vstupnych datach. Dalej je nutné najst” hranice riesitel'nosti tloh. Toto bude spravené pomocou
solvera Xpress IVE.

4 KONVERZIA DAT

Konverzia dat predstavuje dolezita Cast’ rieSenia danej tlohy. Ako prvé potrebujeme zvolit
linky na optimalizaciu. Kazd4 linka prechadza cez urcity pocet zastavok. Tieto zastavku su
vrcholy grafu cestnej siete. Iba pouZivané segmenty trasy medzi zastdvkami su zvolené ako
hrany grafu cestnej siete.

Pre ucely naSho vyskumu potrebujeme ulohu riesit’ ako lokacnu na hranach. Teda vyberame
hrany, na ktorych bude vybudované trolejové vedenie. Pri klasickej lokacnej ulohe su ale
vyberané vrcholy. Preto potrebujeme transformovat’ naSu siet’ do inej podoby. Pre kazda
z liniek konvertujeme graf cestnej siete na graf tsekov cesty. Teba konvertujeme hrany na
vrcholy a opaéne. Tato transformacia je ilustrovana na obrazku 3.

a)
. F=10
6
1 A=10
E=10 " p=20
3 4
c=15
2 B=15 G=10 5
b)

AN

Obrazok 3. Vytvdranie grafu uisekov cesty z grafu cestnej siete. a) Priklad grafu cestnej siete. Linka autobusu
(zo zastavkami 1, 3, 7, 6) je oznacend oranzovou farbou. Vrcholy su zastavky a hrany useky. B) Graf uisekov
cesty, vytvoreny pre linku. Vrcholy sui segmenty trasy.
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Stav nabitia vozidla reprezentuje aktualnu zostavajicu energiu v batérii a %. Parcidlny trolejbus
zacina svoju trasu so zvolenou pociatocnou uroviou. Vyvoj hladiny navitia sa pocita podla
toho, ¢i je, alebo nie je vybudované vedenie na segmente, ktorym presiel. V d’alSej faze
potrebujeme vytvorit' graf nabitia vozidla pre kazdu z liniek. Ukazka takéhoto grafu sa
nachadza na obréazku 4.

1 1 1
100% ]Al —_ 2;- 31 » 41
\\0 F \\0 AN
______________________ R = N
\\‘ /1<'
80% 12 22 32 42
E 0 F AN
. /
A 1
60% 13 23 33 43
A E F AN

Obrazok 4. Graf stavu nabitia vozidla. Riadky reprezentuju jednotlivé iirovne nabitia a vrcholy si segmenty
trasy. Prechody medzi stavmi sii vyznacené 1 ak sa vozidlo nabija a 0 ak nie.

5 MATEMATICKY MODEL

Rozhodovacie premenné:

xr; € {0,1} —Vyber alternativy spdsobu prechodu i trasu r v grafe Gsoc

¥s € {0,1} —¢i je (nie je) Usek s na grafe cestnej siete pokryty vedenim
Vstupné data a konstanty:

wys; € {0,1}—¢ije pre trasu r na Useku s pre alternativu i vybudované vedenie
ar - pocet alternativ prechodu pre trasu r

¢s— cena vybudovania vedenia na segmente s

n — pocet segmentov

m — pocet liniek

Jeelova funkcia (1) md za Ulohu minimalizovat celkovt cenu vystavby vedeni.

n

min Z Cs " Vs (D

s=1

Podmienka (2) pre vyber prave jednej kombinécie pre vSetky trasy.

me-=1 forr=1..m (2)
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Podmienka vystavby (3) zarucuje Ze vedenie bude vybudované, ak aspon jedna z tras
vyzaduje jeho vyuzitie.

ny a(r)
M-y, = Z Z Xri* Wrsi fors=1..n (3)
r=1i=1
Obligatorne podmienky (4), (5):
vy, € {0,1} fors=1..n (4)
xr; €1{0,1} forr=1..m ; i=1.a(r) (5)

6 NUMERICKE EXPERIMENTY

Sucasné testovanie bolo zamerané na overenie funkénosti modelu. Pre tento ucel boli pouzité
realne data z Dopravného podniku v Ziline. Vybrali sme niekolko liniek. Zgrupovanie
segmentov tras a iné optimalizacie vstupnych dat neboli potrebné. Data boli konvertované
pomocou spominaného postupu. Maximalny pocet zastavok na linke bol 21. Testovanie data sa
nachadzaju v tabulke 1. Pouzité trasy st tiez vyznacené na Obrazku 5.

Cislo linky pocet zastavok zaciatofna koneéna
14 20 Matice slovenskej Fatranska
3 21 Jasenova Jasenova
4 21 Fatranska Matice slovenskej
5 15 Fatranska Jasenova
50 21 Zelezni¢n4 stanica Stodolova
6 18 Stodolova Matice slovenskej
7 12 Stodolova Sv. Cyrila a Metoda

Tabulka 1. Pouzité linky v Ziline.

Stodolova

sv. Cyrila
a Metoda

=

Matice
slavenske

n
(8
14}

1

§oy daseiovs|
T O Fatranski

Obrazok 5. Schematicky ndkres vybranych liniek v Ziline.
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Zéroveti sme sa snazili najst maximalnu dizku linky, ktora moze byt’ spracovana. Zaroven bolo
potrebné, aby sa zvolené linky Ciastocne prekryvali. Tieto spolo¢né iseky je rovnako vidiet’ na
obrazku 5. Najdlhsie z tras boli na zaCiatku skratené a useky sme postupne pridavali. Nakoniec
sme narazili na limity, ¢i sa uz jednalo o ¢asové, alebo sposobené nedostatkom operacnej
pamite. Vysledky tychto testov sa nachadzaju v tabul’ke 2.

Polet liniek | Manimaélna dizka | Cas konverzie dat (s) | Cas optimalizacie (s)
7 15 1,30 8,20
7 18 5,10 142,40
7 19 9,10 525,60
7 20 16,80 134568,40
7 21 out off memory

Tabulka 2. Casy konverzie dat a optimalizécie

Z tychto vysledkov vyplyva, Ze je mozné exaktne riesit také, ulohy, ktoré maji maximalne 21
segmentov, ¢o je dostatok pre vacsinu testovanych liniek.

7 ZAVER

Téma vyskumu efektivnych algoritmov pre navrh siete nabijacej infrastruktury elektro vozidiel
vo verejnej doprave je zaujimava. Vysledky vyskumu mozu pomoct’ pri navrhu rieSeni, ktoré
budl nasadené v redlnej prevadzke. Predpokladame, Ze zaujem o nasadzovanie parcialnych
trolejbusov vo verejnej doprave bude narastat’.

Tento ¢lanok predstavil pristup na konverziu dat, a matematicky model. Na zédklade tychto
poznatkov je mozné riesit’ Glohu pre individualne linky a skupiny liniek. Testovanim sme
dokézali Ze, postup je spravny.

Do buducna by sme sa chceeli venovat prave optimalizacii vzostupnych dat. Do ivahy prichddza
zluCovanie za sebou nasledujucich segmentov. Toto pomdze zniZit’ pocet moznosti vystavby
a aj zaruci, Ze vystavba bude logickej$ia. V idealnom pripade by sme mali byt do budicna
schopni pokryvat’ turnusy vozidiel. Vysledky, ktoré takymto spdsobom ziskame bude potrebné
overit pomocou simula¢ného softvéru.
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RYCHLEPROHLEDAVANIOKOLiﬁESENfBLOKACNiULOHY
PRO ZOBECNENOU DISUTILITU

SMART SEARCH OF NEIGHBORHOOD OF P-LOCATION PROBLEM
SOLUTION FOR GENERALIZED DISUTILITY

Jaroslav Janacek

Abstrakt

Prohledavani okoli souasného feSeni a vypocet hodnoty ucelové funkce patii mezi nejcastéji
provadéné operace v heuristickych metodach pro feseni kombinatorickych tloh. Na rychlosti
téchto operaci zavisi obvykle Uspéch nebo neuspéch heuristiky. Tento piispévek se zabyva
zptisobem urychleni vypoctu ucelové funkce pii prohledavani okoli soucasného feseni p-
lokacni ulohy se zobecnénym min-sum kritériem.

KPucové slova: p-lokacni uloha, rychlé prohledavani okoli, zobecnéna disutilita

Abstract

The search across neighborhood of a current solution and computation of the objective
function value belong to the most frequently performed operations in heuristic methods used
for solution of combinatorial problems. Success or fail of the used heuristic depends on speed
of the operations. This contribution deals with a way of acceleration of generalized min-sum
objective function computation in the case, when a neighborhood of a current solution of the
p-location problem is inspected.

Keywords: p-location problem, smart neighbourhood search, generalized disutility

1 UVOD

Pojem p- loka¢ni tloha oznacuje celou t¥idu uloh, v kterych je tfeba v mnoziné m mozbnych
umisténi rozmistit p objektl — obsluznych stiedisek tak, aby hodnota ucelové funkce byla co
nejmensi. Hodnota ucelové funkce v p- lokacnich ulohach obvykle zavisi na vzajemnych
vzdélenostech obsluznych stfedisek a obsluhovanych objekti. Nejznaméjsi piedstavitelé p-
lokacnich tloh jsou tloha o p-medianech anebo loha o p-centrech, které se casto vyskytuji
v praktickych aplikacich, jako je tfeba navrhovani systému rychlé zdravotni pomoci anebo
jinych vefejnych obsluznych systému [1], [2],[5] a [8]. Zminéné tlohy Ize modelovat jako
ulohy 0-1 linearniho programovani a je mozné je feSit exaktnimi metodami matematického
programovani zalozenymi obvykle na principu vétvi a hranic [3], [6] a [7]. Nevyhodou téchto
exaktnich pfistupti zaloZenych na ¢éasteném prozkouméni stromu prohledavani, je
nepredikovatelnost doby vypoctu, ktera pii feSeni rozsahlych tiloh mtze presdhnout jakykoliv
akceptovatelny limit. Tuto nevyhodu je mozno odstranit za cenu ztraty exaktni optimality
pouzitim heuristik, respektive metaheuristik jako feSiciho nastroje. Efektivita heuristik
méfena rozdilem hodnoty ucelové funkce pocatecniho a hodnoty ucelové funkce feSeni
ziskaného po zadané dob¢ vypoctu je obvykle zavisla na poctu prozkoumanych feSeni a ten je
umérny rychlosti s jakou jsou provadéné nejcastéji se vyskytujici operace. Protoze nejcastéji
provadénou operaci v heuristickych metodach je vypocet hodnoty tucelové funkce
zkoumaného feSeni, zaméfime svou pozornost na zefektivnéni této operace. Studovat budeme
ptipad ulohy a vazeném p-medianu se zobecnénou disjutilitou uzivatele danou vazenymi
vzdalenostmi od prvniho az r-tého nejblizsiho obsluzného strediska. Ukdzeme jak vyrazné
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urychlit vypocet ucelové funkce vSech feSeni ze zkoumaného okoli zadané¢ho feSeni.
Zkoumané okoli je tvofeno vSemi feSenimi p-lokac¢ni ulohy, kterd maji Hammingovu
vzdalenost od zadaného feSeni rovnou dvéma.

2 FORMULACE ZOBECNENE MIN-SUM P-LOKACNI ULOHY
A ALGORITMU ZKOUMANI OKOLI

Obecnou p-lokaéni Glohu na mnozin¢ moznych umisténi indexovanych ¢isly 1, ..., m je
mozno formulovat pomoci binarnich proménnych yie{0, 1} pro i= 1, ..., m. Proménna Vi
hodnotou 1 modeluje rozhodnuti, ze v misté | bude umisténo obsluzné stiedisko. Pro obecnou
ucelovou funkci f je mozno p-loka¢ni tlohu formulovat ve tvaru (1).

m 1
min{f (y): y, €{0,1} proi=1,...,m, Zyi =p} @

Hodnotu zobecnéné min-sum ucelové funkce pro feSeni urené p umisténimi stfedisky
definujeme pro n uvazovanych uzivatelt, kde kazdy uzivatel j = 1, ..., n je spojen s velikosti bj
svého pozadavku. Vzdalenost mezi moznym umisténim stiediska i a uzivatelem j oznacujeme
symbolem djj. Hodnota zobecnéné min-sum ucelové funkce f(y) je popsana vyrazem (2).

f(y):ibjiqk min {d;:i=1...my =1} (2)

Ve vyrazu (2) oznaéeni mink znaéi K-tou minimalni hodnotu z téch, které patii do mnoziny
hodnot  specifikované v sloZzenych  zavorkdch. Koeficienty gk jsou Umérné
pravdépodobnostem, Ze uzivatel bude obsluhovan z k-tého nejblizsiho stiediska.

Mnozina vSech piipustnych feSeni p-lokacni ulohy je €asti mnoziny vSech vrcholi m-
rozmémé hyperkrychle, kde pro méfeni vzdalenosti mezi feSenimi muZeme uplatnit
Hamingovu vzdalenost definovanou pro dvé fesSeni X a y p-lokacni tlohy vyrazem (3).

m 3
HOOY) = ©)

Pro dvé rizné feSeni p-lokac¢ni ulohy plati, Ze jejich vzdalenost musi byt suda a musi lezet
Vv celociselném oboru ¢isel od 2 do 2p.

Nejmensi okoli soucasného feSeni y° p-lokacni ulohy budou tvofit vSechna ptipustna feseni,
jejichZ vzdalenost od feseni y° je rovna dvéma. Uplné prozkoumani okoli daného feseni y°
véetné urceni nejlepSiho feSeni nachdzejiciho se v tomto okoli je mozno provést néasledujicim
algoritmem, v kterém je feSeni y° reprezentované seznamem SY umisténych stfedisek daného
feSeni a dale komplementarnim seznamem SC téch moznych umisténi, v kterych dané feSeni
zadné stiedisko neumistilo. Jinymi slovy, v poli SY na pozicich O, .., p-1 jsou indexy i pro
které plati yi° =1 a v poli sC na pozicich 0, ..., m-p-+ jsou indexy, pro které y;® =0.

Algoritmus prozkoumani okoli

0. Vy¢isli f(y°), vytvor z y° seznamy sY a sC , inicializuj FP=+oo, i®=-1 a t°=-1.
1.Proi=0, ..., p-1 provad¢j krok 2 a po zpracovani vSech hodnot jdi na krok 4.
2.Prot=0, ..., m-p-1 provad¢j krok 3.
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3.V seznamech sY a sC vymén prvky sY (i) a sC(t), konstruuj pracovni feSeni y¥ a vy¢isli
f(y"). Pokud F°> f(y"), tak aktualizuj F°= f(y"), i°=i a t°=t. Proved’ zpétnou vyménu sY(i) a
sC(t).

4. Nejlepsi feseni v okoli y° méa hodnotu F® a je uréené seznamy sY a sC po vyméné prvki
sY(i®) a sC(t°).

Z uvedeného je ziejmé, ze prozkoumani okoli si vyzada p*(m-p) vycisleni ucelové funkce f
popsané vyrazem (2) pro pracovni feSeni y".

V nasledujici sekci ukazeme implementaci vypoctu f(y"), ktera vypocetni naro¢nost vyrazu
(2) vyznamnym zptisobem redukuje.

3 REDUKOVANY VYPOCET UCELOVE FUNKCE PRI ZKOUMANI
OKOLI

Standardni algoritmus vypoctu tcelové funkce f(y) definované vyrazem (2) pro feSeni Yy
reprezentované seznamy SY a SC nasleduje:

0. Inicializuj s=0.
1.Proj=1, ..., nprovad¢j krok 2.
2. Inicializuj minr(k) +co prok =1, ..., r a proved krok 3.

3. Projdi seznam sY pro i =0, ..., p-1 a definuj minr(k) pro k=+, ... r jako index, pro ktery je
hodnota dsyminr)), j k- t& nejmensi z hodnot dsvgy, j pro i =0, ..., p-1. Aktualizuj s =
S+bj(qrdsy(minr(w), j T ...+ qrdsyminr), j)-

Slozitost standardniho algoritmu vypoctu hodnoty ucelové funkce bude O(n.p.r), protoze pro
kazdého uzivatele | je tfeba probrat p stfedisek a kazdé porovnat s indexy doc¢asné uloZzenymi
v poli minr.

Algoritmus redukovaného vypoctu je zalozen na tom, ze pii prvnim vypoctu ucelové funkce
pro feSeni y° je vypocitano minr(k) pro kazdého uzivatele j a obsah toho pole je uschovan
v struktuie Minr(k, j) pro k=1, .., raj =1, ..., n. Tato struktura je pouzita pro redukovany
vypocet ucelové funkce v kroku 3 algoritmu prozkoumavani okoli, kde se zkoumané feseni y"
od soucasného Feseni y° lisi jen v jednom umisténi stiediska.

Pfi redukovaném vypoctu prirtstku ucelové funkce pro uzivatele j pro pracovni feSeni y¥ je
tieba urcit indexy prvniho az r-tého nejblizsiho stiediska uzivatele j. Pro feSeni y° jsou tyto
indexy ulozené v struktute Minr(*, j) v potadi od nejbliz§iho k r-tému nejbliz§imu stredisku.
Tato posloupnost se bude od potiebné posloupnosti indext pro feSeni y" lisit nejvyse ve dvou
prvcich.

Z podrobné;jsi analyzy moznych ptipadi 1ze snadno zjistit, Ze mohou nastat tyto ptipady:

a) sY (i) neni obsazeno v posloupnosti Minr(k, j) pro k=1, ..., r a dsc, j> dsvminr(r, j)), j- V tomto
ptipad¢ Ize vypocitat priristek ucelové funkce podle (2) ptimo z posloupnosti Minr(k, j) pro
k=1, ...,r.

b) sY(i) neni obsazeno v posloupnosti Minr(k, j) pro k=1, ..., r adscw),j < dsy(minr(r, jy), j- V tomto
ptipad¢ je index SCt) zafazen na spravné misto v posloupnosti Minr(*, j), z které je vyloucen
index Minr(r, j) a ptirtstek je vypocitan z aktualizované posloupnosti.
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c) sY(i) je obsazeno v posloupnosti Minr(k, j) pro k=1, ..., r a dsc), j > dsvyvinr(r, j)), j. Zde je
posloupnost Minr(*, j), redukovana o prvek sY(i) a doplnéna o index dalSiho r+1 vého
nejblizsiho stfediska a ptirtstek je vypocitan z aktualizované posloupnosti.

d) sY(i) je obsazeno v posloupnosti Minr(k, j) pro k=1, ..., r a dscw), j < dsvmine(r, j)), j- Zde je
posloupnost Minr(*, j), redukovana o prvek sY(i) a doplnéna o index sC(t) a ptirastek je opét
vypocitan z aktualizované posloupnosti.

Z4dny z bodti a)- d) si nevyzada vice nez r kroku a tak sloZitost vypoétu f(y") bude O(n.r).

4 NUMERICKE EXPERIMENTY

Pro porovnani obou pfistupti z hlediska rychlosti vyc¢isleni tcelové funkce jsme provedli
experimenty na ulohdch odvozenych z redlnych dopravnich siti a osidleni odpovidajicimi
jednotlivym samospravnym krajim Slovenské republiky. Kazda uloha je charakterizovana
poctem n obci povazovanych za uzivatele s pozadavky bj, které odpovidaji velikosti populace
udavané v stovkach obyvatel. Pocet moznych umisténi m je dan opét poctem obci kraje, tedy
kazda obec je i moznym umisténim stiediska a plati m=n. Timto zpusobem bylo pro
experimenty stanoveno osm zakladnich p-lokacnich uloh charakterizovanych nasledujicimi
udaji uvadénymi za jménem sidelniho mésta kraje (Zkratka, m, p): Bratislava (BA, 87, 25),
Banska Bystrica (BB, 515, 46), Kosice (KE, 460, 38), Nitra (NR, 350,36), Presov (PO, 664,
44), Tren&in (TN, 276, 26), Trnava (TT, 249, 22) a Zilina (ZA, 315, 29). Koeficienty gk byly
prevzaty z [4] v nésledujici sestavé g1 = 77.063, 2 = 16.476, gz = 4.254, g4 = 1.593, gs = 0.47.
Samotné experimenty provadéné pro zadanou ulohu a zadané r z oboru 1 az 5 spocivaly
v nadhodném vygenerovani feSeni y° 0 p umisténych stfediscich a v prozkoumani piislusného
okoli nasledovanym vydanim nejlepSiho nalezené¢ho fteSeni. Prozkoumani okoli bylo
provedeno jak standardnim zpusobem, tak i redukovanym vypoctem ucelové funkce. Kazdy
experiment byl proveden stokrat. Vysledky experimenti — doby trvani stondsobného
opakovani jsou uvedeny v tabulkach 1 a 2 v sekundach.

Tabulka 1: Doby vypoétu v sekundich stonasobného opakovani prohledani okoli standardnim
zpisobem

nkraj | BA BB KE NR PO TN TT ZA

1 ]0.71]164.16| 96.93|44.96/219.41|15.18| 9.43| 38.04

0.84[214.54/131.39|59.15|293.02| 20.30| 12.01 | 48.71

1.01]264.89|171.16|71.91|362.79 | 24.08 | 14.73 | 61.23

1.19]308.83|193.20 | 84.81401.30 | 28.15|17.20| 71.59

g b lwiN

1.33/350.84212.91| 96.89 | 456.36 | 32.44 | 19.52 | 80.87

Tabulka 2: Doby vypoctu v sekundach stondsobného opakovani prohledani okoli redukovanym
zpisobem

nkraj | BA BB KE NR PO TN TT ZA

1 0.07| 481 3.30| 1.84| 7.45| 093] 0.66] 1.65

0.11] 8.49| 6.18| 3.29|1345| 164| 1.13]| 281

0.15]12.31| 9.72| 4.70|19.46| 2.29| 1.66| 4.08

0.20] 15.98| 12.04| 6.18]|23.89| 2.99| 2.18| 5.32

gl wiN

0.25] 19.59| 14.51| 7.68|29.49| 3.74| 2.70| 6.48
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Vypocty byly provedeny na stolnim pocitaci s procesorem Intel® Core™ 17-4790 CPU
s parametry 3.6 GHz asinstalovanou operacni paméti 8§ GB. Algoritmy byly
naprogramovany v jazyku Java a spoustény v prostiedi NetBeans 8.1.

5 ZAVER

Porovname-li odpovidajici vypocetni ¢asy v tabulce 1 a 2, snadno zjistime, ze redukovany
vypocet je piiblizn¢ desetkrat az dvacetkrat rychlejsi nez standardni zpiisob. To znamena, Ze
bude-li redukovany pfistup pouzit v heuristikach zalozenych na zpracovani okoli souc¢asného
feSeni, tak prislusna heuristika za stanoveny Cas prozkouma fadové vétsi pocet feSeni p-
lokaéni ulohy a tim vyrazn€ zvysi Sanci nalézt lepsi vysledné feseni v porovnani s heuristikou
vyuzivajici standardni vypocet ucelové funkce. Uvedené vysledky jsou zaroven ukazkou, jak
pecliva implementace zakladnich operaci mize vyznamné zlepsit efektivitu heuristik.
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Tato prace vznikla v ramci projektd VEGA 1/0342/18 “Optimélne dimenzovanie obsluznych
systémov”’, APVV-15-0179 “Spolahlivost’ zachrannych systémov na infrastruktire s neistou
funkcionalitou kritickych prvkov” a VEGA1/0089/19 “Vyvoj metodiky pre analyzu
prevadzkovych dat za u¢elom podpory rozhodovania v oblasti riadenia obsluznych systémov
pre elektrické vozidla”.
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OPTIMALIZACIA PARAMETROV SKUPINOVEHO GENETICKEHO
ALGORITMU POMOCOU TAGUCHIHO METODY

FINE-TUNING OF THE GROUPING GENETIC ALGORITHM USING
TAGUCHI METHOD

Ludmila JanosSikova

Abstrakt

Priblizné metody rieSenia optimalizaénych uloh sa vyznaduju tym, Ze maju mnoho
parametrov, od ktorych zavisi kvalita vysledného riesenia aj rychlost’ algoritmu. Spravidla
neexistuje také nastavenie parametrov, ktoré by zaruéilo dobré vysledky pre vsetky triedy
tiloh, a pre kazdd ulohu je vhodné iné nastavenie. Clanok popisuje princip Taguchiho metddy,
ktort mozno pouzit na urCenie najlepSich hodndt parametrov a ukazuje jej aplikiciu na
skupinovy geneticky algoritmus pre ulohu o kapacitnom p-mediane.

KPucové slova: skupinovy geneticky algoritmus, p-median, Taguchiho metoda

Abstract

Approximate methods for solving optimization problems have alot of parameters that
influence the quality of the solution as well as computational time. Usually, there does not
exist such parameter setting that ensures good results for all problem classes but every
problem requires specific parameter values. This paper describes the principle of the Taguchi
method that can be used for parameter tuning and presents its application for the capacitated
p-median problem.

Keywords: grouping genetic algorithm, p-median, Taguchi method

1 UVOD

Metaheuristické metody sa vyznacuji tym, Ze maju mnoho parametrov, ktoré je potrebné
dobre nastavit, aby metaheuristika davala uspokojivé vysledky. NavySe neexistuje také
nastavenie parametrov, ktoré by davalo dobré vysledky pre kazdu triedu uloh. V ¢lankoch,
ktoré popisuju aplikaciu metaheuristiky pre nejaky optimalizacny problém, sa len zriedkakedy
stretdivame s aplikaciou Statistickych metdd pre optimalne nastavenie parametrov. Autori
obvykle pouzivaju také hodnoty parametrov, ktoré uz niekto iny vyskuasal a vyhodnotil ako
dobré, hoci aj pre iny problém. Iny, Casto pouzivany pristup je, ze hodnoty parametrov
nastavia autori ,,na zaklade predbeznych experimentov®. Tieto experimenty vSak nebyvaju
Vv ¢lankoch bliZSie popisané, preto ich nie je mozné zopakovat’ pre int tlohu alebo inStancie
s inymi vlastnostami. Vyznamny prispevok v oblasti optimalizacie parametrov predstavuje
clanok autorov Adenso-Diaz a Laguna [1], ktori navrhli optimalizovat’ parametre algoritmov
pomocou Taguchiho metédy pre pldnovanie experimentov. Kritérium optimality pre
nastavenie parametrov zavisi od algoritmu. V exaktnom algoritme je kritériom cas. Pretoze
exaktny algoritmus d4 vzdy optiméalne rieSenie, o kvalite algoritmu rozhoduje jeho vypoctova
zlozitost', resp. rychlost’ vypoctu. Heuristicky algoritmus sa obvykle vykona rychlo, takze tu
je hlavnym kritériom kvalita rieSenia, CiZze parametre treba nastavit’ tak, aby rieSenie bolo ¢o
najlepSie z hladiska ucelovej funkcie. Pri metaheuristickom algoritme moze byt
rozhodujucim ¢initelom pre nastavenie parametrov kvalita rieSenia aj vypoctovy ¢as. Adenso-
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Diaz a Laguna navrhli univerzalny postup, ktory nezavisi od rieSenej ulohy ani od pouzitého
algoritmu. Postup je zalozeny na Taguchiho metdde planovania experimentov.

2 TAGUCHIHO METODA

Genichi Taguchi (1924 — 2012) bol japonsky inzinier a Statistik. V 50. rokoch minulého
storoCia pracoval vo vyskumnom ustave Electrical Communications Laboratory, kde vyvinul
metodu pre zlepSenie kvality a spolahlivosti telefonickych sluzieb. Jeho metéda vSak bola
natol’ko univerzalna, ze sa rozsirila aj do oblasti priemyslu a neskér ju aplikovali velké
priemyselné spolo¢nosti, napr. Ford Motor Company, Boeing, Xerox a iné.

Taguchiho metdda slizi na zlepSenie kvality produktov a procesov, kde vysledok zavisi od
mnohych faktorov. Postup, ako definovat’ a preskimat’ vplyv faktorov na vysledok, sa nazyva
planovanie experimentov (design of experiments, DOE).

Taguchi navrhol efektivny sposob ako skiimat’ vplyv faktorov na kvalitu s najmensim poctom
experimentov. Navrhol zapisat plan experimentu pomocou tzv. ortogonalneho pola.
Ortogonalne pole oznacené symbolom Ln(S™) predstavuje plan viacfaktorového experimentu,
ktory skima m faktorov, z ktorych kazdy ma s trovni. Je to vlastne matica rozmeru n x m,
v ktorej sa vyskytuje s roznych &isiel 0, 1, 2, ..., s-1 predstavujiicich arovne faktorov. Stipce
zodpovedaju faktorom, riadky jednotlivym pokusom (pokus je vykonanie experimentu pri
nastavenych podmienkach — hodnotach faktorov, ktoré sa v priebehu experimentu nemenia).
Riadky st podmnozinou vsetkych moznych s™ kombinacii s urovni m faktorov. Pole teda
predstavuje ¢iastoény faktorovy plan, presnejSie n/s™ zlomok tplného s™ faktorového planu.
Pri vel'kom pocte faktorov by pocet pokusov v tplnom faktorovom plédne bol vel'mi velky,
takto sa obmedzime len na niekol’ko pokusov, ktoré ale vdaka premyslenej Struktare (t.).
nastaveniu parametrov podla presnej schémy) stadia na to, aby sme urcili vplyv jednotlivych
faktorov na vysledok. Stipce ortogondlneho pola maju ti vlastnost, Ze v kazdej dvojici
stipcov sa kazda usporiadand dvojica ¢&isiel 0, 1, 2, ..., s-1 vyskytuje rovnaky podet krat.
Navyse, stipce su vyvazené aj vo vnutri, lebo kazdy stipec obsahuje rovnaky pocet tGrovni
faktorov. Podmatica, ktori vytvorime vypustenim niektorych stipcov ortogonalneho pola, je
tiez ortogonalne pole. Pismeno L v oznaeni ortogonalneho pol'a znamena latinsky Stvorec a
naznacuje, Ze ortogonalne polia su zovSeobecnené latinské Stvorce. Matematické odvodenie
¢iasto¢nych faktorovych planov a ortogonalnych poli mozno najst’ v ¢lanku [2]. Pre ilustraciu
je v tabul’ke 1a) ortogonalne pole Lg(2°), v tabulke 1b) pole Lo(3%).

TabulPka 1. Ortogonalne polia [4]

a) pole Lg(2°) b) pole Lys(3%)
Faktory Faktory

Pokusy 1 2 3 4 5 Pokusy 1 2 3 4
1 O 0 0 0 O 1 0O 0 o0 O
2 o o0 o0 1 1 2 o 1 1 1
3 o 1 1 0 0 3 o 2 2 2
4 o 1 1 1 1 4 1 0 1 2
5 1 0 1 0 1 5 1 1 2 0
6 1 0 1 1 O 6 1 2 0 1
7 1 1 0 0 1 7 2 0 2 1
8 1 1 0 1 O 8 2 1 0 2
9 2 2 1 0
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V Taguchiho metdde je cielom experimentov odpovedat’ na nasledujice otazky:
e Aky je trend vplyvu faktorov a ich vzajomna interakcia?
Ktoré st vyznamné faktory a aky je ich relativny vplyv na variabilitu vysledku?
Aké su optimalne hodnoty faktorov?
Aky vysledok mozno ocakavat’ pri optimalnom nastaveni faktorov?

Pri odvodeni hlavného a relativneho vplyvu jednotlivych faktorov budeme pouzivat
nasledujliice oznacenie:

m pocet faktorov

S pocet urovni faktora

n pocet pokusov

r pocet replikacii jedného pokusu

Yij vysledok v replikacii j pokusu i

y stredna hodnota vsetkych merani (vSetkych replikacii vSetkych pokusov)
Yo cielova hodnota

yoPt  ocakavany vysledok pri optimalnom nastaveni parametrov

A, hlavny (priemerny) efekt faktora A na Grovni h
L(A,h) podmnozina pokusov, v ktorych ma faktor A iroven h

T celkovy sucet vsetkych merani

CF  korekény faktor (correction factor)

Sa suma Stvorcov pre faktor A

St celkova suma Stvorcov

L(A,h) podmnozina pokusov, v ktorych ma faktor A iroven h
fa pocet stupniov vol'nosti pre faktor A; fa =s—1

fr celkovy pocet stupiiov vol'nosti

Va rozptyl faktora A (variance)

F pomer rozptylov (variance ratio)

e experimentalna chyba

VSeobecny trend vplyvu jednotlivych faktorov moZno urc¢it podla priemerné¢ho vplyvu
faktorov. Priemerny (alebo hlavny) efekt faktora A na urovni h vypocitame tak, ze s¢itame
vysledky pokusov v ktor}'lch ma faktor A uroven h a sucet vydelime poctom takych pokusov:

A = > Zy., (1)

IeL Ah

\L(A h)

Podl’a priemerného vplyvu potom moZeme predpokladat’, aka tiroven faktora prinesie najlepsi
vysledok a odhadnit’ vysledok pri optimalnom nastaveni vSetkych faktorov. Ak budeme
predpokladat, ze mame tri faktory ozna¢ené pismenami A, B a C a h” predstavuje najlepsiu
uroven faktora, potom ocakavany vysledok pri optimalnom nastaveni faktorov vypocitame
podla vztahu (2):

y® =T/(n-r)+ (A, -T/n-1)+ (8, ~T/n-1)+(C, ~T/n-1)) @

Poznanie prispevku jednotlivych faktorov je kl'icom k tomu, aby sme Uc¢inne vedeli riadit’
vyrobny (alebo iny) proces. Na to, aby sme urcili relativny vplyv jednotlivych faktorov
a oddelili vyznamné faktory od nevyznamnych, sluzi Statistickd metoda, ktora sa nazyva
analyza rozptylu (ANOVA). Stru¢ne vysvetlime, ktoré rozptyly treba vypocitat' a ¢o z nich
mozno usudzovat’.

Rozptyl je podiel suctu Stvorcov odchylok nameranych hodndt od strednej hodnoty a poctu
merani. Najprv vyjadrime celkovi sumu Stvorcov odchylok nameranych hodnot od stredne;j
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hodnoty pomocou odchylok od ciel'ovej hodnoty, pretoze podla Taguchiho mozno kvalitu
dosiahnut’ minimalizovanim odchylky vysledku od ciel'ovej hodnoty:

Z_;JZ_;(Y-J ) Z_lljz_ll(yu y0)2 - nr(y— y0)2 =

n r

2 ©)
DORAENE {z;(y ! yO)}

i1 j-1 nr
Celt upravu mozno najst’ v [6]. Ak pozadovand cielova hodnota je nulové, vyraz mozno
upravit’:

G tEy {;;yu} @

i=1 j=1
a zjednodusit’ zavedenlm nového oznacenia pre sucet vSetkych merani T a takzvaného
korek¢ného faktora CF:

T= ii Yi ©)

i=1 j=1

CF=T?/(n-r) (6)
S, =ZZ y; —CF )

Sucet Stvorcov pre faktor A vypocitame podla vzorca:
> 1
SAT 2 A i (8)
2 LA hMLLZAh ~ ’]

Dalej definujeme:

V,=S,/f, 9)
S, =5, — isk (10)
fr=n-r —k:11 (11)
f,=f, —i f, (12)
V, =S,/ fek=l (13)

Stupenn volnosti je miera mnozstva informacii, ktoré mézeme jednoznacne urcit z danej
mnoziny dat. Stupenn vol'nosti pre faktor je o jeden mensi nez pocet Urovni faktora, pretoze
vysledok pre jednu troven faktora sa moze porovnat’ S vysledkom pre druhu a tretiu Groven,
ale nie so sebou samym. PretoZze experiment predstavuje len cast vSetkych moznych
vystupov, pri vypocte rozptylu sa pouziva pocet stupiiov volnosti namiesto poctu vsetkych
pozorovani.

Pomer rozptylov

Fa=ValV, (14)
je pomer rozptylu spdsobeného danym faktorom a rozptylu sposobeného experimentalnou
chybou. Pouziva sa na zistenie vyznamnosti daného faktora s ohladom na vSetky faktory,
ktoré¢ su zahrnuté v experimentalnej chybe. Pomer rozptylov sa porovnd s tabulkovou
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hodnotou F rozdelenia s parametrami fa a fe na zvolenej hladine vyznamnosti. Ak vypocitany
pomer rozptylov je mensi nez tabul’kova hodnota Fu(fa,fe), potom dany faktor nie je Statisticky
vyznamny (nema vplyv na variabilitu vysledku).

3 SKUPINOVY GENETICKY ALGORITMUS PRE KAPACITNY P-
MEDIAN

Uloha o kapacitnom p-mediéne je klasicka lokaéna aloha. Je dana mnozina I, ktorej prvkami
su geografické lokality, kam moZzno umiestnit’ stredisko poskytujuce sluzbu zakaznikom.
Objem poziadaviek zadkaznikov, ktoré moze kazdé stredisko uspokojit, oznacme symbolom
Q. Zakaznici v danom regione tvoria mnozinu J. Zakaznik j € J je definovany svojou
geografickou polohou a poziadavkou bj. Vzdialenost’ z miesta i € |1 do miesta j € J ozna¢me
symbolom dij. Z mnoziny kandidatov | treba vybrat' presne p stredisk tak, aby celkova
vzdialenost’ medzi zakaznikmi a strediskami bola ¢o najmensia, pri¢om kazdy zakaznik bude
obsluhovany prave zjedného strediska aobjem poziadaviek zakaznikov, ktori budu
obsluhovani z jedného strediska, neprekroci kapacitu strediska Q.

Rozhodnutie o otvoreni strediska v mieste i budeme modelovat’ bivalentnou premennou Yi.
Dalej potrebujeme bivalentné aloka¢né premenné X, ktoré vyjadruju, ¢i zakaznik j bude
obsluhovany zo strediska I.

Matematicky model tlohy mozno zapisat’ takto:

minimalizujte ;;dijx” (15)
za podmienok ;Xu =1 prejel (16)
X <Y, preiel,jel @an
J_GZN:bJXu =Q prei e | (18)
Z. yi=p (19)
X ¥i €101} preiel,jel (20)

Ucelova funkcia (15) minimalizuje celkovi vzdialenost’ zdkaznikov k najblizsiemu stredisku.
Podmienky (16) prirad’'uju kazdého zakaznika j prave jednému stredisku. Podmienky (17)
zabezpecia, ze ak je nejaky zakaznik priradeny miestu i, potom sa v mieste i musi otvorit’
stredisko. Podmienky (18) zabezpecia, ze objem poziadaviek obsluhovanych zo strediska
I neprekroci jeho kapacitu. Podmienka (19) obmedzuje pocet otvorenych stredisk. Podmienky
(20) st obligatérne podmienky.

Uloha o kapacitnom p-mediane je NP-tazka tloha. Na rieSenie tiloh praktického rozsahu sa
pouzivaju heuristické a metaheuristické metddy. Jednou z metaheuristickych metdd je
skupinovy geneticky algoritmus, ktorého implementacia pre ulohu o kapacithnom p-mediane
bola popisana v prispevku [3]. V implementécii vystupuju tieto parametre:

L vel'kost’ populacie

TG  pocet generacii

Pmi pociatocna pravdepodobnost’ mutécie

pmt  konecné pravdepodobnost’ mutécie

Pis pravdepodobnost’ operacie local search
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UCelom mutacie je udrziavat’ roznorodost populacie a zabranit® uviaznutiu algoritmu
V lokalnom minime. Muticia sa vykond na nahodne vybratom jedincovi tak, ze ndhodne
zvolené stredisko sa nahradi inym strediskom, ktor¢ nie je otvorené. Pri tejto operacii sa meni
Struktura stredisk, preto treba opitovne pridelit’ vSetkych zdkaznikov otvorenym strediskdm,
aby sme vypocitali fitnes hodnotu zmutovaného jedinca. Kvoli ¢asovej ndrocnosti sa mutacia
nevykonava v kazdej generacii, ale len s istou pravdepodobnostou, ktora sa v priebehu
vypoctu zvysuje z pociatocnej hodnoty pmi po konecni hodnotu pm podl'a vztahu

k
K)=p, +—=— = P 21
pm( ) pml TG (pmf pml) ( )
kde pm(k) je pravdepodobnost’ mutacie v generacii K.

Operacia local search slizi na zlepSenie nahodne vybratého jedinca. Je to vymenna
heuristika, pri ktorej sa hl'adé lacnejSie priradenie zdkaznikov existujiicim strediskam. Pretoze
tiez ide o Casovo naro¢nu operaciu, podobne ako mutacia sa nevykonéava v kazdej generécii,
ale len s istou malou pravdepodobnostou pis.

4 APLIKACIA TAGUCHIHO METODY PRE OPTIMALIZACIU
PARAMETROV

V implementacii [3] boli parametre algoritmu nastavené presne tak, ako je popisané v uvode,
teda niektoré podl'a dobrych skusenosti inych autorov publikovanych v literature, niektoré na
zaklade predbeznych experimentov. Seridzny experiment so Statistickym spracovanim
vysledkov nebol vykonany. V ramci tohto prispevku taky experiment vykoname a popiSeme
jeho vysledky. Zameriame sa na vel'ké inStancie tlohy o kapacitnom p-mediane s tisickami
zékaznikov, pretoZe inStancie takychto rozmerov sa Casto vyskytuji pri ndvrhu verejnych
obsluznych a zachrannych systémov. Vel'ké testovacie inStancie vytvorili Lorena a Senne [5].
St dostupné na webovej stranke http://www-usr.inf.ufsm.br/~stefanello/instances/cpmp/.
InStancie maju mena p3038_600, p3038_700, p3038_800, p3038_900 a p3038_1000. Kazda
znich obsahuje 3038 miest, ktoré su zaroven kandiddtmi na umiestnenie strediska aj
zakaznikmi. Pocet stredisk, ktoré treba umiestnit’, sa meni od 600 do 1000. PretoZe optimélne
rieSenia tychto twloh neboli doposiall publikované, budeme naSe vysledky porovnavat
S najlepSim znadmym rieSenim dosiahnutym dekompozi¢nym algoritmom IRMA [7].

Pri hl'adani najlepsich hodnot pre parametre skupinového genetického algoritmu sa nebudeme
zaoberat’ poCtom generacii, lebo je zrejmé, Ze ¢im vyssi pocCet generacii, tym lepSie rieSenie
dosiahneme. Budeme skimat’ len vplyv ostatnych Styroch parametrov a pre kazdy z nich tri
urovne podla tabulky 2. Cielom experimentu bude urcit Statisticky vyznamné parametre
pomocou analyzy rozptylu a najst’ ich optimalne hodnoty. Plan experimentu je vyjadreny
ortogondlnym pol'om Lg(3%) v tabulke 1b).

Tabul’ka 2. Tri trovne faktorov

Faktor Urovent 0 Uroven 1 Urovei 2
L 50 100 150
Pmi 0.1 0.2 0.3
P 0.5 0.6 0.7
Pis 0 0.1 0.2
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Na nastavenie optimalnych hodnét parametrov pre uvedenu triedu tloh sme vybrali ulohu
p3038_800. Kazdy pokus sme vykonali 10-krat. Doba vypoctu jednej replikacie bola 300 s.
Hodnoty veli¢in ziskanych pri analyze rozptylu su v tabul’ke 3. Kriticka hodnota F rozdelenia
na hladine vyznamnosti 0.05 je Fo.o05(2,81) = 3.109. Porovnanim pomerov rozptylu s touto
hodnotou vidime, ze Statisticky vyznamné su len dva faktory, a to pociatocna
pravdepodobnost’ mutacie a pravdepodobnost’ operacie local search (v tabulke 3 vyznacené
tuénym pismom). Velkost’ populacie ani kone¢na pravdepodobnost’ mutacie nemaju vplyv na
variabilitu vysledkov.

Tabulka 3. Analyza rozptylu

Stcet Stvorcov  Pocet stupiiov Rozptyl Pomer
Faktor S vol'nosti f \Y rozptylov F

L 642383.87 2 321191.93 0.11
Pmi 20087324.22 2 10043662.11 3.58
Pmf 3779820.95 2 1889910.48 0.67
Pis 93697850.85 2  46848925.42 16.72
Chyba e 227020179.89 81 2802718.27

Spolu 345227559.78 89

Z grafického znazornenia hlavného efektu faktorov s tromi Groviiami na obr. 1 mézeme urcit’
optimalne hodnoty parametrov: L = 50, pmi = 0.2, pmf = 0.7 apis = 0. Podl'a vztahu (2)
vypocitame o¢akdvant hodnotu uéelovej funkcie: y°P' = 113260.92. Tento vysledok potvrdil
kontrolny vypocet, kedy sme vykonali 10 replikacii skupinového genetického algoritmu
S optimalnymi hodnotami parametrov. Priemernd hodnota tcelovej funkcie bola 113364.76
(pozri tab. 4, priklad p3038_800). P6vodné nastavenie parametrov v ¢lanku [3] bolo L = 100,
pmi = 0.2, pmt = 0.5 apis = 0. Vidime, ze Statisticky vyznamné parametre pociato¢na
pravdepodobnost’ mutacie a pravdepodobnost’ operacie local search boli na zaklade
predbeznych, nepublikovanych experimentov v predchadzajicej $tadii nastavené na
optimalnu hodnotu.

Pre porovnanie sme vykonali experimenty pre vSetky testovacie priklady sady p3038, ato
S povodnymi aj optimalnymi hodnotami parametrov s cielom zistit, ¢i optimalne hodnoty
parametrov prinesu lepSie vysledky. Na kazdej Glohe bol skupinovy geneticky algoritmus
spusteny 10-krat, doba vypoctu bola 300 sekind. Vysledky pre pdvodné nastavenie
parametrov su v tab. 5, pre optimalne nastavenie parametrov v tab. 6. V tabul’kéch su hodnoty
ucelovej funkcie najlepSiecho (Min), priemerného (Avg) a najhorSiecho (Max) rieSenia z 10
replik4cii, smerodajna odchylka rieSeni (St. dev.) aj relativne zhorSenie Ucelovej funkcie
najlepSieho rieSenia oproti doteraz najlepSiemu rieSeniu ziskanému algoritmom IRMA (Gap).
Porovnanim vysledkov vidime, Ze optimdlne nastavenie parametrov prinieslo lepsi priemer aj
najlepsie rieSenie, ale zvacsil sa rozptyl hodnot celovej funkcie.
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Obrazok 1. Hlavny efekt faktorov

Tabulka 4.Vypocétové experimenty pre podvodné hodnoty parametrov

L= 100, Pmi = 02, Pmf = 05, Pis = 0

Priklad IRMA Min Avg Max St. dev. Gap (%)
p3038_600 122711.17 131530.87 133774.51 137845.89 1863.29 7.19%
p3038_700 109677.30 12035156 122210.70 124393.60 1100.69 9.73%
p3038_800 100064.94 111733.10 113525.73  114320.25 733.29 11.66%
p3038_900 92310.09 105032.45 107055.82 111524.20 1823.36 13.78%
p3038_1000 85854.05 99799.97 100920.85 102852.49 926.08 16.24%

Priemer 1289.34 11.72%

TabuPka 6.Vypocétové experimenty pre optimalne hodnoty parametrov

Priklad IRMA - L=50, pmi=0.2, pmt =0.7, ps =0
Min Avg Max St. dev. Gap (%)
p3038_600 122711.17 130610.47 133062.68 135285.53 137440 6.44%
p3038_700 109677.30 119142.65 120407.38 121462.15 750.18 8.63%
p3038_800 100064.94 110198.48 113364.76  119204.03 2645.77 10.13%
p3038_900 92310.09 104912.08 106404.83 108996.71 1436.81 13.65%
p3038_1000 85854.05 08543.42 100521.65 102787.37 1325.98 14.78%
Priemer 1506.63 10.73%
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5 ZAVER

Prispevok popisuje pouzitie Taguchiho metdédy pre optimalne nastavenie parametrov
algoritmu. Metodu sme demonstrovali na metaheuristickom algoritme — skupinovom
genetickom algoritme implementovanom pre rieSenie NP-tazkej ulohy o kapacitnom p-
mediane. Vypoctovy ¢as algoritmu bol pre ucely tejto Studie vyznamne skrateny oproti stadii
[3], lebo cielom bolo demonstrovat’ pouzitie Taguchiho metdédy, anie najst optimalne
hodnoty parametrov pre prakticky pouziteI'ni verziu algoritmu. Je pravdepodobné, ze pri
dlhsej dobe vypoctu (v spomenutej Stadii bezala jedna replikacia hodinu) by optimalne
hodnoty parametrov boli iné, ale aj proces ich ladenia podl'a Taguchiho metédy planovania
experimentu by trval podstatne dlhSie. Taguchiho metdda je univerzalna metoda, ktortt mozno
pouzit’ bez ohl'adu na charakter algoritmu aj rieSenej tlohy. V buducnosti sa chceme zamerat’
na vytvorenie softvérového nastroja pre automatizované ladenie parametrov, kde sa bude
ladeny algoritmus povazovat za Ciernu skrinku.

Tento prispevok vznikol s podporou vyskumného projektu VEGA 1/0342/18 Optimdlne
dimenzovanie obsluznych systémov a projektu IKT pre smart spolocnost — smartIKT (ITMS
kod NFP313010T462).
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EXAKTNY PRISTUP K TURNUSOVANIU ELEKTRICKYCH
AUTOBUSOV

EXACT APPROACH TO ELECTRIC BUS SCHEDULING

Maros Janovec

Abstrakt

V poslednych rokoch zac¢ina vyskum v oblasti elektromobility ziskavat’ mnozstvo pozornosti.
Jeden z problémov rieSenych v tejto oblasti je aj zmena flotily klasickych autobusov za
elektrobusy. V ramci tohto problému sa riesi tiloha turnusovania vozidiel. V tomto ¢lanku sa
venujeme tulohe priradovania dostupnych elektrobusov spojom, ktoré treba obsluzit, Cize
vytvaraniu turnusov pre jednotlivé elektrobusy. Elektrobusy majii obmedzeny dojazd a musia
sa pocas prevadzky nabijat, ¢o vyzaduje dlhsi ¢as ako dotankovanie autobusu. V nasom
pripade uvazujeme o zndmych umiestneniach a poctoch nabijaciek. V tomto clanku
prezentujeme linedrny matematicky model, ktory reSpektuje vSetky potrebné obmedzenia.
Vykonnost modelu je otestovand na datach z verejného dopravného systému v Ziline
pouzitim Standardného IP solvera na ohodnotenie kvality rieSenia ako aj vypoctového Casu.

Kludové slova: elektrické vozidla, turnusovanie vozidiel, IP solver, exaktné riesenie,
elektrické autobusy

Abstract

In the recent years the research in the field of electromobility has been gaining a lot of
interest. One of the problems researched in the field is transformation of the classical bus fleet
into the fleet of electrobuses. One of the tasks that should be solved is the problem of
scheduling. This paper deals with the problem of assigning available electric buses to the set
of service trips, in other words scheduling of electric buses. Electric buses have limited
operation range and must be charged during the operation, which takes more time than
refueling a bus. In our case it is assumed that the charging is possible at the depot and at
chosen locations. In the paper we propose a linear mathematical model that respects all
necessary limitations. The performance of the model is tested on the dataset from the public
transport system in the city of Zilina using a standard IP solver to evaluate the quality of the
solution and computational time.

Keywords: electric vehicles, vehicle scheduling, IP solver, exact solution, electric buses

1 UVOD

Elektromobilita je v sucasnosti vel'mi skimanou oblast'ou. Vel’kymi vyhodami nasadzovania
elektrovoziel su velmi nizke emisie CO2, ako aj potencidlne nizke naklady na prevadzku.
Spolu so sucasnym trendom zniZovania cien obstaravacich nakladov na nakup elektrovozidiel
a batérii zacinaju byt’ elektrovozidla zaujimavou alternativou ku konven¢nym vozidlam.

Jednym z miest, kde je mozné aplikovat’ a testovat’ elektrické vozidla v praxi je verejny
dopravny systém miest. Tento systém je charakteristicky velkou dennou najazdenou
vzdialenostou na vozidlo, Cize transformdacia flotily na elektrické vozidld moéze priniest
redukciu nékladov na prevadzku oproti flotile konvenénych vozidiel. NajpouzivanejSim
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typom vozidla v mestach je naftovy autobus. Teda hlavnym smerom transformacie flotily
bude vymena naftovych autobusov za elektrobusy.

Experimenty s nasadenim elektrobusu sa odohrali v réznych mestach, ako napriklad
V Soule[1], Milton Keynes[2], Oporto[3], Putraya[4]. Prevazne sa tieto experimenty
vykonavali za ucelom zberu dat ako s spotreba, vykon, spravanie sa v premavke. V tychto
experimentoch boli elektrobusy prevazne nasadzované iba na vybranych linkach, nie ako
celkova transformacia systému.

Pri nasadzovani flotily elektrobusov vo verejnej doprave treba rieSit’ mnozstvo problémov. Su
to hlavne planovanie liniek, planovanie turnusov vozidiel a nasledné planovanie turnusov
osadok. Tieto problémy su v podstate rovnaké ako aj pri nasadzovani flotily naftovych
autobusov, ale nedaju sa rieSit’ rovnakym spdsobom, ked’ze elektrobusy maju svoje Specifické
vlastnosti, ktoré sa odliSuji od naftovych autobusov. NajproblematickejSimi vlastnostami su
obmedzeny dojazd elektrobusu a ¢as jeho nabijania. Operacny dojazd elektrobusov sa
Vv stcasnosti pohybuje od 100 do 300 km, ¢o v porovnani s naftovym autobusom nestaci na
celodenntl prevadzku, ¢iZze dobijanie elektrobusu musi prebiehat’ CastejSie pocas dia. Zaroveil
¢as, ktory potrebujeme na dobitie batérie je podstatne dlhsi ako dotankovanie naftového
autobusu.

Tento ¢lanok sa zaoberd rieSenim jedného z problémov pri nasadzovani elektrobusov do
redlneho systému, asice pridelovanim vozidiel jednotlivym linkam alebo inak povedané
planovanim turnusov pre jednotlivé vozidla. V kapitole 2 popiSeme pracu inych autorov
Vv tejto oblasti. Kapitola 3 sa zaobera detailnym popisom problému a formulaciou linedrneho
matematického modelu pre riesenie tlohy turnusovania elektrobusov. V poslednej kapitole
popiSeme metodu rieSenia a numerické experimenty na vybranych testovacich sietach liniek
ziskanych zrealnych dat poskytnutych prevadzkovatelom verejného dopravného systému
v meste Zilina.

2 PRIBUZNA PRACA

Problém turnusovania vozidiel je pomerne dobre znamy a zaroven st zname aj dobré metody
rieSenia. Na§ problém je odnozou tohto problému, av§ak ma podstatne viacej obmedzeni ako
problém turnusovania. Systém rieSenia ulohy turnusovania je zavisly aj na vybranej
technologii nabijania, ked’ze ¢asy nabijania sa odvijaji od pouzitej technologie.

Jednou z technolégii, ktora je zaujimava hlavne z toho dévodu, Ze nie je nutné pocitat’ s dlhou
dobou nabijania je vymena batérii. Kim, Song and Choi [1] sa snazili v ich ¢lanku ukézat
pouzitelnost’ tejto technoldgie, pricom vychadzali z realnych dat z experimentu v Soule ,
ktoré pouzili v simuldcii.

Touto technologiou sa zaoberali aj Chao a Xiaohong[5], ktory riesili problém turnusovania
vozidiel sjednym depom (SDVS) sdvomi nezavislymi ucelovymi funkciami, ktoré
reprezentovali kapitdlovll investiciu a dopyt po nabijani. Tuto ulohu riesili pomocou Non-
dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA- I1).

Model na rieSenie Glohy turnusovania so systtmom vymeny batérii predstavili aj Mirchandani
a kol.[6], ktory vSak rieSili ulohu turnusovania nie pre verejny dopravny systém, ale pre flotilu
obsluznych vozidiel.

Dalsou pouzitelnou technolégiou je rychle nabijanie (fast charging). Tato technologia je
Specificka hlavne tym, Ze sa nabija na nabijacich staniciach, ktoré st umiestnené v dopravnej
sieti na vybranych miestach. Pri tomto type nabijania treba brat’ do Uvahy aj samotné
nabijanie, kedze trva dlhsi Casovy usek. Teoh a kol.[4] rieSili lohu ndvrhu dopravného
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systému, ¢o zahriiovalo navrh liniek, ako aj navrh turnusov elektrobusov a ich osadok, pricom
zvazovali technoldgiu rychleho nabijania. Rozhodli sa pre simulacny pristup k rieSeniu tejto
ulohy. Tento pristup je ale vhodnej$i len na overenie rieSenia ako na samotné rieSenie
problému turnusovania.

Dal$ou moZnostou ako riesit’ Glohu turnusovania si metédy matematického programovania.
Niekerk a kol. [7] predstavuji dva modely na rieSenie ulohy turnusovania elektrobusov. Tieto
modely riesia ulohu s jednym depom a jednym typom vozidla. Prvy model predpoklada
linearnost’ nabijania, druhy model je schopny popisat’ aj nelinedrne nabijanie pomocou
diskretizadcie stavu nabitia batérie. V oboch modeloch je dostupny c¢as na nabijanie
diskretizovany na rovnako dlhé intervaly, pricom sa elektrobus nabija pocas celého intervalu.
Prvy model je rieSeny exaktne pomocou metdéd mat. programovania pre ulohy malého
a stredného rozsahu. Druhy model je rieSeny aj pre vacSie ulohy pomocou metody
generovania stipcov.

Linearny matematicky model navrhli aj Sassi a Oularama [8]. Ich model zvazuje kombinaciu
elektrobusov a konvenénych autobusov. Okrem zakladnych obmedzeni pre stav batérie tento
model obsahuje aj obmedzenie pre elektricku siet, a sice obmedzenie maximalneho odberu zo
siete pre dany casovy interval, ¢im reprodukuji aj zniZzenie nabijacie vykonu, ak je
k nabijacke pripojenych niekol’ko elektrobusov v tom istom ¢ase. Okrem navrhu modelu st
Vv ¢lanku navrhnuté aj sekven¢na heuristika (SH) a globdlna heuristika (GH) na rieSenie
definovaného problému. Zaroven dokazali ze tloha navrhu turnusov je NP-t'azka.

Dalsim model, ktory riesi okrem turnusovania elektrobusov aj optimalizaciu poétu pripojok
na nabijacke, navrhol Rogge a kol.[9]. Nabijanie sa v tomto pripade odohrava iba v depe
a elektrobus sa vzdy nabija do maximalnej kapacity. AvSak, navrhnuty model nie je linedrny
a preto je rieSenie zaloZené na heuristickych principoch. V ¢lanku je navrhnuta a otestovana
metaheuristika zalozend na Grouping genetic algorithm (GGA), ktord riesi definovany
problém.

3  POPIS PROBLEMU

V tomto c¢lanku navrhujeme linedrny matematicky model na rieSenie ulohy turnusovania
elektrobusov vo verejnej doprave, ktory vychadza z Roggeho modelu [9]. Na rozdiel od
Roggeho modelu, na$ model je linearny. Dalej sa zameriava hlavne na aplikaciu ¢iastoéného
nabijania (batéria sa nemusi nabit’ do maximalnej kapacity), nabijanie v depe a na vybranych
nastupistiach. Poslednym rozdielom je variabilny €as ukoncenia nabijania. TakZe model,
ktory prezentujeme sa zaobera Ciastoénym nabijanim, nabijanim na viacerych miestach
S variabilnym ¢asom nabijania, ¢o nebolo skimané Ziadnym z autorov spomenutych vyssie.

Pri nasej ulohe predpokladame, Ze umiestnenia nabijaciek a pocet pripojok na jednotlivych
nabijackach je znamy. Hlavnou tlohou je vytvorit' rozvrhy pre jednotlivé elektrobusy
a zaroven aj rozvrhy nabijania na jednotlivych nabijackach, tak aby sme pouzili o najmenej
elektrobusov a zaroven respektovali obmedzenia dojazdu elektrobusov a kapacity ich batérii.

Pri ulohe navrhu turnusov elektrobusov vo verejnej doprave sa snazime vytvorit’ rozvrh pre
elektrobus, ktoré spoje ma obsluzit’, pricom musime brat’ do uvahy Standardné podmienky pre
ulohu navrhu turnusov, ako aj obmedzenia Specifické pre elektrobusy. Medzi klasické
podmienky patria:

- Kazdy spoj je obsluzeny prave jednym vozidlom.

- Vozidlo ma priradenu iba moznu sekvenciu spojov, inymi slovami ziadne vozidlo
nemoze byt’ sucasne na viacerych spojoch.
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- Celkové néklady st minimalne.

Dalsie obmedzenia, ktorymi sa tloha navrhu turnusov elektrobusov 1isi od klasického navrhu
turnusov su obmedzenia tykajuce sa batérie:

- Kapacita batérie musi byt dostatocna na prejdenie k nabijacke alebo depu pocas
celého turnusu.

- Na vybranych miestach sa moze batéria nabit’. Pri nabijani vSak nesmieme presiahnut’
maximalnu kapacitu batérie.

- Nakazdej pripojke sa v jednom ¢ase mdze nabijat’ iba jedno vozidlo.

3.1 Formalna formuléacia problému

Majme mnozinu spojov N, ktoré treba obsluzit’ a depo reprezentované zdrojom D, a Gstim D,,.
Dalej mame mnozinu R reprezentujucu vSetky nabijacie pripojky a mnozinu T ktora
reprezentuje nabijacie udalosti prisluchajuce k danej nabijacej pripojke r € R.

Kazdy spoj i € N je charakterizovany zaCiatkom spoja — s;, dalej trvanim spoja —
t; a spotrebou energie na prejdenie spoja — c;. Okrem tychto charakteristik je pre kazdy spoj
definovana mnozina moznych nasledujucich spojov F(i). Aby spoj j mohol byt naslednikom
spoja i, musi platit’ s; + t; + t;; < s;, kde s; je zaciatok spoja i, t; je trvanie spoja i, t;; je as
prechodu medzi spojom i aj as; je zaciatok nasledujuceho spoja j. Pri prechode z i do j sa
spotrebuva energia, takze je nutné vediet, kol'ko energie sa spotrebuje na prechod. Tuto
hodnotu vyjadruje konStanta c;;. Podobnym sposobom definujeme aj mnoZinu moznych
predchadzajucich udalosti B (7).

Nabijacka r € R je definovand svojou polohou a nabijacou rychlostou g,. KonStanta t;,
predstavuje ¢as potrebny na prejdenie zo spoja i K nabijatke r a konstanta t,.; naopak od
nabijacky r k spoju j. Okrem ¢asu je nutné poznat’ aj spotrebu na tieto prechody. To vyjadruja
konStanty c;,— spotreba na prechod od spoja i k nabijacke 7, a c,;- spotreba na prechod od
nabijacky r k spoju j.

Okrem nabijaCky méame definované aj nabijacie udalosti na nabijacke r. Pocet nabijacich
udalosti na nabijacke r bude rovnaky ako pocet spojov. Zaciatok nabijacej udalosti s,; je
definovany ako s,; = s; + t; + t;- pre nabijaciu udalost’ t € T" na nabijacke r a je naviazany
na koniec spoja, ked’ze jediny Cas kedy moze elektrobus prist’ na nabijacku je po skonceni
spoja. Pre prechod zo spoja k nabijacke si definujeme mnozinu nasledujucich nabijacich
udalosti Fc(r, i) pre kazdy spoj i. Nabijacia udalost’ t na nabijacke r mdze byt’ zaradend ako
mozna nasledujiica nabijacia udalost ak spiia podmienku s, > s; +t; + t;. Podobne
definujeme aj mnozinu predchadzajicich nabijacich udalosti Bc(r, i) pre kazdy spoj i a kazdu
nabjjacku r. Nasledne sa definuyj aj mnoziny mozZnych nasledujucich Fi(r,t)
a predchadzajucich Bi(r, t) spojov pre kazda nabijaciu udalost’ t na nabijac¢ke r. Pre pridanie
spoja ako mozného nasledovnika pre nabijaciu udalost’ musi platit’ s, + t,; < s;.

Mnozina K je mnozina vozidiel, ktoré mame k dispozicii. Batéria v kazdom vozidle k € K je
charakterizovana svojim maximalnym a minimalnym stavom nabitia SoC¥,, a S oC,’ﬁu-n. Tieto
stavy reprezentuju pouzitelny rozsah batérie, aby sa zabranilo zvySenej degradacii batérie,
pripadne ak chceme stanovit’ rezervu energie elektrobusu [10].
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Obr. 1. Popis rozhodovacich premennych

Nech bindrna rozhodovacia premenna x{‘j reprezentuje rozhodnutie, ¢i budeme obsluhovat
spoj j priamo po spoji i vozidlom k, Tato premenna existuje len v pripade, Ze plati j €
F(i). Binarna rozhodovacia premenna yL., bude 1, ak zo spoja i pdjdem nabijat’ vozidlo k na
nabijacku r pocas nabijacej udalosti t. Taktiez musi platit’, ze nabijacia udalost’ t na nabijacke
r je mozny naslednik spoja i. Nech binarna rozhodovacia premenna z, ; bude jedna, ak pojde
vozidlo k obsluzit’ spoj j po nabijacej udalosti t na nabijacke r. Spoj j musi byt z mnoZziny
nasledovnikov nabijacej udalosti ¢ na nabijacke r. Posledna binarna rozhodovacia premenna
wk, reprezentuje rozhodnutie, ¢i budem pokracovat’ v nabijani na nabijacej udalosti t + 1 na
nabijacke r po skonceni nabijacej udalosti t vozidlom k. Ztohto dévodu je nutné, aby
nabijacie udalosti na kazdej nabijacke boli zoradené podla asu zaciatku nabijacej udalosti.
Vizualizaciu premennych mézeme vidiet’ na obrazku 1. Na sledovanie stavu nabitia energie
pre jednotlivé vozidla sluzia premenné eik a ek, kde eik reprezentuje stav nabitia batérie
vozidla k pred spojom ia ek reprezentuje stav nabitia batérie vozidla k pred nabijacou
udalost'ou t na nabijacke 7.

min Z Z xp,; + Z Z Z VBt €Y)

kEK jJEN keK reR teFc(r,Dy)

3.2 Uéelova funkcia

Ugelova funkcia (1) minimalizuje podet pouZitych elektrobusov. Tento pocet je vyjadreny
ako dve sumy. Prva suma reprezentuje elektrobusy, ktoré vychadzajii z depa a ida priamo
obsluzit’ spoje. Druha suma reprezentuje elektrobusy, ktoré ida z depa najprv na nabijacku.

3.3 Podmienky turnusovania

sz5+zz z Zf‘tj=1;prejEN 2

k€eK ieB(j) keK reRrR teBc(r,j)
inkj+z Z PARE Zxﬁ+z Z V¢ sprej ENk €K (3)
ieB()) T€ER teBc(r,j) LeF()) TER teFc(r,j)
y}‘rt+2wft_1£1;prerER,teTT (4)
k€K jeBi(r,t) keEK
yE +wk_; = z zftj+wft ;prer ER,tET  kEK (5)
iEBIi(r,t) JEFi(r,t)

Podmienky (2) zaruCuju, ze kazdy spoj bude obsluzeny prave jednym vozidlom. Ako podmienka
zachovania toku pre kazdy spoj sluzia podmienky (3), Co znamena, ze ak elektrobus pride obsluzit’
spoj, tak musi aj zo spoja odist’ po jeho skonceni. Podmienky (4) definuji obmedzenie, ze na pripojke
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sa V jednom Case moze nabijat’ maximalne jeden elektrobus. Podmienky (5) reprezentuju zachovanie
toku pre jednu nabijaciu udalost’.

3.4 Podmienky spotreby energie

ep, = S0Crax ;prek €K (6)

ek > SoCk,, +¢; + Z xfe + Z Z yE.cy ;prei € Nk €K (7)
JEF(1) T€ER teFc(r,i)

e}‘ <ek-— xf‘j(ci + cl-j) + SoC,’flax(l — xl'j) ;prej EN,i € B(j),k €K (8)

e}‘ > ek — xf‘j(ci + cl-j) — SoC,’flax(l — xl'j) ;prej EN,i € B(j),k €K 9

ejk + ¢y + Mqr(l - thj) > SoC,’,‘lin + thjcrj ;prer ER,t €T, k €K,j € Fi(r,t) (10)

ek <ef —yk.(c;+cy) + SoCk (1 —yE,);prer € R,t €T™ ,k €K,i € Bi(r,t) (11)
ek > el —yK (c; +cip) —SoCk (1 —yk,);prer e R,t €T", k € K,i € Bi(r,t) (12)

Podmienky (6) definuju, Ze na zacCiatku dna bude kazdy elektrobus plne nabity. Podmienky
(7) zarucuju, ze kazdy elektrobus bude mat dost’ energie na prejdenie spoja a nasledny
prechod k d’alsiemu spoju, respektive nabijacke. Podmienky (8) a (9) reprezentujii zachovanie
energie medzi dvomi spojmi nasledujiicimi za sebou. Obmedzenie, Ze elektrobus bude mat
dostatok energie na prechod k d’alsiemu spoju po nabijani zabezpe¢uju podmienky (10).

3.5 Podmienky nabijania

ef +crj —efy + S0CK (1 —2)5)) = 0;prer eR,t €T,k €K, j € Fi(r, 1) (18)
K1 — e +SoCk  (1—wf)=0;prer eRteT keK (19)
SoCkax = ef +¢;j —Mq,.(1—2z)%;) ;prer €R,t €T,k €K ,j € Fi(r,t) (11)
SoCk 1 = & 1 —Mq,(1 —wk) ;prer e R,t€TT, k€K (12)

e}‘ < ef+ thj ((sj =ty — srt)qr — crj) + SOC,knax(l — zftj) ; prej € N,y €R,t € Be(r,j), k € K(10)
K < &+ W (Spesr — Sr0)ar + SOC,’flax(l — wft) ;prer ER,tET  kEK (16)
ejk +Crj — efe — SoCk (1 - thj) < (Spt41—Srt)qr ;prer ERtET, k €K,j € Fi(r,t) (17)

Podmienky (13) a (14) definuju, Ze ak nabijam, tak nesmiem nabit’ zaporné mnozstvo energie
vzhl'adom na nasledujuci spoj, respektive nasledujiicu nabijaciu udalost. Podmienky (15) a
(16) naopak definuji, Ze po€as nabijania nesmiem prekrocit maximalnu kapacitu batérie
Z pohl'adu nasledujuceho spoja, respektive nabijacej udalosti. Poslednym typom obmedzenia
je maximalna doba nabijania batérie. Podmienky (17) predstavuju pripad ze po nabijani
nasleduje spoj, a teda mézem nabit’ maximalne tol’ko, kol'’ko mi dovoli ¢as medzi zaciatkom
nabijacej udalosti a ¢asom zaciatku nasledujuceho spoja. Podmienky (18) reprezentuju pripad,
7e za sebou nasleduju dve nabijacie udalosti, teda mdzem nabijat’ iba dovtedy, kym nezacne
d’al$ia nabijacia udalost’. Podmienky (19) reprezentuju kombinaciu dvoch predchadzajucich
pripadov. Ak po nabijani pokracujem na spoji, Cas nabijania je obmedzeny aj zacCiatkom
nasledujucej nabijacej udalosti.
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3.6 Obligatérne podmienky

x5 €{0,1} ;prek €K,i € NUDy UDy,j€F(i) (20)
2%, €{0,1} ;prek €K,r eR,t €T",j € Fi(r,t) (21)
yk. €{0,1} ;prek € K,i € N,r € R,t € Fc(r,i) (22)
wk €{0,1} ;prek € K,rER,tET" (23)

& >0 ;prek€eK,reERLtETT (24)

eikZO ;prek €Ki €N (25)

Podmienky (20), (21), (22) and (23) vyjadruju binarnost’ rozhodovacich premennych xll‘j, th ji
yk. and w). Na zaver je definovany rozsah premennych &X a ef v podmienkach (24) a
(25).

4 NUMERICKE EXPERIMENTY

Na otestovanie modelu a zistenie jeho zakladnych limitov bolo vykonanych nickolko testov.
Testy boli vykonané na stroji s Intel Core i5-7200U 2,5Ghz, 16GB of RAM. Ulohy
definované modelom boli rieSené exaktne pomocou standardného IP solvera Xpress IVE.

4.1 Popis dat a scenarov

Data pre numerické experimenty boli poskytnuté prevadzkovatel'om verejného dopravného
systtmu DPMZ v meste Zilina. Tieto data obsahuju informacie o turnusoch naftovych
autobusov pouzivanych v prevadzke pocas jedného pracovného tyzdna. Z tychto dat sme pre
otestovanie modelu vytvorili Styri datasety. Prvy dataset (znaceny ako DSI1) obsahuje 49
spojov obsluhovanych na autobusovej linke 26. Druhy dataset (DS2) pokryva autobusovu
linku 27 so 77 spojmi. Treti dataset (DS3) obsahuje 83 spojov obsluhovanych na
autobusovych linkdch 26 a 29. Posledny dataset (DS4) je zjednotenim liniek 26, 27 a 29
a obsahuje 160 spojov.

K testovanie modelu eSte potrebujeme poznat’ umiestnenia nabijacich stanic. Boli vytvorené
tri scendre s réznym poctom nabijac¢iek umiestnenych na réznych miestach. Prvy scenar,
znaCeny ako scenar A, zahfna tri nabijacky na dvoch miestach. Jedna nabijacka je umiestnena
v centre mesta adalSie dve su umiestnené v trolejbusovom depe. Toto umiestnenie
reprezentuje aktudlne rozmiestnenie nabijaciek. V druhom scenari, scenar B, sme pridali
d’alsie dve nabijacky do autobusového depa, kde vSetky autobusy zacinaju svoj pracovny deil.
Posledny scenar, scendr C, pokryva Sest’ nabijaciek, pri¢om k predchadzajucim sme pridali
jednu nabijacku na Zelezni¢nej stanici.

Celkovo teda mame Styri datasety atri scendre, o nam vytvara 12 experimentov. V
experimentoch testujeme homogénnu flotilu s jednym typom vozidla. Pre vSetky experimenty
sme definovali nasledujuce konstanty:

- Maximalna kapacita batérie - S0Cy, 4, = 140 kWh

- Minimadlna kapacita batérie - SoC,,;, = 0 kWh

- Rychlost nabijania kazdej nabijacky q, = 1.33 kWh/min
- Spotreba energie C = 0.8 kWh/km

- Priemerna rychlost’ elektrobusu pocas presunov v = 35 km/h
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4.2 Vysledky

Vysledky z vykonanych experimentov moézeme vidiet v tabulke 1. Ako vidime vo
vysledkoch pocet spojov spdsobuje najvacsi narast narocnosti problému, Co ukazuje aj
zvySeny cCas vypoctu. Druhy faktor, ktory zvySuje néarocnost’ ulohy je pocet dostupnych
nabijacich stanic. PrediZenie ¢asu vypoétu mozeme vidiet' aj v tomto pripade. V tabulke 1 st
pre porovnanie aj vysledky klasickej tlohy turnusovania vozidiel (VSP).

Vysledok tlohy turnusovania elektrobusov (EBSP) pre vysSie uvedené datasety su rovnaké
ako pre ulohu klasického turnusovania vozidiel (VSP). Preto mdzeme povedat, ze pre
Specifikované linky transformacia z klasickych autobusov na elektrobusy by prebehla
v pomere jeden elektrobus za jeden klasicky autobus.

Tabulka 1. Vysledky experimentov

Dataset DS1 DS2 DS3 DS4

Scenar A B Cc A B C A B C A B C
Pocet nabijaciek 3 5 6 3 5 6 3 5 6 3 5 6
Pocet spojov 49 49 49 7 77 7 83 83 83 160 160 160
Pocet spojov pri VSP 4 4 4 4 4 4 5 5 5 9 9 9
Riesenie EBSP — pocet elektrobusov 4 4 4 4 4 4 5 5 5 9 9 9
Vypodtovy ¢as EBSP (s) 28 49 59 12.0 425 70.2 354 258 881 2776 6479 746.7
5 ZAVER

V tomto c¢lanku sme prezentovali navrhnuty linedrny matematicky model pre ulohu
turnusovania elektrobusov vo verejnej doprave. Model bol otestovany na vybranych
datasetoch z dat poskytnutych prevadzkovatelom verejného dopravného systému DPMZ
v meste Zilina. Experimenty potvrdili pouZitelnost modelu na rieSenie daného problému
turnusovania Vv realnych situaciach. Takisto boli najdené zakladné obmedzenia velkosti
problému, ktoré je mozZné rieSit optimdlne v rozumnom c¢ase pomocou Standardného IP
solvera.

Pri rieSeni redlnych uloh sa vSak stretivame s podstatne vdc¢Simi rozsahmi tloh ako boli
vykonané experimenty. Z tohto dovodu by sme mali navrhnat’ rychlejsiu metédu zaloZent na
heuristickych a metaheuristickych principoch aj za cenu straty optimality rieSenia.
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OPTIMALIZACNE ULOHY SUVISIACE S PLANOVANIM FLOTILY
ELEKTROBUSOV VO VEREJNEJ DOPRAVE

OPTIMISATION PROBLEMS RELATED TO THE PLANNING OF
ELECTRIC BUS FLEET IN THE PUBLIC TRANSPORT

Michal Kohani

Abstrakt

V suvislosti s ndstupom elektromobility existuje viacero vyskumnych uloh, ktoré je nutné riesit’
aich rieSenie v poslednom obdobi zaujima pozornost’ vyskumnikov v Coraz vécSej miere.
V tomto prispevku sa zameriame na ulohy suvisiace s elektrickymi autobusmi vo verejnej
doprave. Pri navrhu transformécie flotily klasickych autobusov na elektrické autobusy je nutné
rieSit’ ulohy suvisiace s umiestnenim nabijacich stanic, ale aj tlohu turnusovania, nakol’ko na
rozdiel od klasickych naftovych autobusov je dobijanie energie proces zaberajuci viac ¢asu a je
nutné s nim pri pldnovani obehov pocitat. V prispevku predstavime matematické modely
a naznac¢ime spdsoby ich rieSenia.

KPucové slova: umiestiiovacie ulohy, nabijacie stanice, elektrické autobusy

Abstract

There is a number of research challenges that need to be addressed in the context of the
emergence of electromobility. In the recent times researchers are increasingly addressing the
issue of solving these problems. In this paper, we will focus on problems related to the electric
buses in public transport. When designing the transformation of a classic bus fleet into the
electric buses, it is necessary to deal with the problems related to the location of charging
stations, but also the scheduling problems, because the recharging energy is a process that takes
more time and it is necessary to take it into account. We present mathematical models and
suggest ways of solving them.

Keywords: electric buses, charging stations, location problems

1 UVOD

V decembri 2015 bola prijatd Parizska dohoda, podl'a ktorej by bolo potrebné udrzat’ narast
priemernej svetovej teploty pod 2°C [1]. Tento ciel’ sa d4 dosiahnut’ zniZenim produkcie
sklenikovych plynov, najma CO2, ktory produkuju hlavne mestské regiony (70 % v roku 2013)
[2]. Jednou z oblasti, ktorej sa zniZzovanie emisii tyka, je doprava, ktord ma 23 % podiel na
globalnych emisidch. Znizenie emisii a znizenie suvisiacich ndkladov je mozné podporou
verejnej dopravy a alternativnych pohonov, ako st napriklad elektrobusy [3].

Nastup elektrobusov nastal v poslednych rokoch. Z technologického hl'adiska §lo prevazne o
testovanie roznych technologii nabijania a prevadzky elektrobusov, ktoré boli spojené s
vysokymi nakladmi na budovanie infraStruktiry a ich prevadzku. Podla zéverov projektu
ZeEUS [3] viaceré eurdpske mesta planuju masivny narast podielu elektrobusov vo mestach.
Do roku 2020 planuje 19 dopravnych podnikov prevadzkujicich dopravu v 25 mestach Europy
zaradenie 2500 elektrobusov do prevadzky, o bude predstavovat’ 6 % podiel na vSetkych
prevadzkovanych vozidlach tychto podnikov. Do roku 2025 planuji prevadzkovatelia v 18
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mestach zakupit' viac nez 6100 elektrobusov. [3] V tejto suvislosti dojde k znizeniu
investicnych nédkladov, ale aj k dals$im vyzvam, ktoré bude treba rieSit v suvislosti s
optimalnym névrhom infrastruktary a ekonomicky efektivnou prevadzkou siete elektrobusov.

V tomto prispevku sa zameriame na ulohy suvisiace s elektrickymi autobusmi vo verejnej
doprave. Pri navrhu transformacie flotily klasickych autobusov na elektrické autobusy je nutné
rieSit’ ulohy suvisiace s umiestnenim nabijacich stanic, ale aj Glohu turnusovania, nakol’ko na
rozdiel od klasickych naftovych autobusov je dobijanie energie proces zaberajici viac ¢asu a je
nutné s nim pri planovani obehov pocitat. V prispevku predstavime matematické modely a
naznacime spdsoby ich riesenia.

2 SUCASNY STAV RIESENEJ PROBLEMATIKY

Prvou velkou oblastou vyskumu v oblasti zavedenia elektrickych autobusov je vyskum
moznosti r6znych technologii nabijania elektrobusov a vytvorenie matematickych modelov na
vyber ekonomicky najvhodnejsej technologie. V sucasnosti je prevadzka elektrobusov len v 4
mestach na Slovensku. Ide o niekol’ko vozidiel s nizkym dojazdom a dobijanie je rieSené pocas
no¢ného pobytu v depe. Podla [3] existuje viacero inych technologii v ramei nabijania vozidiel
a viacero typov vozidiel s réznym dojazdom. V dostupnej literatire sa problematike
ekonomickej efektivity roznych technologii venuje malo autorov. V [4] je popisana Studia,
ktord stvisi s analyzou roznych stratégii rychleho nabijania elektrobusov z hl'adiska pouZitej
technoldgie vo vozidle, ale aj z hl'adiska cien elektriny. Podobnou studiou je aj [5], ktora sa
zaobera stratégiami nabijania osobnych elektrickych vozidiel, av§ak uvedené poznatky sa budu
dat’ prisposobit’ aj pre elektrobusy. Pri posudzovani najvhodnejsej technologie je potrebné brat’
do tvahy aj celkovi ekonomickil vyhodnost’, pricom metodika posudzovania bola autormi v
¢lanku [20] otestovand na pripade prevadzky elektrobusov v MHD Berlin. V [6] je uvedena
Stidia, ktora sa zaobera Specifikom verejnej dopravy, kedy vozidla jazdia po planovanych
trasach a v dennych turnusoch [7].

Dalsou oblastou je vyskum moznosti vyuzitia roznych typov umiestiiovacich tiloh pri
planovani siete nabijacich stanic pre elektrobusy v mestskej doprave a navrh metdd pre ich
rieSenie. Jednou z préc, ktord sa komplexne venuje ndvrhu umiestnenia nabijacej infrastruktiry,
je praca [8], v ktorej vytvorili autori celoCiselny model na umiestnenie nabijacich stanic v
mestskej oblasti a otestovali ho na tidajoch o autobusovych linkach v Stokholme. Vypoget bol
realizovany pomocou komeréného IP solvera CPLEX. Pre rieSenie ulohy navrhu umiestnenia
nabijacich stanic mézu byt pouZzité aj upravy matematickych modelov predstavenych v
préacach, ktoré sa zaoberaju navrhom nabijacej infrastruktury pre osobné elektrické vozidla. V
préci [9] bol pouzity model, ktory slizi pre overovanie navrhov umiestneni nabijacich stanic,
ktoré¢ su vytvarané pomocou genetického algoritmu. Niekol'ko autorov sa inSpirovalo
loka¢nymi ulohami veducimi k rieSeniu lloh zmieSaného celoc¢iselného programovania. V [10]
bol na zdklade dopravného prieskumu pre mesto Lyon odhadnuty dopyt po nabijani
elektrickych vozidiel a minimalizéciou nédkladov bolo najdené vhodné umiestnenie nabijacich
stanic. Optimalizaény problém bol vyrieSeny pomocou univerzalneho optimalizacného
nastroja. Podobna metodolégia bola pouzitd aj v praci [11]. RieSenia navrhnutych
optimaliza¢nych problémov su verifikované pomocou simulaénych metod, ako napriklad v
[12]. Pri rieSeni navrhu siete nabijacich stanic pre elektrobusy vyuZijeme je mozné vyuzit aj
podobné studie, ktoré boli zamerané nie na elektrobusy, ale na klasické elektrické automobily.
V [13] a [14] sme sa venovali metodologii a navrhu matematického modelu umiestnenia
nabijacich stanic pre flotilu elektrickych vozidiel pomocou loka¢no-rozvrhového modelu, ktory
sme rie$ili pomocou IP solvera.
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Dal$ou oblastou je vyskum planovania turnusov pre elektrobusy v mestskej doprave a navrh
metod pre ich rieSenie. Na rozdiel od klasickych naftovych autobusov, Vv pripade elektrobusov
je nutné pocitat’ pri tvorbe turnusov s viacerymi obmedzeniami navySe. Jednd sa najmi
0 vyrazne dlhsi Cas potrebny na nabitie vozidla, ktory je obvykle niekol’kondsobne vyssi, nez
v pripade tankovania naftovych vozidiel. V modeloch je preto nutné pocitat’ s vacSim
mnozstvom obmedzeni a Strukturdlnych podmienok. V stGcasnej literatire je mozné najst’
viacero pristupov, ktoré su zavislé na pouzitej technologii.

Jednou z techoldgii je fast charging, ktorej sa venujeme aj v nasom vyskume. Tato technologia
je Specificka hlavne tym, Ze sa nabija na nabijacich staniciach, ktoré st umiestnené v dopravnej
sieti na vybranych miestach. Pri tomto type nabijania treba brat’ do tivahy aj samotné nabijanie,
ked’ze trva dlhsi ¢asovy tisek. Touto oblastou sa zaoberali najmé autori v praci [15], kde riesili
ulohu navrhu dopravného systému, o zahriiovalo névrh liniek, ako aj navrh turnusov
elektrobusov prostrednictvom sumulaéného pristupu. Dalsie moZnosti rieSenia je mozné néajst
napriklad v [16], kde boli predstavené dva modely na rieSenie Glohy turnusovania elektrobusov.

3 ULOHA ROZMIESTNENIA NABIJACICH STANIC PRE
ELEKTROBUSY

Uloha rozmiestnenia nabijacich stanic pre elektrobusy je bliz§ie popisana v [17][18]. Pri rieseni
tejto tlohy predpokladame, ze sa nebudi menit existujice turnusy vozidiel a pri rieSeni tlohy
rozmiestnenia nabijacich stanic su tieto turnusy zname. Cielom je najst’ také umiestnenie
nabijacich stanic a pocet nabijacich bodov na tychto staniciach tak, aby bolo mozné vsetky
vozidla vo flotile transformovat’ na elektrické vozidla. Predpoklada sa, Zze vozidla sa mézu
nabijat’ nie len v depe, ale aj na inych miestach, kde je umiestnena nabijacia stanica a to aj pocas
diia vramci existujlicich prestdvok V turnusoch. Nabijacie stanice moéZeme budovat
v ktoromkol'vek mieste mnozZiny I, Co je mnoZina kandidatov, kde je moZné umiestnit’ nabijaciu
stanicu. V nasom pripade bude mnozinu kandidatov tvorit depo a vSetky mozné kone¢né
zastavky v ramci siete liniek. Rozhodovacie premenné stivisiace s budovanim nabijacich stanic
su nasledovné. Premenné Yj € {0,1} predstavuji rozhodnutie o vybudovani nabijacej stanice
v mieste i € | a premenné gi € Z* ur¢uju pocet pocet nabijacich bodov v mieste i € 1.

Okrem umiestiiovacich premennych potrebujeme v modeli riesit’ aj rozvrh nabijania vozidiel.
Ako inSpirdciu pre tvorbu modelu sme pouzili postup pouzity v ¢lanku [18], kde sa cas
diskretizoval po urcitych isekoch dila a nabijanie vozidiel sa riesilo v danych casovych usekoch
pomocou 0-1 premennych. Popis nabijania vozidiel je uvedeny na obr.1.

—
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Obr. 1. Popis nabijania vozidiel

Predpokladame, ze rieSime ulohu pre mnozinu vozidiel V, pricom kazdé vozidlo vykonava
v den d € D spoje j € Jva. Pre kazdé vozidlo mame popisané ¢asové intervaly, v ktorych sa



modze medzi dvoma spojmi nabijat, popisané ako mnoZinu Tijws. Rozhodovacie premenné
stivisiace s nabijanim preto mozeme popisat’ nasledovne. Premenné Xijud € {0,1} predstavuju
rozhodnutie, ¢i sa bude vozidlo v € V nabijat’ pred spojom j € Jud na zastavke i € | pocas
Casového intervalut € Tija v defid € D. Premenné djud € R* predstavuji kapacitu batérie vozidla
V € V na zaéiatku spoja j € JyaVv dennd € D.

V modeli sme tak isto riesili aj situacie, ze ak je medzi dvoma nasledujicimi spojmi dostatocny
Casovy priestor na to, aby sa nabijalo, m6Ze na nabijanie pouzit’ bud’ nabijacie miesto na
konecnej zastavke vykonaného spoja, ak je vybudovang, alebo nabijacie miesto na zastavke
nasledujuceho spoja, ak je vybudované. Tato situdcia je rieSend prostrednictvom premennej zjvd
€ {0,1}, ktora reprezentuje rozhodnutie o tom, ¢i sa bude vozidlo v € V nabijat’ na koncovej
zastavke spoja J € Jvd, alebo na zac¢iato¢nej zastavke spoja j+1 € .

Matematicky model je bliz§ie popisany v [19]. Ugelova funkcia (1) zabezpeluje, aby bol
vybudovany ¢o najmensi pocet nabijacich stanic.

Minimize }.i¢; qi 1)

Strukturalne podmienky v modeli je mozno rozdelit na viacero skupin, ich bliz§i popis je
uvedeny v [19]. Jedna skupina podmienok zabezpecuje, aby boli vybudované nabijacie stanice
tam, kde maju byt vybudované stojany. Dalie skupiny podmienok zabezpe&uje kontinualitu
nabijania vozidiel, zabezpecenie neprekrocenia maximadlnej kapacity batérie vozidla pri
nabijani atak isto aj vytvorenie istého planu nabijania vozidiel, ktory respektuje pocet
vybudovanych nabijacich bodov.

Navrhnuty matematicky model bol otestovany na testovacich datovych sadach réznej velkosti,
ktoré boli vytvorené zo siete liniek MHD Zilina. Uloha bola riesitelna exaktne pre pomerne
velké rozsahy uloh (2 tyzdne prevaddzky vozidiel, maximalny pocet vozidiel bol
46)[IDT][KOI].

Dalsi vyskum v tejto oblasti bude zamerany na otestovanie inych téelovych funkcii. Do uvahy
pripada napriklad minimalizacia nakladov spojenych s budovanim a prevadzkou infrastruktuiry,
nakol’ko v aktualnej ucelovej funkcii tieto informacie nie su zahrnuté. Okrem toho uvazujeme
aj s upravou sposobu nabijania energie elektrobusov. Momentalne predpokladame, Ze nabijanie
je linearny proces, €o v praxi neplati. Linearnu funkciu preto planujeme nahradit’ nelinearnou,
ktora bude lepSie popisovat’ skutocné nabijanie vozidiel.

4 ULOHA TURNUSOVANIA ELEKTRICKYCH AUTOBUSOV

Uloha turnusovania elektrobusov je bliZsie popisana v [20][21]. V tejto Glohe predpokladame,
Ze rozmiestnenie nabijacich stanic a pocet nabijacich bodov je urceny. Cielom modelu je
vytvorit’ rozvrhy pre jednotlivé elektrobusy a zaroven aj rozvrh nabijania na jednotlivych
nabijacich bodoch tak, aby boli reSpektované obmedzenia dojazdu elektrobusov a kapacity ich
batérii. Je potrebné vytvorit’ optimalny rozvrh elektrobusov tak, aby bol pouZity ¢o najmensi
pocet vozidiel (2).

Zakladnymi rozhodovacimi premennymi su premenneé, ktoré zabezpecuju kontinuitu
vytvoreného rozvrhu. Vozidla mézu v rozvrhu prechadzat’ nie len medzi spojmi, ale aj medzi
nabijacimi udalostami. Rozhodovacie premenné x{‘j € {0,1}, ktoré reprezentuju rozhodnutie,
¢i budeme obsluhovat’ spoj j € N priamo po spoji i € Nvozidlom k € K, teda buda
obsluhované dva spoje za sebou bez dobijania. Rozhodovacie premenné yi"rt € {0,1},
zabezpecuju rozhodnutia o tom, ¢i zo spoja i € N pdjdeme nabijat’ vozidlo k € K na nabijacku
r € R pocas nabijacej udalosti t € T. Rozhodovacie premenné th ; zabezpeCuju ukoncenie

nabijania a pokracovanie vozidla na spoj, t.j. vozidlo k € K obsluzi spoj j € N po nabijacej
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udalosti t € T na nabijacke r € R. V pripade tohto modelu boli nabijacie udalosti rieSené inym
sposobom, ako v ulohe rozmiestnenia nabijacich stanic. Cas nebol diskretizovany, ale nabijacie
udalosti boli naviazané na existujucu mnozinu spojov N, teda dlZka nabijacich udalosti je r6zna.

Nakol'’ko nabijanie méze trvat’ viac nabijacich udalosti za sebou, rozhodovacie premenné wk, €

{0,1} zabezpe€uju rozhodnutie, ¢i vozidlo k € K bude pokra¢ovat’ v nabijani na nabijacej
udalosti t + 1 na nabijacke r € R po skonceni nabijacej udalosti t. Ilustraciu rozhodovacich
premennych mozeme vidiet’ na obrazku 1. Na sledovanie stavu nabitia energie pre jednotlivé
vozidla shizia premenné ef a £, kde e[ reprezentuje stav nabitia batérie vozidla k pred spojom
i a £X, reprezentuje stav nabitia batérie vozidla k pred nabijacou udalostou t na nabijacke .

m J‘U-

NH
T tj K
Charger r g Chargingt Wt g Chargingt+1 s

Ch +1
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_
K k k
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Obr. 2. Popis rozhodovacich premennych pri tilohe turnusovania elektrickych autobusov [IDT][ZUB]

Matematicky model tlohy je blizsie popisany v [20][21]. V tcelovej funkcii (2) sa snazime o
minimalizaciu poc¢tu pouzitych vozidiel, pri¢om vozidla mézu zac¢inat’ svoj turnus bud’ spojom,
alebo nabijanim.

min Tiex ). x,;+ ke Trer ). Vi @
JEN teFc(r,Dy)

V modeli je viacero skupin S$trukturdlnych podmienok. Prva skupinu tvoria podmienky

turnusovania, ktoré zabezpecuju kontinuitu spojov a nabijacich udalosti u kazdého vozidla.

Druha skupina st podmienky spotreby energie a tret'ou skupinou podmienky nabijania. Tieto

podmienky zabezpecuju, aby stav nabitia batérie nepresiahol maximalnu kapacitu a neklesol

pod nulovt hodnotu.

Navrhnuty matematicky model bol otestovany na testovacich datovych sadach rdznej velkosti,
ktoré boli vytvorené zo siete liniek MHD Zilina. Uloha bola rieSiteI'na exaktne len pre mensie

testovacie ulohy, nakol’ko vypoctovy €as rychlo narastal so zvac¢Sujucim sa rozsahom ulohy
[20][21].

V budicnosti sa planujeme zaoberat' inymi typmi ucelovych funkcii, ako st napriklad
minimalizacia nédkladov spojenych s manipulaénymi presunmi, alebo celkovymi ndkladmi na
prevadzku takéhoto systému. Bude nutné ndjst’ aj iné metddy rieSenia, zaloZené napriklad na
principoch metddy generovania stipcov alebo metaheuristickych metodach.

5 ZAVER

Elektromobilita vo verejnej doprave je oblast’, v ktorej v najblizSom obdobi predpokladame
zvySeny zaujem o rieSenie optimalizacnych tloh s fou suvisiacich. Ako je vidiet’ z prispevku,
uloh spojenych s elektrobusmi je viacero. Jednd sa o ulohy suvisiace s budovanim
infrastruktury, ale aj s prevadzkou a turnusovanim elektrobusov. V najblizSom obdobi
predpokladdme, ze naSe vyskumné aktivity sa budi zaoberat’ ipravami matematickych
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modelov, testovanim vplyvu inych ucelovych funkcii na rieSenie uvedenych modelov, ale aj
hl'adanim inych spdsobov rieSenia tychto loh, aby sme boli schopni riesit’ ulohy vécsieho

rozsahu.
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UVOD DO ANALYZY PRIESTOROVEJ AUTOKORELACIE
S PROGRAMOVACIM JAZYKOM R

AN INTRODUCTION TO ANALYSIS OF SPATIAL
AUTOCORRELATION WITH PROGRAMMING LANGUAGE R

Stanislayv Kovac

Abstrakt

Priestorova analyza dat je rychlo rastici kvantitativno-graficky aparat s aplikaciou vo
viacerych vednych disciplinach, napr. regiondlna ekondémia, kriminoldgia, politoldgia,
psycholégia, demografia, epidemiologia, analyza trhu nehnutelnosti &i marketing. Castym
javom priestorovych dat je podobnost’ blizkych uzemnych jednotiek. Tento jav predstavuje
problém priestorovej autokoreldcie, ktord méd za nasledok porusenie predpokladu metody
najmensich Stvorcov, je preto nevyhnutné testovanie jej pritomnosti. Na testovanie pouzijeme
programovaci jazyk a prostredie R.

KUPucové slova: priestorova ekonometria, autokorelacia, R programovaci jazyk

Abstract

Spatial data analysis is a rapidly expanding quantitative-graphical apparat with applications in
many scientific disciplines, e.g., regional economics, criminology, political sciences,
psychology, demography, epidemiology, real estate or marketing. A very frequent
phenomenon of spatial data is similarity of close areal units. This represents a problem of
spatial autocorrelation which leads to the violation of least squares regression assumption
hence it is necessary to test it. We use a programming language and working space of R.

Keywords: spatial econometrics, autocorrelation, R programming language

1 PREREKVIZITY ANALYZY: SUSEDNOST A MATICA VAH

Uz v roku 1889 Galton (Bivand et al., 2013) spochybnil nezavislost’ pozorovani pravnej
Upravy manzelstiev medzi uzemnymi jednotkami, nakolko pravna uprava Castokrat len
reflektuje vSeobecne akceptovatelny vzorec spradvania rozSirujici sa od rodiska myslienky.
Dopad tejto rasticej pozitivnej zavislosti méa tendenciu redukovat mnoZstvo zachytenej
informacie v pozorovaniach, pretoze i-ta uzemna jednotka je v takom pripade aproximaciou
j-tej uzemnej jednotky. Tato situacia predstavuje problém priestorovej autokorelacie, Casto
V literature oznacovany ako Galtonov problém.

Ak je pritomnéd autokoreldcia v stochastickej zlozke, potom niektoré alebo vSetky mimo-
diagonalne prvky varian¢no-kovariancnej matice st nenulové. Kvoli tomu je poruseny
predpoklad metody najmensich Stvorcov a zovSeobecnena metdda najmensich Stvorcov moze
byt’ pouzita, len ak sme schopni Specifikovat’ vhodna formu autokorelécie.

Pozitivna autokorelacia je pritomnd, ako Galton spravne postrehol, ked’ blizke tzemné
jednotky st si podobné. Je zrejma nevyhnutnost’ definovat’” koncept uzemnej blizkosti -
susednosti. Prave v tom je rozdiel medzi Standardnou a priestorovou ekonometriou. Zatial’ ¢o
v pripade Standardnej ekonometrie informa¢nd mnozina zahrnuje udaje zachytené
prostrednictvom hodnot premennych, v pripade priestorovej ekonometrie sa informacna
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mnozina roz$iri o idaje zachytené v pozicii uzemnej jednotky. Tato dodato¢nd podmnozina
informacii je tiez dovodom, preco sa niektoré ekonometrické a Statistické softvéry
(EViews, SPSS) nevenuju priestorovej ekonometrii.

Pokial’ su data na regularnej Stvorcovej mriezke, uzemna blizkost’ (susednost’) moze byt
definovana prostrednictvom 2 Kritérii, ktoré vychadzaja z pravidiel Sachu:

1. veza - dve uzemné jednotky st susedmi, ak zdiel'aju stranu,

2. kralovna - dve izemné jednotky st susedmi, ak zdiel'aja stranu alebo roh.

Prepojenie so Sachom je zobrazené na obr. 1. AvSak vo vicsine pripadov uzemné jednotky nie
st regularnych tvarov.

Obr. 1: Kritérium susednosti vlavo - veza, vpravo - kralovna
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Zdroj: spracované podl'a: http://www.chess-class.com [cit. 2019-04-21].

Prvy krok je definovanie susednosti na zaklade zvoleného kritéria. Na vytvorenie susednosti v
RStudiu vyuzijeme balik spdep!, kde susedské vztahy medzi n uzemnymi jednotkami su
reprezentované objektom triedy nb. Objekt vytvori n-rozmerny vektor, ktory definuje susedov
i-tej tzemnej jednotky. Za zmienku stoji pomocna funkcia card, ktora vrati kardinalitu
mnoziny susedov i-tej Uzemnej jednotky, je zrejmé, Ze sa to moze lisit’ od hodnoty navratenej
funkciou length (zoznam komponentov - aj susedov, aj nesusedov).

V nasej analyze pouzijeme data od Wallera aGotwaya (2004), neskor upravené
Bivandom (2019). Sledovanou oblastou je 8 regionov severu Statu New York, Co predstavuje
281 uzemnych jednotiek. Kvoli zjednoduSeniu bude analyza priestorovej autokorelacie
zrealizovana na podmnozine zastupujlcej region Syracuse (63 tizemnych jednotiek).

Na zobrazenie priestorovych objektov (vo formate .SHP) je potrebny balik rgdal? ktory
obsahuje funkciu readOGR. S touto funkciou je RStudio schopné spracovat” vektorové,
priestorové data pre geografické informacné systémy. Stibor .SHP nie je mozné otvorit’ v MS
Excel-i, ale sprevadzajuci subor .DBF ano, pomocou ktorého moézeme ziskat prehl'ad
0 obsahu.

Problém nastava nielen pri definovani susednosti, ale aj pri spracovani susednosti programom
RStudio. Vyuzijeme definovanie susednosti prostrednictvom kritéria kralovna, kde kazdy
dotykajuci polygon (mnohouholnik reprezentujuci uzemnu jednotku) je sused. Na spracovanie
udajov susednosti pouzijeme subor vo formate .GAL, ktorého ukazkovy obsah je zobrazeny

! spdep - zbierka funkcii a testov na meranie priestorovych vzorov a autokorelacie.
2 Dalsou moznostou na spracovanie .SHP stiborov je vyuzitie balika GI1STools a funkcie readShapePoly.
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na obr. 2. Prvy riadok obsahuje oznaCenie prvej a poslednej uzemnej jednotky. V druhom
riadku definujeme pocet susedov pre prva uGzemnd jednotku (oznacenti nulou)
a V nasledujicom riadku tychto susedov individudlne vypiseme. Obdobne pre vsetky uzemné
jednotky. Priprava takého stuboru je ¢asovo naro¢na. Existuje ale viacero moznosti vytvorenia
mnoziny susednosti pre i-ti uzemnu jednotku (ozn. N;), napr. prostrednictvom suboru vo
formate .GWT a funkcie read.gwt2nb. Najjednoduchsi spésob je vyuzit funkciu poly2nb
z baliku spdep, prostrednictvom ktorej mozeme definovat’ susedov priamo z grafu polygonov.

Uvodny kod spolu s vystupom st reprezentované pod ozna¢enim kod 1 a obr. 3.

Obr. 2: Ukazka suboru .GAL
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Zdroj: vlastné spracovanie.

Kéd 1: Nacitanie® a zobrazenie priestorovych ~ Obr. 3: Zobrazenie podmnoziny (regionu)
objektov v R Syracuse - 63 uzemnych jednotiek

install.packages (“rgdal"“, “spdep")

library(rgdal) 4

library (spdep)

NY8 <- readOGR (“NY8.shp"“, “"NY8"“)

NY nb <- read.gal ("NY nb.gal",
region.id = row.names (NY8))

# definovanie sledovanej podmnoziny

Syracuse <- NY8[NY8SAREANAME ==
“Syracuse city"“,] 4

Sy0 nb <- subset (NY nb, NY8SAREANAME
== “Syracuse city")

# zobrazenie

plot (Syracuse, border = “greyo6OY,
axes = TRUE)

47688000
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4764000
|

4760000
|

I I I I
400000 405000 410000 415000

Zdroj: spracované podl'a Bivanda (2019).

Program RStudio povoluje definovanie maximalneho poctu susedov. Prirodzene, takéto
stanovanie zvycajne vedie k asymetrii, av§ak definovanie prave jedného najblizsieho suseda

modze napomoct’ k najdeniu najkratSej vzdialenosti medzi bodmi (najblizsi s ohl'adom na
centroidy polygonov). Na definovanie k najblizSich susedov pouzijeme funkciu knearneigh,

% Na nacitanie stiborov do RStudia odporu¢ame pouzit’ funkciu file.choose.
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ktora vyuziva suradnice priestorovych objektov aza pomoci knn2nb vytvorime zoznam
susedov z knn objektu. K6d 2 poskytuje moznost zobrazenia susednosti* podla kritéria
kral'ovna a prave jedného najblizsieho suseda. Vystup je zobrazeny na obr. 4.

Kod 2: Grafy susednosti v R Obr. 4: Zobrazenie grafov susednosti

coords <- coordinates (Syracuse) a) kritérium kralovna

IDs <- row.names (Syracuse)

Syl nb <- knn2nb (knearneigh (coords,
k = 1, row.names = IDs) 7

# zobrazenie kr&lovne]

plot (Syracuse, border = “greyo6OY,
axes = TRUE)

plot (Sy0 nb, coords, pch = 19, cex
0.6, add = TRUE)

# zobrazenie najbliZSieho suseda

plot (Syracuse, border = “greyoOY, .
axes = TRUE)

plot (Syl nb, coords, pch = 19, cex =
0.6, add = TRUE)

4768000
|

4784000
|

4750000
|

T T T T
400000 405000 410000 415000

b) najblizsi sused

SRy
/f/(}

4760000
|

T T T T
400000 405000 410000 415000

Zdroj: spracované podla Bivanda (2019).

Nevyhnutnou prerekvizitou pre testovanie priestorovej autokorelacie je definovanie matice
vah: W, ., = {Wi j}. RStudio vyuziva funkciu nb2listw, ktora vezme objekt zoznamu susedov
a konvertuje ho do objektu vah. Prednastaveny $tyl je style=“W*, kde vahy pre kazdu
uzemnu jednotku su riadkovo normalizované (sti¢et rovny jednej), tzn.:
Wi g Wi W (1)
j=1Wij
Je zrejmé, Ze zemné jednotky s mensim poctom susedov maju vicsie hodnoty vah.

Prvotny pohlad na definovanie matice vah je prostrednictvom binarnej kombinacie, kde
kazdy susedsky vztah je ohodnoteny jednotkou a nesusedsky nulou. Riadkové suma je zavisla
od poctu susedov izemnej jednotky. V pripade, ze mdme zdujem vyuzit’ bindrny $tyl, je nutné
ho definovat’ ako argument funkcie nb2listw(,style="B*). Takto generované prvky matice
vah vychadzaju zo vztahu:

4 Ak objekt nb obsahuje nesusedské oblasti, napr. ostrovy, je nutné povolit’ vytvorenie priestorovych objektov
s nulovymi vahami pre cela sekciu R prostrednictvom set.ZeroPolicyOption(TRUE).
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(1, Jj EN;
Wi _'{0, jeN;’ 2

kde N; je mnozina susedov i-tej izemnej jednotky. Z definicie tieZ vyplyva, Zze w;; = 0.

Existuji aj iné metddy definovania matice vah. Ak verime, Ze sila susedskych vztahov sa
utlmuje s rasticou vzdialenostou, je vhodné stanovit vahy proporcionalne k inverznej
hodnote vzdialenosti medzi centroidmi uzemnych jednotiek. Na vypocet vzdialenosti pre
objekt nb vyuzivame funkciu nbdist. Ak chceme aplikovat’ nbdist na prvky vektora/zoznamu,
je nutné pouzit’ rozsirenu funkciu lapply. Ak nemame dovod predpokladat’ viac o susedskych
vztahoch nez je existencia alebo absencia, taito metdda vypoctu vah je zavadzajuca.

Kod 3 prezentuje vypocet matice vzdialenosti Stylom W, B a inverznych vzdialenosti spolu
s grafickou reprezentdciou hodndét matice vah Stylom W, ¢o podla Arbie (2014) modze
napomoct’ identifikovat’ pritomnost’ priestorovej autokorelacie.

Kod 3: Matica susednosti v R Obr. 5: Grafické zobrazenie matice

susednosti Stylu W
# “matica™ stylu W
Sy0 1w W <- nb2listw(Sy0 nb)
# “matica™ stylu B -
Sy0 1w B <- nb2listw(Sy0 nb, style = 1I & "
“BY) d n = "l
# “matica“ inverznych vzdialenosti . N
coords <- coordinates (Syracuse)
dsts <- nbdists(Sy0 nb, coords) - L=} ==
idw <- lapply(dsts, function (x)
1/(x/1000)) "B )
Sy0 1w _idwB <- nb2listw(Sy0 nb, e
glist = idw, style = “BW“) &
# zobrazenie matice étylu W 10 20 30 40 50 50
install.packages (“"RColorBrewer"“)
library (RColorBrewer)
pal <- brewer.pal(9, “Greys"“)
w <- t(listw2Zmat (Sy0 lw W))
brks <- ¢(0, 0.1, 0.143, 0.167, 0.2,
0.5, 1)
nbr3 <- length (brks)-3
image (1:63, 1:63, w[,ncol(w):1],
breaks = brks,
col = pal[c(l, (9-nbr3):9)1)
box ()
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Zdroj: spracované podla Bivanda (2019).

2 TESTOVANIE AUTOKORELACIE

Na zdoraznenie vyznamnosti vhodného vyberu formy matice vah budeme pracovat so
simulovanou priestorovou autokorelaciou v tvare (I — pW™), kde I, je jednotkova matica,

*

p je koeficient autokorelacie a W7, je matica vah stylu “W*.

Prvym krokom je grafickd analyza, kde porovndme simulovanii nekorelovanu
a autokorelovanu ndhodnu premennt v tzv. priestorovom oneskoreni. Priestorové oneskorenie
s maticou vah stylu “W* (riadkovo normalizovan(l) mozno definovat’:

L(x) = (W")x, ®)
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kde L(-) zastupuje priestorové oneskorenie (spatially lagged, v RStudiu zabezpecuje funkcia
lag), x reprezentuje ndhodnt premennu. Potom pre i-ti tizemnt jednotku plati:

n n Z
2. WijXj jen; Xj

L(x;) = WX = o #Nl, ) 4)
j=1 S S !

kde #N; je kardinalita mnoziny N;.

Obr. 6 a) md na horizontalnej osi nekorelovani normélne rozdeleni nahodnu premennu
generovanu prostrednictvom pseudonahodného vyberu. Obr. 6 b) ma priestorovo
autokorelovanu nahodnu premennu, ktora vytvorime prostrednictvom funkcie invirW
a vynasobenim nekorelovanej nahodnej premennej. Postup je prezentovany v kode 4.

Kod 4: Simuldcia nekorelovanej Obr. 6: Grafické zobrazenie
a autokorelovanej nahodnej premennej

set.seed (987654) a) priestorovo nekorelovanej nahodnej
n <- length(Sy0 nb) premennej
nekor x <- rnorm(n)
rho <- 0.5 ’
autokor x <- invIrW(SyO lw W, rho) R ° -
$*% nekor_x o ° ge © o o
# zobrazenie nekorelovanej NP S o LSl ed, e
plot (nekor x, lag(Sy0 lw W, £ ’__0—0"0_0_0 ° 6 o;“%~-______
nekor x), xlab = “nekor x%, & o | : s %% "o, 02008 °
ylab = “pr ones™) ' o ° ° N
lines (lowess (nekor x, = | o g
lag(Sy0 1w W, nekor x)), ' i
lty = 2, 1lwd = 2) : ‘ : ° ‘
# zobrazenie korelovanej NP 2 g 0 1 2
plot (autokor x, lag(Sy0O 1lw W, nekor x
autokor x), xlab = “autokor x“, b) priestorovo autokorelovanej nahodnej
ylab = “pr ones™) premennej
lines (lowess (autokor x,
lag(sy0 1w W, autokor x)), w | ~ o e
1ty = 2, lwd = 2) - ° .

o
o

pr_ones
05
AY

-1.0
\

-15

autokor_x

Zdroj: spracované podl'a Bivanda et al. (2013).

NajznamejSiu testovaciu Statistiku priestorovej autokorelacie predstavil Moran (1950). Za
zmienku stoji, ze Durbin a Watson (1950) prisli v rovnakom case s testovacou Statistikou
autokorelacie, ktort mozno povazovat’ za Specidlny pripad Moranove;j Statistiky.

Nulova hypotéza Moranovej I Statistiky predpokladd nepritomnost’ priestorovej autokorelécie.
Twvar Statistiky prispdsobenej ndSmu problému:
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V kode 5 prezentujeme testovanie priestorovo nekorelovanej a autokorelovanej nahodnej
premennej spolu s vystupom (tab. 1), kde RStudio poskytuje hodnotu testovacej Statistiky,
strednu hodnotu, rozptyl a najvy$siu hladinu vyznamnosti, pri ktorej akceptujeme nulova
hypotézu.

Kod 5: Moranova testovacia Statistika Tab. 1: Vystup testovania autokorelacie
# matiia ‘tfé(lh V}Z it Premenna | I | E[I] |var[I]| P
moran. n r X, 1 w =

et e i nekor W [ -0,03 [-0,02] 001 [059

moran.gesg(autokor_x, listw = autokor W | 0,22 | -0,02 0,01 | 0,00

Sy0_lw_W) nekor B -0,02 | -0,02 | 0,01 |0,54
# matica vah B . autokor B | 0,22 |-0,02| 0,01 [0,00
moran.test (nekor x, listw =

Sy0 1w _B)
moran.test (autokor x, listw =

Sy0 1w B)

Zdroj: spracované podl'a Bivanda et al. (2013).

Bivand et al. (2013) potvrdili, ze pouzitic nevhodnej verzie priestorovych vah méze viest
K nespravnym zaverom, nakol’ko nemusia zodpovedat’ skutoénému generujicemu procesu,
ktory je nositel'om priestorovej autokorelacie. V nasom pripade neviedlo pouzitie rozdielnych
typov matic k rozli¢cnym zaverom na $tandardnych hladinach vyznamnosti (1, 5 a 10 %).

3 ZAVER

Softvérova podpora analyzy priestorovych dat je v sucasnosti Siroka. Jednym
Z najpouzivanejSich softvérov je volne dostupnd GeoDa. Viaceri autori uspeSne vyuZili jej
prostredie vo svojej praci, napr. Chocholata (2017).

Prispevok poskytol prehl'ad koédov v programe RStudio avystupov na spracovanie
priestorovych objektov a na testovanie priestorovej autokorelacie prostrednictvom Moranovej
| Statistiky. Jednoducha reprodukcia analyzy s vyuzitim vol'ne dostupnych priestorovych dat
(napr. z eurostatu) mdze napomdct’ k sledovaniu priestorovej zavislosti regionov v Europske;j
unii.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantove ulohy VEGA 1/0248/17 Analyza
regionalnych disparit v EU na béze pristupov priestorovej ekonometrie a VEGA 1/0294/18
Analyza kratkodobegf a dlhodobgy dynamiky ekonomického wyvoja eurOpskych
postkomunistickych krajin a ich regiénov.
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VOLBA DODAVATELE ELEK]‘RINY V ROCE 2018 V CR —
OPTIMALIZACNI MODEL

SELECTION OF ELECTRICITY SUPPLIER IN 2018 IN THE CZECH
REPUBLIC - OPTIMIZATION MODEL

Martina Kuncova, Jana Seknickova

Abstrakt

Trh s elektiinou v Ceské republice byl specificky az do roku 2002, kdy zagal proces
transformace orientovany na plnou liberalizaci. Od roku 2006 si mohou domacnosti a firmy
vybrat dodavatele elektfiny. Rostouci pocet dodavatelit v minulych letech a rostouci pocet
nabizenych produktii v kazdé distribucni sazbé ztézuje pozici domdacnosti, nebot’ je tézké
pochopit pravidla pro vypocet nakladi na spotiebu elektfiny. V tomto ¢lanku je provedena
analyza trhu z pohledu distribuéni sazby D25d za roky 2017-2018. Hlavnim cilem je zjistit
intervaly pro spotiebu elektfiny, ve kterych je dany produkt nejlevnéjsi. K ziskani feSeni jsou
pouzity linearni optimalizacni modely. Soucésti analyzy bylo i vyuziti testu nedominovanosti
K vybrani cenové vhodnych produktti.

Kli¢ova slova: dodavatelé elektiiny, spotieba elektriny, naklady, optimalizacni model

Abstract

The electricity market in the Czech Republic was specific till 2002 when the transformation
process oriented at the fully liberalization has started. Since 2006 households and companies
could choose the electricity supplier. The growing number of suppliers in previous years and
the increasing number of products offered in each distribution rate embarrasses the position of
the households as it is hard to understand the rules for the consumption costs calculation. In
this article the analysis of the market from the distribution rate D25d point of view is made
for the years 2017-2018. The main aim is to find out the ranges for the electricity
consumption where the given product is the cheapest one. Linear optimization models are
used to obtain the solution. The analysis also included the use of the non-dominance testing to
select the suitable (cheap) products.

Keywords: elektricity suppliers, elektricity consumption, costs, optimization model

1 UVOD

Jednou z komodit, ktera beze sporu vyznamné ovliviiuje zivot kazdého z nas, je elektricka
energie. Elektfina nam automaticky usnadnuje praci i studium, diky ni vyuzivame stale vic a
vic stroj, pfistroji a zafizeni, umozinuje relaxaci, uchovavani potravin apod. To, jak silny je
jeji vliv na nas§ Zivot, si vSak uvédomime aZ v okamziku jejiho vypadku. Teprve pak zjistime,
jak mnoho svitime, pouzivame elektronickd zatizeni jako jsou televize, pocitae, mobilni
telefony a tablety, elektrické spotiebice jako chladnicky, mraznicky, sporaky, vysavace a dalsi
domaéci zafizeni. Nikoho tak neptekvapi, ze poptavka domadcnosti po elektiiné neklesa
(Obrazek 1).
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Obrazek 1: Vyvoj spotieby elektiiny v CR. zdroj: CEZ.cz

Vroce 2006 prosel cesky trh s elektfinou pro domacnosti vyznamnou transformaci a
jednotlivé domacnosti (ale i spole¢nosti) si mohou v souéasné dobé zvolit svého dodavatele
elektfiny. Zcela logicky domdacnosti preferuji dodavatele, ktefi jim elektfinu poskytuji levnéji.
Naklady na elektfinu pro domacnost ovliviiuje také distributor, Energeticky regula¢ni ufad
(ERU) a operator trhu s elektiinou (OTE) (OTE, 2019). Na ¢eském trhu operuji tii
distributofi, pficemz kazdy znich spravuje jinou oblast. Prazska energetika, a. s. (PRE)
pokryva oblast hlavniho mésta Prahy, E.ON Ceské republika, s. r. 0. (E.ON) spravuje cely
Jihocesky a Jihomoravsky kraj a dale Kraj Vysocinu (kromé okresu Havlickiv Brod), Zlinsky
kraj (kromé okresu Vsetin) a okres Prostéjov v Olomouckém kraji. Zbyvajici oblasti CR
spadaji pod CEZ, a. s. (CEZ) — viz Obrazek 2.

PREdistribuce, a.s.
CEZ Distribuce, a.s.
E.ON Distribuce, a.s

Obrazek 2: Mapa distributord elekttiny, zdroj: vemexenergie.cz

Mnozstvi dodavatell elektfiny na ¢eském trhu se kazdy rok méni a vétSina z nich nabizi hned
nékolik moznych produkti pro domacnosti v piislusné distribu¢ni sazbé. Produkty se pak lisi
smluvnimi podminkami icenami. Pro spotiebitele je tak obtizné¢ vybrat nejvhodnéjsiho
dodavatele a piislusny produkt, a to i piesto, z¢ ERU nabizi na webovych strankach
kalkulator, dle kterého lze produkt vybrat (ERU-kalkulator, 2019). Pro vybér je viak nutna
znalost ptesné spotieby elektiiny a zdkaznik (domdacnost) nema piehled, zda pii o néco malo

Vv zaplavé cen a sazeb (viz popis v kap.2).

Vzhledem k tomu, Ze ve své podstaté jde o optimalizacni lohu, 1ze pro modelovani pouzit
ruzné postupy (Ventosa a kol., 2005, Kuncova, 2015). Nabizi se samoziejm¢ optimalizace
z vicekriterialniho pohledu (Diakoulaki, Karangelis, 2007; Sekni¢kova, Kuncova, 2014),
simula¢niho pohledu (Hegazy a kol., 2003; Kuncova, Sekni¢kova, 2014) nebo klasicky
jednokriteridlni optimalizacni pohled zaméfeny na minimalizaci nakladd (Kuncova,
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Seknickova, 2015). Tento pfistup bude vyuzit také v tomto ¢lanku. Hlavnim cilem analyzy je
urcit, v jakém rozsahu se mize pohybovat skute¢na spotieba elekttiny vybrané domacnosti se
sazbou D25d, aby byl produkt vybraného dodavatele nabizeny v roce 2018 pro domacnost
nejvyhodnéjsi z pohledu minimalizace nakladt na distribuci a dodavku elektiiny. Vysledky
pak budou porovnany srokem 2017 a se zavéry z piedchozich vyzkumi (Kuncova,
Seknickova, 2014; Kuncova, Seknickova, 2015).

2 TRH S ELEKTRINOU V CESKE REPUBLICE

Na ceském trhu s elektfinou operuje nékolik vyznamnych subjektd. Provozovatel trhu
s elektiinou (OTE) ptedpovidéa spotiebu elektiiny na celém trhu a provadi analyzy chovani
tohoto trhu (OTE, 2019), Energeticky regula¢ni ufad (ERU) pak reguluje ceny pievodu
adistribuci elekttiny (ERU, 2019). Distributofi maji na starost spravu distribuéni sité
a distribuci elektrické energie az ke koneénym spotiebitelim. Dodavatelé pak nabizi
kone¢nym zékaznikim, a tedy i domacnostem, své tarify, které svymi podminkami vytvari
koneénou cenu distribuované a dodavané energie. OTE a ERU ovliviiuji stejnym zptisobem
vSechny zakazniky a distributor je jednoznaén¢ dany lokalizaci kone¢ného zakaznika.
Zadného z téchto subjektii si tedy domacnost nevybira. Naopak si ale mize zvolit pro sebe
nejvyhodnéjsi produkt a s nim i pfislusného dodavatele. Jak jiz bylo zminéno vySe, pocet
dodavatell a jejich produktd je pomérné Siroky. V poslednich letech se pocty ustalily na cca
60 produktech od cca 30 dodavateld, coz ale neznamena, ze nedochazi k zaniku dodavateld,
resp. ke vstupu novych firem na tento trh.

Vybér nejvhodnéj$iho produktu je ovlivnén piedevSsim mnozstvim odebrané elektiiny,
sjednanou sazbou (ur¢enou distributorem na zakladé podminek a typu odbéru a jistice) a
cenami za spotiebovanou elektfinu. Kone¢nou cenu pak ovliviiyji jeSté pevné poplatky a
dané. Obecné Ize kone¢nou cenu rozdé€lit na dvé slozky. Prvni z nich je poplatek za dopravu
elektiiny ke koncovému zakaznikovi a o jeho vysi kazdoroné rozhoduje ERU (ERU-
kalkulétor, 2019). Zahrnuje nasledujici polozky:

* cenu za mesi¢ni pronajem piislusného jistice (dle sjednané sazby),
+ cenu za megawatthodinu (MWh) ve vysokém tarifu (VT),

» cenu za megawatthodinu v nizkém tarifu (NT),

* cenu za systémové sluzby,

* cenu za podporu nakupu energie z obnovitelnych zdroji,

» poplatky provozovateli trhu s elektiinou a

» ekologickou dan z elekttiny (28,30 K¢ za 1 MWh).

Druhou slozku celkové ceny udava dodavatel elektiiny a je tedy zavisla na zvoleném tarifu.
Ta zahrnuje:

+ fixni mé&si¢ni poplatek za vybrany produkt,
» cenu za megawatthodinu (MWh) ve vysokém tarifu (VT),
» cenu za megawatthodinu v nizkém tarifu (NT).

Ke konecné cen¢ je pak od roku 2013 prictena DPH ve vysi 21 %.
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3 DATAAMETODY

V piedchozi analyze (Kuncova, Seknickova, 2014) jsme porovnavali 57 produktt roku 2014
pro domacnost se sjednanou sazbou D25d. Tato sazba je uréena domacnostem pouZzivajicim
elektrickou energii k akumula¢nimu vytapéni a ohfevu vody. Sazba predpoklada, ze ro¢ni
mnozstvi odebrané elektfiny je primérné a denné¢ je vymezeno 8 hodin, kdy je energie
odebirana v nizkém tarifu. Zbyvajicich 16 hodin spad4 do vysokého tarifu. Analyzovéana byla
situace pro domacnost S jisticem od 3x20A do 3x25A a s pevné stanovenou vysi spotieby
elektrické energie 10 MWh. Analyza byla provedena za piedpokladu, ze 45 % energie je
odebrano ve vysokém tarifu a 55 % v nizkém tarifu. V dal§im ¢lanku (Kuncova, Seknickova,
2015) jsme mimo jiné analyzovali krom¢& produkti roku 2014 obdobnym zptisobem také 60
produktli roku 2015 (nabizenych 32 dodavateli pro vSechny tii distribu¢ni oblasti) dle
kalkulatoru ERU (ERU-kalkulator, 2019).

Pro tento ¢lanek byla data aktualizovana a hodnoceno bylo 60 produkti roku 2018 a pro
srovnani i 60 produkti roku 2017 (poskytovanych 29 dodavateli).

Volbu vhodného produktu z pohledu jednokriterialni optimalizace by mél kone¢ny zédkaznik
provadét na zakladé celkovych nakladl na distribuci a dodavku elektrické energie. Konecna
vyse ro¢nich nakladl se stanovuje pro kazdy produkt podle nasledujiciho vztahu:

Nij = (1 4+ DPI)[12(pij + 0 + o) + 5, (77 (T +¢/7) + ¥ (T + ') + ¢5 + d)]
1)

kde

i ..produkt,i =1,...,60,

j ... distributor, j = 1,...,3,

DPH = 0,21 ... dan z pfidané hodnoty,

pij -.- fixni mési¢ni poplatek dodavateli za produkt i v siti distributora j v K¢,

p; ... fixni mésicni poplatek distributorovi j v K¢ (za jistic),

DPm --- fixni mésicni poplatek za ¢innost operatore trhu v K¢,

Sy ... rocni spotieba elektriny v MWh,

rVT ... pomér elektiiny spotfebované ve vysokém tarifu,

rNT .. pomér elektfiny spotiebované v nizkém tarifu, evidentné vN7 =1 — rVT,

CleT .. cena za | MWh odebranou ve vysokém tarifu pro produkt i Vv siti distributora j v K¢,
C]VT ... cena za | MWh odebranou ve vysokém tarifu za distribuci - distributor j v K¢,

c{\J(T ... cena za | MWh odebranou v nizkém tarifu pro produkt i v siti distributora j v K¢,
C]NT ... cena za | MWh odebranou v nizkém tarifu za distribuci - distributor j v K¢,

Cs ... cena za ostatni regulované polozky za 1 MWh v K¢,
d = 28,30 ... dan z elektrické energie za odebranou MWh v K¢&.

Kone¢ny odbératel Vv distribuéni oblasti j by tedy mél vybrat vhodny produkt i s cilem
minimalizace téchto rocnich nakladi:

I; =argminN;;,j =1,2,3 (@)
i
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Podivame-li se na problém =z pohledu vicekriterialniho rozhodovani, je evidentni, Ze
dominované produkty nemaji Sanci na uspéch a raciondln¢€ uvazujici odbératel by si takovy
produkt nemél nikdy vybrat. BohuZel realita je mnohdy jina a béZnd domacnost ¢asto netusi,
ze jejich produkt patfi mezi dominované, tj. ze existuje produkt s niz§imi cenami. Pro nami
navrzeny model vSak postaci provedeni vlastni analyzy pouze na mnozin¢ nedominovanych
produkt. Pro tyto produkty tedy bude vycislena ocekdvand hodnota celkovych ro¢nich
nakladi podle vztahu (1) a vybran nejvhodnéjsi produkt podle vztahu (2).

Pii znamé spotfebé s, a zndmém poméru spotieby v nizkém a vysokém tarifu r¥Ta r'T se
jedné o jednoduché rozhodovani pfi jistoté. Skutecnost je ale takova, Ze spotiebu a pomér
muzeme piedem pouze odhadovat. Pro vlastni analyzu lze pak pouzit napt. simula¢ni pfistup
(Seknickova, Kuncova, 2014), nebo piistoupit ke spotiebé (nebo poméru) také jako k nahodné
veli¢iné a urCit nejen nejvyhodnéjsi produkt pii predpokladané spotiebé, ale také interval
stability této volby. Jinymi slovy, cilem nasledujici analyzy bude zvolit nejvyhodnéjsi produkt
a urcit, za jakych podminek ztstane produktem nejvyhodnéjSim.

Ptedpokladejme dile nemé&nny pomér r¥Ta tedy i r¥T. Uréeni intervalu spotieby, pro ktery je
konkrétni produkt k (k = 1, ..., 60) nabizeny v distribu¢ni siti j (j = 1, 2, 3) nejvyhodnéjsi, je
Z matematického pohledu fesenim soustavy optimaliza¢nich modelti:

min(max) s,
za podminek (3)
Nij < Nkj,i = 1, ey 60

Pokud bychom soustavu (3) fesili pro dominovany produkt k, kterému dominuje produkt [,
bude platit, ze N;j > Ny; a tloha nebude mit feSeni. Misto 180 linedrnich optimalizaCnich
problémi (60 produktl pro 3 distributory) s 60 linedrnimi omezujicimi podminkami a dvéma
extrémy (min a max) tedy staci fesit pouze ulohy pro nedominované produkty. V roce 2017
bylo nedominovanych produktii pouze 11 pro PRE a CEZ a 10 pro E.ON a optimalizaéni
model (3) tak povede na 32 uloh s 11 omezujicimi podminkami. V roce 2018 bylo
nedominovanych produkti 13 pro PRE a CEZ a 12 pro E.ON a podle (3) fesime tedy 38 tiloh
S 13 omezujicimi podminkami.

4 VYSLEDKY

Jak jiz bylo zminéno vySe, situace na trhu s elektfinou z pohledii nabidky produktii pro
domacnosti, resp. volby dodavatelli, se kazdym rokem méni. Primérné ceny za odbér
elektfiny od roku 2012 klesaly, nicméné od roku 2017 jiz opét dochazi k jejich rtstu, jak
dokladaji tabulky 1 a 2 (Kuncova, 2018). Nejdrazsim distribuénim regionem je region CEZ.

Tabulka 1 — Primérné ceny a poplatky stanovené dodavateli v letech 2017-2018

Rok Dist_rib. Prim. mésiéni _ Prim. cena za IMWh ve | Prim. cena za IMWh
region poplatek dodavateli vysokém tarifu V nizkém tarifu
E.ON 43,838 1253,853 826,139
2017 | PRE 46,824 1234,639 820,437
CEZ 44,990 1244,705 818,420
E.ON 49,646 1384,163 951,274
2018 | PRE 52,630 1363,746 945,424
CEZ 60,446 1369,246 945,424

Zdroj: viastni vypocty dle dat z ERU-kalkuldtoru (2018)
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Tabulka 2 — Primérné ceny a platby stanovené distributory v letech 2017-2018

Distrip, | Msitni | CenazalMWh | Cenaza Plats':z;;‘y";;at“‘
Rok . | platba za ve vysokém 1 MWH v -
region jisti¢ tarifu nizkém tarifu ULV
1 MWh
E.ON 113 1607,38 72,22
2017 | PRE 116 1503,96 70,58 588,94
CEZ 120 1624,71 64,01
E.ON 119 1687,78 77,28
2018 | PRE 123 1590,53 75,52 588,63
CEZ 127 1719,17 71,69

Zdroj: viastni vypocty dle dat z ERU-kalkuldtoru (2018)

vvvvvv

jsme nastaveni procentni spotieby ve vysokém (45 %) a nizkém (55 %) tarifu. Ve vztahu (1)
tak byly pouzity nasledujici parametry: DPH = 0,21, r'T = 0,45, r¥T = 0,55, ¢, = 588,94,
d = 28,3 a byl upraven do tvaru:

Ni; = 1,21[12(pi; + pj + pm) + 5-(0,45(c/ + ¢/7) + 0,55(c]f" + ¢'") + ¢5 + 28,3)] (4)

Pro rok 2017 byly do vztahu (4) dosazeny parametry p,, = 4,9 a ¢, = 588,94, pro rok 2018
Slo o hodnoty p,, = 5,4 a c; = 588,63.

4.1 Spotieba pro rok 2017

Vroce 2017 bylo znabizenych 60 produktd v distribuéni sazbé D25d pouze 11
nedominovanych produkti (pro PRE a CEZ), resp. 10 (pro E.ON), fesili jsme tedy 32
optimalizacnich uloh s 11 omezujicimi podminkami. Vysledky byly co do vySe spotieby
stejné ve vSech distribu¢nich regionech (Tabulka 3), odliSnosti pak jsou v nakladech na rocni
spotiebu elekttiny (Tabulka 4). V tabulkach je uveden i produkt firmy Energie CS, a.s., ktery
je nejlevnéjSim pouze pii nulové spotiebe, coz je spiSe hypoteticka situace. Pro nizsi spotiebu
elektfiny nabizela nejlevnéjsi produkt firma Fonergy, u stfedni spotfeby pak firma Nano
Energies Trade a u vysoké spotieby byla nejlevnéjsi firma CARBOUNINON BOHEMIA,
spol. s.r.o.

Tabulka 3 — Vysledky optimaliza¢nich modeli pro rok 2017
Spotieba MWh
od do

0,00000 0,00000 |Energie CS, a.s., ON-LINE Elekttina
0,00000 | 5,59509 |Fonergy, PREMIUM Aku 8
5,59509 8,71972 | Nano Energies Trade s.r.0., Dobry skutek

CARBOUNION BOHEMIA spol.s.r.0., STANDARD
8,71972 00 CARBOUNION BOHEMIA,spol.s.r.0., STANDARD
12

Zdroj: viastni vypocty dle dat z ERU-kalkuldtoru (2019)

vitézny tarif PRE 2017
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Tabulka 4 — Vysledky optimaliza¢nich modeld — naklady — pro rok 2017

Néklady PRE | Naklady EON | Naéklady CEZ

Vitézny tarif 2017 od o od d0 od a0
Energie CS, a.s., ON-LINE Elektfina 1755,5| 1755,5| 1711,9| 1711,9| 1813,6| 1813,6
Fonergy, PREMIUM Aku 8 1755,5| 17073| 1711,9| 17351| 1813,6| 17475

Nano Energies Trade s.r.0., Dobry skutek 17073 | 25474| 17351| 25931| 17475| 26067

CARBOUNION BOHEMIA,spol.s.r.o0.,

CARBOUNION BOHEMIA,spol.s.r.o.,
STANDARD 12

Zdroj: viastni vypocty dle dat z ERU-kalkuldtoru (2019)

4.2 Spotieba pro rok 2018

Pro rok 2018 bylo nedominovanych produktii 13 pro PRE a CEZ a 12 pro E.ON, tj. bylo
nutné vytesit 38 optimalizacnich uloh (4) s 13 omezujicimi podminkami. Vysledky jsou
uvedeny v tabulkach 5 a 6. Tentokrat se ve vypisu objevuje 5 firem, nicméné pro realnou
spotifebu v dané distribu¢ni sazbé bychom méli vybirat mezi tfemi: pro nizsi spotfebu produkt
firmy Energie CS, a.s., pro stiedni vysi spotfeby produkt firmy Europe Easy Energy a pro
vysokou spotiebu produkt firmy Eneka. Vzhledem k odlisnym intervalim oproti roku 2017
nelze porovnavat jednotlivé ndklady, ale jak jiz bylo zminéno vySe, naklady pro rok 2018
vzrostly — a vypocCty ukazuji, ze napt. vitézna firma u vyssi spotifeby (10 MWh) z roku 2017
(CARBOUNION BOHEMIA spol. s.r.0.) se vroce 2018 propadla az na posledni mista
z hlediska ro¢nich néakladt na spottebu elekttiny.

Tabulka 5 — Vysledky optimaliza¢nich modeli pro rok 2018
Spotireba MWh
od do
0,00000 | 0,00000 |Fonergy, PREMIUM
0,00000 1,58940 | Prazskd plynarenskd, PPRODUKT Komplet
1,58940 | 251748 |Energie CS, a.s., ON-LINE Elekttina
2,51748 | 6,12766 | Europe Easy Energy, e Domacnost

6,12766 00 Eneka s.r.o0., Jednicka
Zdroj: viastni vypocty dle dat z ERU-kalkuldtoru (2019)

vitézny tarif PRE 2018

Tabulka 6 — Vysledky optimaliza¢nich modeld — naklady — pro rok 2018

cex Néklady PRE | Naklady EON | Naéklady CEZ

vitézny tarif 2018 od o od d0 od o
Fonergy, PREMIUM 1864,4| 1864,4| 1806,3| 1806,3| 1922,5| 19225
Prazska plynarenska, PPRODUKT
Komplet 1864,4| 6753,5| 1806,3| 6781,4| 19225| 6918,8
Energie CS, a.s., ON-LINE Elektiina 6753,5| 9523,5| 6781,4| 9601,7| 6918,8| 9751,5
Europe Easy Energy, e Domécnost 9523,5| 19674| 9601,7| 19948| 9751,5| 20146
Eneka s.r.o0., Jednicka 19674 00 19948 00 20146 00

Zdroj: viastni vypocty dle dat z ERU-kalkuldtoru (2019)
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5 ZAVER

Pocet produktl nabizenych dodavateli elektiiny domacnostem v distribuéni sazbé D25d je
stale velmi vysoky (cca 60 produktd nabizenych témét 30 dodavateli), ale vétSina z nich neni
vhodna pro Zadnou domacnost, nebot’ patii mezi dominované produkty, tj. produkty s hor§imi
cenami ve srovnani s jinym produktem. Pfesto je stadle mnoho domacnosti vyuziva, a to i
presto, ze lze vyuzit kalkulator ERU (2019) a najit si vhodngjsiho dodavatele, resp. produkt.
Pouze zhruba Sestina z produktli patfi mezi nedominované, tj. teoreticky mohou patfit mezi
nejlevnéjsi. Na zéklad€ vyuziti linedrnich optimalizacnich modell byly ziskdny intervaly pro
spotiebu elektiiny v domacnostech a jim odpovidajici nejlevnéjsi produkty. V roce 2017 Slo o
produkty 4 firem, v roce 2018 o produkty 5 firem (v obou pifipadech vsak je zahrnut i produkt,
ktery je nejlevnéjsi pfi nulové spotieb€, coz neni piili§ redlné). Celkove je patrny narast cen
elektfiny z pohledu dodavatelit i1 distributord vroce 2018 oproti predchozim roklim.
Podivame-li se na vysledky z ptedchozich analyz (Kuncova, Sekni¢kova, 2015), vidime, Ze
pocet firem, resp. produkti nejlevnéjsSich pti ur€ité vysi spotieby, je téméf stejny. V roce 2014
se jednalo pouze o 2 produkty, v roce 2015 jiz o 3 a stejné tomu bylo i v roce 2017. Pro rok
2018 se sice nabizeji produkty 4, nicméné redln¢ nelze v dané distribucni sazbé ocekdvat
velmi nizkou spotiebu (pod 2 MWh/rok), proto i zde nalézame 3 nejvhodnéjsi produkty pro
nizkou (3 MWH/rok), stiedni (6 MWh/rok) ¢i vysokou (nad 10 MWh/rok) spotiebu. Nicméné
zatimco v letech 2014 a 2015 se mezi vitézi objevily v obou letech 2 stejné firmy (Fonergy,
CARBOUNION KOMODITY), situace v letech 2017 a 2018 je zcela jina a vitézné produkty,
resp. firmy se li§i. O davodech lze spiSe spekulovat, velmi pravdépodobny je zde dopad
zvySeni cen elektiiny v roce 2018, kdy nékteré z firem navysily ceny vice nez ostatni a diky
tomu se mezi vitézi jiz neobjevuji (resp. dokonce se propadly pofadim az na posledni mista,
tj. mezi nejdrazsi produkty). I proto Ize pii volbé dodavatele elektiiny doporucit kazdoro¢ni
zvazeni, zda je vhodné prodlouzit smlouvu u stdvajiciho dodavatele, ¢i zda neni lepsi piejit
K jinému.
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VYBRANE POKROCILE METODY OPTIMALIZACIE FEROVYCH
ZACHRANNYCH SYSTEMOV

SELECTED ADVANCED METHODS OF FAIR EMERGENCY
SERVICE SYSTEM OPTIMIZATION

Marek Kvet

Abstrakt

Zakladnym ciel'om tohto prispevku je poskytnut’ struény uceleny prehl'ad pokrocilych metod
optimalizdcie zachrannych systémov, priCom hlavny doraz bude kladeny na aspekt férovosti.
Ten mozno chéapat’ ako istt mieru rovnosti v pristupe k sluzbe. Jednotlivé matematické
modely budu experimentalne porovnané na realnych datach v podmienkach samospravnych
krajov Slovenskej republiky.

KPucové slova: Rozmiestiiovanie stanic zachrannej sluzby, radialny pristup, férovost

Abstract

The basic goal of this paper is to provide the readers with a brief and complex summary of
selected advanced methods of emergency medical service system optimization. The main
attention will be paid to the fairness aspect, which can be understood as a certain level of
equality in service accessibility. All presented mathematical models will be experimentally
compared based on real data corresponding to the self-governing regions of Slovakia.

Keywords: Location of service centers, radial approach, fairness

1 UVOD

Vécsina zauzivanych a Casto uplatiiovanych pristupov k navrhu zachrannych systémov je
postavena na optimalizacii kritéria kvality pre tzv. priemerného pouzivatela (average user).
hodnét daného kritéria pre jednotlivych pouZivatel'ov systému. Napriek tomu, Ze tento pristup
je vSeobecne povazovany za najvhodnej$i, nemusi vzdy priniest’ také vysledky, s ktorymi
bude verejnost’ Uplne spokojnd. Uvedené tvrdenie podporuje aj analyza vysledkov rieSenia
ulohy vazeného p-medianu, v ktorej sa minimalizuje vzdialenost’ (alebo ina forma dostupnosti
sluzby) pacientov k najblizsej stanici zachrannej zdravotnej sluzby (d’alej ZZS). Tato ulohu
navrhu siete stanic ZZS sme rieSili exaktne pre jednotlivé kraje SR pomocou radialnej
formulécie. Okrem toho sme dany model vyriesili aj pre celé tizemie Slovenska, kde je
rozmiestnenych celkom 273 stanic [7]. Nasledne sme vysledny navrh siete stanic podrobili
analyze, v ktorej sme skiimali tieto vybrané ukazovatele:

e hodnotu standardného minSum kritéria, teda sti¢et vzdialenosti vsetkych pacientov od
ich najblizsej stanice ZZS (ObjF),

e priemernu vzdialenost’, resp. ¢asovi dostupnost’ sluzby (davg) vypocitanti ako podiel
hodnoty ucelovej funkcie ObjF a celkového pocétu obsluhovanych pouzivatel'ov,

e maximalnu vzdialenost’ pacienta od najblizsej stanice (dmax).
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Dosiahnuté vysledky spolu s hodnotami vybranych ukazovatel'ov su zhrnuté v Tabul'ke 1, kde
[l| reprezentuje pocet moznych umiestneni stanice ZZS. Z tohto poctu je potrebné vybrat
prave p (v niektorych pripadoch najviac p) tak, aby priemernd vzdialenost’ pacientov od
najblizSej stanice ZZS bola minimalna. Okrem zakladnych rozmerovych charakteristik
jednotlivych tloh uvadzame aj vypodtovy &as v sekundach v stipci Cas [s] a celkovy pocet
obsluhovanych pacientov v stovkéach oznaceny ako SB.

Tabul’ka 1 Analyza vybranych ukazovatel'ov pri navrhu siete stanic ZZS pomocou tllohy vazeného p-medianu

Kraj Skratka | |l P SB | Cas[s] | ObjF | dag | dmax
Bratislava BA 87 9 6061 0,1 20342 | 3,36 | 25
Banska Bystrica BB 515 | 52 | 6609 1,8 17289 | 2,62 | 26
Kosice KE 460 | 46 | 7929 2,2 20042 | 2,53 | 23
Nitra NR 350 | 35 | 6900 1,4 22651 | 3,28 | 17
Presov PO 664 | 67 | 8183 5,2 20025 | 2,45 | 22
Trencin TN 276 28 5942 3,1 15686 | 2,64 | 30
Trnava TT 249 | 25 | 5563 0,8 18873 | 3,39 | 24
Zilina ZA 315 | 32 | 6911 0,8 20995 | 3,04 | 26
Slovenska republika SR 2916 | 273 | 55488 63,9 161448 | 2,91 | 24

Udaje v Tabulke 1 poukazuji na fakt, Ze hoci bola optimalizovana dostupnost sluZby
(vzdialenostna alebo asova) pre tzv. priemerného pouzivatela systému, stale existuje urcita
mala skupina pacientov, ktorych dostupnost’ sluzby je vel'mi zla. Z legislativnych predpisov
SR vyplyva, Ze neodkladna prednemocnicnd zdravotna starostlivost’ by mala byt poskytnuta
najneskor do 15 minit od vzniku akutneho stavu. Ako mézeme vidiet’, v niektorych pripadoch
je pri pouziti Glohy vazeného p-medianu a Standardného minSum Kritéria dosiahnuty takmer
dvojnasobny cas pre najhorSie polozenych pacientov. Na druhej strane, priemerna Casova
dostupnost’ sluzby je vel'mi dobra. Je preto logické, Ze Cast’ populacie povaZzuje takyto navrh
usporiadania siete stanic za neférovy. V nasledujucich kapitolach sa budeme zaoberat’ takymi
spdsobmi navrhu rozsiahlych zachrannych systémov, ktoré zohl'adiiuju férovost’ chapanti ako
1sti mieru rovnosti pristupu pacientov k sluzbe. Inymi slovami, treba zabezpecit', aby zdroje
pre poskytovanie ZZS boli spravodlivo a rovnomerne rozdelené medzi vsetkych pouZzivatel'ov
systému, ktori prispievaju na jeho fungovanie [1], [8], [9].

2 ,,MIN-MAX“ FEROVOST

Prvym krokom pri navrhovani férovych zachrannych systémov je optimalizacia dostupnosti
(vzdialenostnej alebo Casovej) sluzby pre najhorSie umiestnenych pacientov, teda rieSenie
ulohy typu minMax, ktora je znama aj pod oznac¢enim p-center problem. Ide o ulohu, v ktorej
sa ma rozmiestnit’ najviac p obsluznych stredisk tak, aby maximdalna vzdialenost’ (Casova
dostupnost’) medzi najhorSie umiestnenymi pacientmi a ich najblizSou stanicou ZZS bola ¢o
najnizsia. Podobne ako pri ulohe vazeného p-medianu, aj v tomto pripade je mozné model
formulovat’ klasickym lokacno-alokacnym sposobom, ktory je vSak z pohladu rieSiteI'nosti
velmi Casovo naro¢ny. Preto sa vtejto praci obmedzime len na vyhodnejSiu radialnu
formulaciu [2].

Aby bolo mozné formulovat’ model s G¢elovou funkciou typu minMax, je potrebné zaviest
nezapornu premennt h, ktora bude reprezentovat’ minimalizovani hornt hranicu vzdialenosti
medzi pacientmi aich najblizSou stanicou ZZS. VsSetky ostatné premenné a oznacenia
pramenia z radidlnej formulécie, ktora bola prezentovana pre ulohu vazeného p-medidnu
napriklad v [3]. Matematicky model minMax ulohy ma potom tvar (1) - (7).
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Minimalizujte h 1)

Za podmienok : ijJrZagyi >1 Vjeld,s=0,.,v (2)
iel

2 NP @3)
iel
dex,<h Vijel (4)
s=0
v, e{0,} Viel (5)
X, =0 Vijeld,s=0,..,Vv (6)
h>0 ()

Ugelova funkcia (1) dand premennou h vyjadruje hornt hranicu vietkych vzdialenosti
pacientov od ich najblizSej stanice ZZS. Podmienky (2) zabezpecuju, Ze premennd Xjs moze
nadobudat’ hodnotu 0 vtedy, ak v okruhu velkosti Ds 0d pacienta v mieste jeJ existuje aspon
jedna stanica ZZS. V opa¢nom pripade musi byt’ Xjs==1. Podmienka (3) zhora ohraniuje pocet
umiestnenych stanic hodnotou p. Posledna séria Strukturalnych podmienok (4) definuje vzt'ah
medzi vzdialenostami pacientov k ich najblizsej stanici a prislusnou hodnotou hornej hranice
h, ktord minimalizujeme. Ostatné podmienky (5) a (6) s obligatorne a udavaju defini¢ny
obor premennych modelu. Aj naprieck tomu, Ze nezapornost premennej h vyplyva
z vazobnych podmienok (4), pre Gplnost’ uvadzame aj obligatérnu podmienku (7).

Hoci sa radidlna formulécia ukézala v ulohe vazeného p-medidnu ako efektivny modelovaci
nastroj, v pripade minMax modelu (1) - (7) sa jej vyhodné vlastnosti neprejavili naplno. Ako
sme ukazali v [5], vV porovnani s loka¢no-alokaénym pristupom mozno sice dosiahnut’ vyrazné
skratenie vypoctového Casu, pri rozsiahlych tlohach vSak problémy s vysokymi narokmi na
Cas pretrvavaji. Pomald konvergencia metody vetiev a hranic, ktora predstavuje zakladny
rieSiaci algoritmus pre ulohy celociselného linearneho programovania, sa obvykle vysvetl'uje
prave vazobnymi Strukturdlnymi podmienkami (4). Ked' sa detailne pozrieme na Struktiru
modelu (1) - (7), zistime, Ze radidlna formulacia povodného modelu umoziiuje pomerne
jednoduchu transformaciu tlohy na jednoduch$i tvar bez nutnosti hornej hranice h
a viazobnych podmienok (4), ako sme to nacrtli v [5]. Podstata transformacie spociva vo
vyuziti vyhodnych vlastnosti pokryvacich tloh aje postavenda na nasledujucich dvoch
predpokladoch:

1. Bez akejkol'vek ujmy na vSeobecnosti a presnosti modelu minMax tlohy mozno
deliace body Do, D, ..., Dy nadefinovat tak, aby dizky jednotlivych zén boli rovné 1.
To nam umozni vynechat koeficienty es a vyjadrit' vzdialenost’ dij pomocou suctu
premennych Xjs. Rovnaky pristup pouzivame pri exaktnom rieSeni ulohy vézeného p-
medianu.

2. Hodnoty premennych Xj pre jeJ as = 0, 1, ..., v tvoria vektor so Specifickou
Struktarou. Ak zoradime premenné Xjs podl'a indexu s od 0, potom bude mat’ prislusny
vektor tvar (1, 1, ..., 1, 0, O, ..., 0). Teda, na zaciatku budu premenné rovné 1
a Vv urcitom bode zmenia svoje hodnoty, pri¢om a od tohto indexu az do konca budia
nulové [2]. Tento fakt je potom klIiCovy v transformacii minMax modelu na
pokryvaciu tlohu.

Minimalizaciu najvacsej vzdialenosti medzi pacientmi a ich najblizSou stanicou ZZS potom
namiesto rieSenia modelu (1) - (7) dosiahneme takto: Spomedzi vzdialenosti do, di, ..., dm Si
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vyberieme stredny deliaci bod Ds. Pre tento deliaci bod budeme riesit’ jednoduchu pokryvaciu
ulohu (9) — (13), na zaklade ktorej zistime, ¢i existuje pripustné rieSenie ulohy také, ze vSetky
vzdialenosti medzi pacientmi aich obsluhujicimi strediskami su mensie alebo rovné ako
hodnota Ds. V takomto pripade by vsetky premenné X; nadobudli hodnotu 0. Inak by
existovala aspon jedna nenulova premenna xj. Koeficienty aj® ur¢ime pre dany deliaci bod Ds
podl’a vzt'ahu (8).

1 akd.<D
s _ i = 8
! {O inak ®
Matematicky model pokryvacej tilohy riesenej pre deliaci bod Ds ma tvar (9) - (13).
Minimalizujte ) x; 9)
jed
Za podmienok: X, + Y. aty; =1 Vjel (10)
iel
D V<P (11)
iel
v, e{0,1} Viel (12)
x>0 Vjel (13)

Ak rieSenim modelu zistime, ze vSetky premenné Xj nadobudli hodnotu 0, potom vypocet
opakujeme pre nizs$iu hodnotu Ds, vV opaénom pripade zvolime vyssi deliaci bod Ds. Takymto
sposobom — kombinaciou pokryvacej ulohy (9) - (13) a metddy bisekcie aplikovanej na celej
postupnosti hodnét do, di, ..., dm na najdenie minimalnej hodnoty Dsx — ziskame minimalnu
vzdialenost’ najhorsie poloZzenych pacientov od ich najblizsej stanice ZZS. Ako sme ukazali v
[5], rieSenie minMax tlohy pomocou opakovaného rieSenia jednoduchej pokryvacej ulohy je
V porovnani s rieSenim pévodného modelu (1) - (7) ovel’a rychlejsie. V tejto habilitacnej praci
sa vSak zameriame na minMax ulohu ani nie tak zhladiska jej rieSitelnosti, ako skor
Z pohl'adu dosiahnutej férovosti.

Kedze sme rieSsenim minMax ulohy (1) - (7) ziskali dodato¢nti informaciu o moznosti
maximalneho mozZzného zlepsSenia dostupnosti sluzby pre najhorSie umiestnenych pacientov,
K analyze rieSenia tlohy vazeného p-medianu popisanej v Tabulke 1, sme pridali jeden novy
ukazovatel' v podobe percentualneho podielu pacientov, ktorych dostupnost’ sluzby je nad
hodnotou h ziskanou riesenim modelu (1) - (7). Tuto hodnotu oznacujeme symbolom Afl.
Nasledujuca Tabul'ka 2 obsahuje porovnanie vysledkov tlohy vazené¢ho p-medianu a minMax
pristupu z pohladu férovosti. Aby boli vysledky porovnatelné, pre vysledny navrh
usporiadania siete (vektor umiestiiovacich premennych yi, kde i€l) ziskany rieSenim minMax
ulohy sme vypocitali hodnotu ObjF ako sucet vzdialenosti vSetkych pacientov od ich
najblizSej stanice ZZS. Hodnota BD [%] udadva percentualny podiel pacientov, ktorych
dostupnost’ sluzby je na urovni hodnoty h minimalizovanej modelom (1) - (7).
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TabuPka 2 VVyhodnotenie minMax pristupu z pohl'adu férovosti

. Vazeny p-median minMax pristu

Kraf || P | SB O BHETT Gy | e | ANT%] | OBJE | Gwg | O | BD [%]
BA | 87 | 9 | 6061 | 20342 | 3,36 | 25 | 292 | 33018 | 545 | 14 | 1.86
BB | 515 | 52 | 6600 | 17280 | 2.62 | 26 | 148 | 42410 | 6,42 | 13 | 3.24
KE | 460 | 46 | 7929 | 20042 | 253 | 23 | 1.79 | 39310 | 496 | 12 | 2.03
NR | 350 | 35 | 6900 | 22651 | 328 | 17 | 142 | 36810 | 533 | 13 | 2.73
PO | 664 | 67 | 8183 | 20025 | 245 | 22 | 1.75 | 53560 | 6,55 | 12 | 2.2
TN | 276 | 28 | 5942 | 15686 | 2.64 | 30 | 2.26 | 33789 | 5,60 | 12 | 2.21
TT | 249 | 25 | 5563 | 18873 | 339 | 24 | 1.71 | 27823 | 500 | 13 | 2.84
ZA | 315 | 32 | 6911 | 20995 | 3.04 | 26 | 101 | 39556 | 572 | 14 | 405
SR | 2916 | 273 | 55488 | 161448 | 2.91 | 24 | 1.66 | 342896 | 6,18 | 13 | 3.02

Dosiahnuté vysledky poukazujii na par zaujimavych skuto€nosti, ktoré treba starostlivo
preskimat’ a analyzovat’ sposoby, ako im bud’ zabranit, alebo naopak, ako ich d’alej vyuzit’:

1. Aplikaciou minMax modelu pre navrh férového zachranného systému je mozné oproti
Standardne zauzivanej ulohe vazeného p-medidnu zlepsit dostupnost’ sluzby pre
najhorsie umiestnenych pouzivatel'ov systému danu vzdialenostou k najblizsej stanici
778 priblizne o polovicu, ¢o predstavuje ovela férovejsi spdsob navrhu siete stanic
V porovnani s pdvodnym pristupom, kde sa optimalizovala dostupnost’ sluzby pre tzv.
priemerného pouzivatela.

2. ZlepSenie dostupnosti sluzby pre najhorSie umiestnenych pacientov je pomerne draho
»zaplatené®. Ako mozeme vidiet’, v niektorych pripadoch doslo k zvySeniu priemernej
vzdialenosti davyg 0 viac ako sto percent, Co rozhodne nie je pre verejnost’ dobré. Na
druhej strane, toto zhorSenie mozno jednoducho vysvetlit, pretoze bolo ocakavané.
Model minMax ulohy (1) - (7) totiz kladie doéraz len na najhorSie umiestnenych
pacientov, ktorych moéze byt zanedbatelne malé percento, priCom na situaciu
ostatnych (vicSiny) tento pristup nijako neprihliada. Zarovenh mdzeme pozorovat
pomerne vel'ktl Cast’” populacie (na Slovensku vySe tri percentd), ktorej dostupnost’
sluzby sa pohybuje prave na hranici maximalnej hodnoty h.

Podrobna analyza a porovnanie uvedenych pristupov viedli k spojeniu tychto dvoch metod do
spolo¢ného spdsobu navrhovania zachrannych systémov tak, aby sa naplno vyuzili vyhodné
vlastnosti oboch pristupov a zdroven, aby sa odstranili nevyhody, ktoré so sebou prinasa
minMax pristup v suvislosti s tzv. priemernym pouzivatel'om systému.

3 KOMBINOVANA MINSUM METODA S MIN-MAX PODMIENKOU

Kombinovana minSum metéda s minMax podmienkou publikovana v [6] predstavuje
dvojfazovy spdsob navrhu usporiadania siete stanic ZZS, kde sa v prvom kroku riesi minMax
uloha popisana modelom (1) - (7) s moznostou efektivneho rieSenia pomocou viacnasobne;j
aplikacie pokryvacej tlohy (9) - (13) a nasledne sa optimalizuje dostupnost’ sluzby pre tzv.
priemerného pouzivatela pomocou minSum kritéria, pricom maximalna vzdialenost’ ziskana
v prvom kroku metdody sa nesmie prekrocit. Inak povedané, najprv sa optimalizuje
vzdialenost’ k najblizSej stanici ZZS pre najhorS$ie umiestnenych pacientov a na zaklade
vysledku sa optimalizuje dostupnost’ sluzby pre ostatnych. RieSenim prvého kroku dostaneme
hodnotu h, ktora predstavuje vzdialenost’ najhorSie umiestnenych pacientov od ich najblizse;j
stanice ZZS. Tato hodnotu h nie je mozné znizit (pre nizSiu hodnotu h by neexistovalo
pripustné riesenie). My ju vyuZzijeme v druhej faze kombinovanej metody na dva tcely:
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1. Ak vieme, ze vSetky vzdialenosti medzi umiestneniami pacientov jeJ a stanicami ZZS
musia byt menSie alebo rovné ako h, potom sta¢i v radidlnom modeli z postupnosti
hodnét do, di, ..., dm vziat’ len tie vzdialenosti, ktoré tuto podmienku spir“lajﬁ. Teda,
hodnota h ovplyvni velkost modelu ulohy vazeného p-medianu rieSeného v druhej
faze danu poctom zo6n a premennymi Xjs. V tomto pripade moézeme hodnotu deliaceho
bodu Dv+1, ktora definuje koniec poslednej zony v, polozit' rovni hodnote h bez
akejkol'vek straty presnosti.

2. Model Standardnej ulohy vazeného p-medidnu rozSirime o podmienku, ktora
zabezpeci, ze vSetky vzdialenosti medzi umiestneniami pacientov a Stanicami ZZS
budi mensie alebo rovné ako hodnota h.

stlade s uvedenymi skutonostami moézeme matematicky model ulohy rieSeny v druhej faze
kombinovanej metody formulovat’ pomocou vyrazov (14) - (19).

Minimalizujte ijzvlesxjs (14)
jed  s=0
Za podmienok : X+ Y aty,>1  Vjel,s=0,.,Vv (15)
icl
;yi <p (16)
daty, 21 Vijel 7
iel
v, e{0,1} Viel (18)
X;s 20 Vijeld,s=0,..,Vv (19)

Utelova funkcia (14) minimalizuje sucet vzdialenosti medzi pacientmi a ich najbliz§imi
stanicami ZZS. Podmienky (15) slizia na definovanie vztahov medzi umiestiiovacimi
premennymi Yi a pomocnymi premennymi Xjs, pomocou ktorych vyjadrujeme jednotlivé
vzdialenosti. Podmienka (16) limituje pocet umiestnenych stanic. Posledna séria podmienok
(17) zabezpeci, ze v dosahu Dy+1 kazdého pacienta bude umiestnena aspon jedna stanica ZZS.
Inak povedané, vzdialenost' k najblizSej stanici neprekro¢i hodnotu Dy+1, ktord je rovna
hodnote h ziskanej rieSenim minMax modelu v prvej faze. Podmienky (18) a (19) udavaju
definiény obor premennych modelu. Z analyzy férovosti vykonanej bezprostredne pred
navrhom dvojfazovej metddy vyplyvaji nasledovné ocakéavania:

1. Hodnota dmax Sa v porovnani s predchadzajucimi vysledkami nezmeni. Optimalizaciou
dostupnosti zachrannej sluzby pre tzv. priemerného pouzivatel'a sa vSak da ocakavat,
ze percentualny podiel pacientov na hranici dmax sa znizi.

2. Oproti minMax pristupu o¢akavame vyrazné zlepSenie priemernej vzdialenosti davg, o
dosiahneme riesenim ulohy vazeného p-medianu s minMax podmienkou v druhe;j faze.

Analyza vysledkov navrhnutej kombinovanej metédy je uvedend v Tabulke 3, ktora ma
rovnak Struktaru ako Tabulka 2.
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TabuPka 3 Vyhodnotenie kombinovanej minSum metédy s minMax podmienkou z pohl'adu férovosti

Kraj I 0 SB Vézeny p-median Kombinovany pristup
ObjF | davg | Odmax | Afl[%] | ObjF | dayg | dmax | BD [%]

BA 87 9 6061 | 20342 | 3,36 | 25 2,92 26229 | 433 | 14 2,03
BB | 515 | 52 | 6609 | 17289 | 2,62 | 26 1,48 21780 | 3,30 | 13 1,44
KE | 460 | 46 | 7929 | 20042 | 2,53 | 23 1,79 24117 | 3,04 | 12 0,85
NR | 350 | 35 | 6900 | 22651 | 3,28 | 17 1,42 26894 | 3,90 | 13 3,41
PO | 664 | 67 | 8183 | 20025 | 2,45 | 22 1,75 24467 | 2,99 | 12 1,55
TN | 276 | 28 | 5942 | 15686 | 2,64 | 30 2,26 23476 | 3,95 | 12 2,41
TT | 249 | 25 | 5563 | 18873 | 3,39 | 24 1,71 21067 | 3,79 | 13 1,20
ZA | 315 | 32 | 6911 | 20995 | 3,04 | 26 1,01 24424 | 353 | 14 1,52
SR | 2916 | 273 | 55488 | 161448 | 291 | 24 1,66 193715 | 3,49 | 13 1,34

Vysledky uvedené v Tabul'ke 3. potvrdzuju ocakévania, Ze uplatnenim dvojfazovej metddy
mozno ziskat' lepSie rozmiestnenie stanic ZZS z pohladu pacientov ako jednoduchym
minMax pristupom, ktory je zaloZeny na minimalizacii maximalnej vzdialenosti.

Na zaver tejto podkapitoly uvedieme este jednu kratku analyzu, ktorej cielom bolo zistit,
k akym efektom dojde, ak by sme hodnotu h ziskanu v prvej faze rieSenim minMax tlohy
povazovali za prili§ limitujucu a pokusili by sme sa ju ,,uvolnit* tym, ze k nej pripoCitame
isty prirastok, ktory by nadobudal hodnoty 1, 3, 5, ..., 15. V druhej faze by sa tak rieSil vacsi
model, pricom podmienka (17) by bola volnejSia (velkost' okruhu Dy+1 by bola vicsia).
Vysledky druhej fazy sme potom porovnali srieSenim ulohy vazeného p-medianu
s jednoduchym minSum kritériom, kde sa minimalizuje sicet vzdialenosti medzi pacientmi
aich najbliz§imi stanicami ZZS. Vysledky vykonanych experimentov si zndzornené na
Obrazku 1 ako priemer pre jednotlivé kraje a celé izemie SR. Z grafu je zrejmé¢, Ze ¢im slabsi
je limit h (¢im vicsi je jeho prirastok), tym viac sa priblizujeme k rieSeniu Glohy vazeného p-
medianu a logicky, tym viac straicame na férovosti vysledného riesenia [6].
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12,00

[
=
=1
S

2

Kraje SR (priemer)

i

Slovenska republika

funkcie od rieSenia minSum ulohy
.
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Priemerna percentudlna odchylka uéelovej

E]

1 3 5 7 El 11 13 15
Prirastok k hodnote minMax kritéria h

Obrazok 1 Vplyv zvySenia minMax kritéria h na priemernu percentudlnu odchylku od minSum riesenia

4 LEXIKOGRAFICKY PRISTUP

Potreba navrhovania spravodlivych zachrannych systémov z pohl'adu dostupnosti sluzby pre
vSetkych pouzivatel'ov viedla k rédznym pohl'adom na férovost’, ktorych cielom je prekonat
nedostatok pozorovany pri analyze rieSenia tlohy vazeného p-medianu. Napriek tomu, Ze sa
minimalizovala priemerna doba potrebna na dosiahnutie pacienta, niektoré komunity zostali
prili§ vzdialené od najblizsej stanice, €o logicky povazovali za neférové.
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V tejto Casti budeme prezentovat’ tzv. lexikograficky pristup [4], ktory je povazovany za
najférovejsi. Jeho princip spociva v sekvencnom rieseni Specifického modelu, kde sa najprv
minimalizuje dostupnost’ sluzby vo forme vzdialenosti alebo Casu pre najhorSie umiestnenych
pacientov a v kazdom d’alSom kroku sa hl'ada také rozmiestnenie stanic ZZS, ktoré zaruci ¢o
najlepSiu dostupnost’ sluzby pre ¢o najvyssi pocet pacientov. Inymi slovami, postupne sa
minimalizuje pocet pacientov, ktorych dostupnost’ sluzby je najhorsia, druha najhorsia, tretia
najhorsia a tak d’alej az po tych, ktori maju sidlo stanice ZZS vo svojej obci. Pritom pocas
celého sekvencného procesu nesmieme zhorSit dostupnost’ sluzby tym pacientom, ktorym
sme ju optimalizovali v predoslych krokoch. Ako ukaZzeme na prikladoch, formulacia modelu
pre férovy navrh zichranného systému predstavuje komplikovany problém. Preto sa
obmedzime len na radidlnu formulaciu, ktora sa ukazala ako vhodna alternativa uz
nieckol’kokrat, najma pri tlohe vazeného p-medianu, z ktorej budeme vychadzat aj v tomto
pripade. Navyse budeme predpokladat’, Ze kazda poziadavka na obsluhu je pridelena vylu¢ne
najblizS§iemu stredisku bez ohl'adu na jeho kapacitu a vytazenost’.

V sulade s principom radialnej formulacie popisanym napriklad v [3] moZeme pre kazdého
pouzivatel'a v mieste jeJ vyjadrit jeho dostupnost’ sluzby gj(X) pomocou vektora x
premennych Xjs podl'a vztahu (20).

9; (X) = Zvlesxis (20)

Rozsah vsetkych moznych hodnét gj(x) pre jeJ mozno popisat’ pomocou kone¢nej mnoziny
zoradenych hodnét Go, Gy, ..., Gw, Gw+1, kde Gmax = Go > G1 > ... > Gy > Gw+1 = Gmin. Tato
mnozina mdze obsahovat’ v§etky hodnoty gj(X) alebo len vybrané hodnoty, tzv. deliace body,
ktoré potom definuju celkom w+1 intervalov (Gu+1, Gu) pre u =0, 1, ..., w. Podobny princip
tvori zaklad radidlneho pristupu pri aproximacii vzdialenosti.

Férovy nadvrh usporiadania stanic ZZS potom spociva v lexikografickej minimalizécii tzv.
distribucného vektora [Bo(X), Bi(x), ..., Bw(X)] za podmienok (15), (16), (18) a (19).
Jednotlivé zlozky distribu¢ného vektora st definované ako celkovy pocet pouZzivatelov,
ktorych dostupnost’ sluzby lezi v urcitom intervale (Gy+1, Gu), €0 mozno zapisat’ v tvare (21).

B, (X)= - > b Vu=0,..,w (21)
0 (9<(Go G,

Optimalne rieSenie lexikografickej minMax tulohy pre férovy navrh zachrannych systémov
potom ziskame opakovanym rieSenim radidlne formulovaného modelu, ktory ma pre krok t
tvar (22) - (27). Pripomenme, ze v kazdom kroku metoédy pocet Strukturalnych podmienok
narasta z dovodu zachovania ucelovej funkcie ziskanej v predchadzajticich krokoch.

Minimalizujte > _b, ZV: €,Xjs (22)
jed  s=v-t
Za podmienok : ijJrZa;yi >1 Vijeld,s=0,..V (23)
iel
DVi<Pp (24)
iel
b, Z ex,<B, Vu=0,.t-1 (25)

jed s=v-u
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v, e{0,1} Viel (26)
X.>0 Vjeld,s=0,..,v (27)

s =

Ugelova funkcia (22) vyjadruje parcialny podiel celkovej dostupnosti zachrannej sluzby pre
pacientov, ktory odpoveda zjednoteniu intervalov (Gi+1, Gt) pre aktudlny a vSetky doterajSie
kroky. Strukturalne podmienky (23) a (24) st zname z radialnej formulécie ulohy vazeného p-
medianu, preto ich netreba podrobne komentovat. Podmienky (25) zabezpecia, Ze hodnota
ucelovej funkcie minimalizovand v predchédzajucich krokoch algoritmu sa nesmie zhorsit,
¢im sa dosiahne aj lexikograficka minimalizacia vektora [Bo(X), B1(X), ..., Bu(X)]. Hodnota B,"
odpoveda tcelovej funkcii optimalizovanej v kroku u =0, ..., t-1. Obligatorne podmienky (26)
a (27) udavaju defini¢ny obor premennych modelu.

Lexikograficky pristup k ndvrhu férovych zachrannych systémov sme overili na niekol'kych
testovacich ulohdch. Cielom experimentov bolo okrem vyhodnotenia zékladnych
charakteristik ako dayg @ BD [%] aj preskiimanie Casovej naro¢nosti metddy. Pre vysledné
rozmiestnenie stanic ZZS sme vypocitali hodnotu kritéria ObjF ako sucet vzdialenosti
pacientov od ich najbliz§ej stanice. Ostatné charakteristiky maju rovnaky vyznam ako
v predchadzajucich experimentoch. Vysledky lexikografickej metddy su zhrnuté v Tabul'ke 4.

TabuPka 4 VVyhodnotenie lexikografickej minMax metddy z pohl'adu férovosti

Kraj | | 0 SB Vézeny p-median ] Lexikograficky minMax pristup
ObjF | davg | dmax | Afl [%] | Cas[s] | ObjF | dag | dmax | BD [%]

BA | 87 | 9 | 6061 | 20342 | 3,36 | 25 2,92 0,1 35189 | 581 | 14 0,12
BB | 515 | 52 | 6609 | 17289 | 2,62 | 26 1,48 4,9 31209 | 4,72 | 13 0,38
KE | 460 | 46 | 7929 | 20042 | 2,53 | 23 1,79 179,6 | 44130 | 557 | 12 0,03
NR | 350 | 35 | 6900 | 22651 | 3,28 | 17 1,42 99,5 37370 | 542 | 13 0,04
PO | 664 | 67 | 8183 | 20025 | 2,45 | 22 1,75 138,9 | 44760 | 547 | 12 0,01
TN | 276 | 28 | 5942 | 15686 | 2,64 | 30 2,26 23,6 32120 | 541 | 12 0,37
TT | 249 | 25 | 5563 | 18873 | 339 | 24 1,71 13,0 27469 | 4,94 | 13 0,09
ZA | 315 | 32 | 6911 | 20995 | 3,04 | 26 1,01 4,1 29576 | 4,28 | 14 0,19

Vysledky uvedené v Tabulke 4 ukazujt, Ze radialna formulacia lexikografickej minMax tlohy
je rieSitel'na v kratkom vypoctovom case. Z pohladu férovosti mézeme pozorovat’ fakt, ze
dostupnost’ sluzby pre vicsinu pacientov je vyrazne pod hranicou dmax. Oproti navrhu siete
stanic ZZS pomocou ulohy vazeného p-medianu vSak priemerna vzdialenost’ davg K najblizsej
stanici mierne vzrastla. Zaroven treba dodat, ze v rieSeni Glohy vazené¢ho p-medianu je Omax
takmer dvojnasobna ako v pripade férového navrhu rozmiestnenia stanic. PodrobnejSiu
analyzu lexikografickej metddy a porovnanie radidlnej formulacie s lokacno-alokacnym
pristupom mozno najst’ v [4].

Na zaver tejto kapitoly eSte v stru¢nosti poukaZzeme na zaujimavu skuto¢nost’. Pri dokladnej
analyze jednotlivych krokov vypoctového procesu lexikografickej minMax ulohy sme dospeli
k hypotéze, Ze strategické rozhodnutia o umiestneni stanic ZZS sa prijimaju v niekol’kych
prvych iterdciach. To znamena, Ze podobu usporiadania siete stanic urcuju najhorSie
umiestneni pouzivatelia. V neskorSich fazach a predovSetkym v zavere metddy, kde sa riesi
najvacsi model s vysokym poctom Strukturdlnych podmienok (25), uz k vyraznym zmenam
v ndvrhu siete stanic ZZS nedochadza. Tuto skuto¢nost’ mozno pozorovat’ na zaklade hodnot
umiestiiovacich premennych y;i pre iel aich postupnymi zmenami v jednotlivych krokoch.
Uvedeny fakt nas viedol k vytvoreniu aproximativnej metody, ktord spociva v zavedeni
pravidla zastavenia, ktoré ukon¢i iterany proces predc¢asne po niekolkych prvych krokoch.
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Ako sme ukazali v [4], vhodnym nastavenim ukoncovacieho kritéria mozno dosiahnut’
niekol’kondsobné skratenie vypoctového cCasu (najvacSie modely sa vobec neriesia) pri
zanedbatelne malych odchylkach (neprekracujucich hranicu 0,5 percenta hodnoty ucelovej
funkcie). Takymto sposobom mozno efektivne vyuzit bezne dostupné IP-solvery ako
XPRESS-IVE na rychle ziskanie kvalitného férového navrhu siete stanic zachrannej sluzby.

5 ZAVER

V prispevku sme sa zaoberali problematikou formuldcie matematickych modelov sltziacich
na navrh a optimalizaciu zachrannych systémov s kritériom férovosti. Jednotlivé modely boli
skimané nielen z hladiska ich rieSitelnosti pomocou bezne dostupnych informatickych
prostriedkov, ale aj z pohl'adu kvality vysledného navrhu siete stanic ZZS.

Buduci vyskum V tejto oblasti by mohol byt zamerany na rozSirenie navrhnutych postupov
0 koncept vSeobecnej disutility, ktorej cielom je aspon Ciastoéne zakomponovat’ stochasticky
charakter realnych systémov do deterministickych matematickych modelov. V takomto
pripade sa predpokladd, Ze sluzba nemusi byt poskytovana iba z najblizSieho strediska, ale
modeluje sa vzdialenost’ k predpokladanému najblizSiemu vol'nému stredisku.

Druhou vyskumnou témou by mohla byt optimalizacia zachrannych systémov s férovym
kritériom kvality v podmienkach neistoty, ktoré pramenia z ndhodne sa vyskytujucich
neziaducich javov na dopravnych siet'ach, po ktorych je zdchranna sluzba poskytovana.
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ODHAD VEKTOROVO AUTOREGRESNYCH MODELOV V R!
ESTIMATE OF VECTOR AUTOREGRESSIVE MODELS WITH R

Martin Lukacik

Abstrakt

Rozvoj ekonometrickej analyzy je v poslednych rokoch uzko spojeny s rozvojom vypoctovej
techniky a zodpovedajiceho softvéru. Bez kvalitného programového vybavenia by sme
nemohli realizovat’ takmer Ziadne analyzy. Vd’aka vzrastajicemu poctu analyz vyuzivajucich
vektorovo autoregresné modely v roznych oblastiach ekondmie sa rozsirili aj ich moznosti
Vv jednotlivych programoch. V prispevku sme sa preto rozhodli predstavit moznosti analyz
pomocou vektorovo autoregresnych modelov v programovacom systéme R, ktory je volne
dostupny a predstavuje alternativu komerénym $pecializovanym softvérovym produktom.

KUPucové slova: ekonometricka analyza, VAR modely, programovaci systéem R, RStudio

Abstract

The development of econometric analysis is in recent years closely linked to the development
of computers and appropriate software. Without high-quality software, we could hardly make
any analysis. Thanks to the increasing number of analyzes using vector autoregressive models
in various fields of economics, their possibilities in software have been extended. In paper, we
decided to present the possibilities of analysis using vector autoregressive models in R, which
is freely available and it is an alternative to the commercial software product.

Keywords: econometric analysis, VAR models, R programming system, RStudio

1 VEKTOROVO AUTOREGRESNE MODELY

Vektorovo autoregresné modely (VAR) nasli uplatnenie v mnohych oblastiach ekonomickej
analyzy. Stock a Watson (2001) uvadzaji, ze makroekonometrovia robia v podstate Styri
zakladné veci, pricom pri kazdej z nich sa daju vyuZit’ vektorovo autoregresné modely. Prvou
sférou zauymu je popis a suhrn makroekonomickych tidajov. Druhou oblastou zaujmu je
tvorba makroekonomickych prognoz. V tychto oblastiach povazuju Stock a Watson VAR
modely za osvedCeny nastroj. Tretim polom pdsobnosti je kvantifikacia Struktary ekonomiky
a poslednou oblastou je vplyv na tvorcov hospodarskej politiky. V tychto oblastiach je
vyuzitie jednoduchych VAR modelov obmedzenejsie, lebo zalezi aj na d’alSich okolnostiach.

Vektorovo autoregresny model radu p, v ktorom st vSetky premenné endogénne, ich pocet je
n a kazda je vysvetlovana zvySnymi premennymi toho istého obdobia a o 1 az p obdobi
oneskorenymi hodnotami vSetkych premennych modelu:

Ly, =B, +By,, +B,y,+...+B)y,  +u, E (utuI ) =X, =diag 1)

nazyvame $trukturalnym tvarom modelu. Strukturalny model tvori (p + 1)n? parametrov, ale
len n rozptylov, ak st ndhodné zlozky uj a uj pre Vi # j vzajomne nekorelované. Kovarian¢na

! Prispevok vznikol s podporou projektov VEGA 1/0294/18 "Analyza kratkodobej a dlhodobej dynamiky
ekonomického vyvoja eurdpskych postkomunistickych krajin a ich regiénov" a VEGA 1/0248/17 "Analyza
regionalnych disparit v EU na béaze pristupov priestorovej ekonometrie".
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matica nahodnych zloziek Ui je diagondlnou maticou. Prenasobenim (1) maticou I'! zlava
ziskame redukovany tvar modelu, ktory mozno odhadovat’ metédou najmensich stvorcov:

Ye=mo+ Ty +TLy, +..+ILy +v, E(vv{)=X, 2)
Skiimanim identifikdcie rovnic modelu zistime, Ze model je neidentifikovany. Redukovany

tvar tvori n+ pn? parametrov modelu a (n? + n)/2 prvkov symetrickej kovarianénej matice
nahodnych zloziek vi. PoCet pozorovani premennych oznacujeme T.

Pri identifikacii sa obvykle vybera medzi kratkodobymi a dlhodobymi ohrani¢eniami,
pripadne ich kombindcia. Softvérové rieSenia vychadzaju zo vztahu medzi Struktirnymi
a redukovanymi Sokmi, a to v tvare:

vt = Aut resp. ve = I'*Aut

Z neho odvodime vzt'ah medzi kovarianénymi maticami Zu a Zv:
E, =TAZ,A" (T resp. ak Zu = I, plati £, =TAAT (T)'

Identifikécia sa v roznych aplikédcidch odliSuje sposobmi, akymi sa zavedi ohranicenia na
parametre matic I' a A. Zékladnou stratégiou je Choleskeho dekompozicia, ktord znamena
trojuholnikova I' a diagonalnu A. Okrem nej je beznou identifika¢nd schéma kratkodobych
ohraniceni liSiaca sa od Choleskeho dekompozicie. Ohranicenia vyplyvaju z apridrnej
informéacie. Takéto modely su Casto preidentifikované a ohranicenia sa daju testovat’.

Pri dlhodobych ohrani¢eniach I = I, A nebyva ohrani¢ena a pre maticu dlhodobych vplyvov
Struktirnych Sokov na premenné plati:

(1-10, -1, —...-T1,) " Au, = T"Au,

Koeficienty IT* sa ziskaju z odhadu redukovaného tvaru a nasledne sa tu zavedi ohranicenia.

Prepisom (2) pomocou polynému operatora oneskorenia ziskame:
n(L)y, =y, —M,Ly, —ILL%, —...—I Ly, =m+v,

kde II(L)=I-TL,L—I,L*—...—TI L". Kazdy stacioniarny VAR proces sa dd Woldovou

dekompoziciou zapisat’ v tvare kizavych priemerov nekone&ného radu:
1 1 = .
y,=I(L) m+M(L) v, :wée)kvt_k, kde ®, =1, im®, =0

Jednotlivé Woldove koeficienty ziskame rieSenim IT(L)®(L) = I, z ktorého vyplyva @1 =ITx,
@2 =ThIill1 + 12 az Ok = [T1®k-1 + ... + [Tp@k-p. Zavislost’ od Struktarnych Sokov je:

y, =T(L) "m+ (L) T Au,=p+> ¥,u,,, kde ¥, =I''Aa ¥, =0,I'A
k=0

Prvky matice Wk, teda ¥ predstavujii reakciu i-tej premennej na jednotkovi zmenu j-tého
Struktarneho Soku po k obdobiach. Kratkodoby multiplikator okamzitej reakcie prvej
premennej na $ok z druhej rovnice je oznadeny ¥, a kratkodoby multiplikator reakcie po
jednom obdobi #1,V). Zobrazenim ¥1,® s meniacim sa k ziskame funkciu reakcie prvej
premennej na impulz z druhej rovnice. Ich spocitanim ziskame dlhodoby multiplikator.
Zobrazenim ¥, s meniacim sa k ziskame funkciu reakcie prvej premennej na impulz
z druhej rovnice.
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2 KLASICKY ODHAD PARAMETROV VAR MODELOV

Na klasicky odhad parametrov vektorovo autoregresného modelu sa v programovacom
systéme R mdzu vyuzit' viaceré pridavné balicky. Zvolime si bali¢ek vars. Po jeho stiahnuti
a nainstalovani ukazeme odhad, ktory prezentovali Leeper, Sims a Zha (1996). Aby ziskali
dostato¢né mnozstvo udajov, skamali mesa¢né udaje od januara 1960 do marca 1996, ¢o je
vyse 400 udajov v kazdom rade?. Z ich analyzy vyberame VAR model, kde v trojrozmernom
systéme je vyuzity rad logaritmov sezonne ocisteného CPIl oznaceny LP, rad logaritmov
sezonne ocisteného HNP oznaceny LY a rad logaritmov sezdnne ocistenej peiiaznej zasoby
LM. Autori $tadie odhadovali model so 6 oneskoreniami.

> install.packages("vars") # stiahne a nainstaluje vars
> library(vars) # aktivacia pridavného balika vars
> Sims <- read.csv(file = "sims.csv", header =T, sep =";", dec ="") # dadta

Nacitanie udajov z csv stiboru uvadza Lukacik, Lukacikova a Szomolanyi (2016). Pri odhade
parametrov autoregresnych modelov a aj VAR modelov je vyhodné previest’ pouzivané udaje
na objekt typu ts, teda ¢asovy rad pomocou funkcie ts. V nej sa Specifikuje frekvencia aj
rozsah dostupnych udajov. Viac sa 0 tomto type objektu da najst’ v Lukacik (2016).

> Sims.ts <- ts(Sims, start=c(1959,7), frequency=12) # prevod dat na typ ts

Pri kazdom type udajov ale obzvlast' pri ¢asovych radoch je podstatna ich vizualizacia, ktora
moze pomdct’ pri mnohych rozhodnutiach.

> ts.plot(Sims.ts[,"1p"],Sims.ts[,"Im"],Sims.ts[,"ly"], type="1", Ity=c(1,2,3), col=c(1,2,3))
# ciarové grafy pouzitych casovych radov
> legend("'topleft”, border=NULL, legend=c("Ip","Im","ly"), lty=c(1,2,3), col=c(1,2,3))
# popisky zobrazenych casovych radov

Zistenie, €1 je analyzovany proces staciondrny, je doleZitou nielen pri Boxovej Jenkinsonovej
metodologii ale aj pri vybere premennych vo VAR modeli a type modelu (pri kointegracii
namiesto VAR zvolime VECM). Zakladnymi nastrojmi na identifikaciu stacionarity st grafy
autokorelacnej funkcie ACF a parcialnej autokorelacnej funkcie PACF.

> plot(acf(coredata(Sims.ts[, "Im"])), main="ly", xlab="Lag (months)") # acf
> plot(pacf(coredata(Sims.ts[,"Im"])),main="ly" xlab="Lag (months)") # pacf
Im Im
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!
1
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Obrazok 1: Grafy autokorelacnej a parcialnej autokorelacnej funkcie

Rozlisenie, ¢i sa v procese nachadza stochasticky, deterministicky trend alebo oba, potrebné
pri  vybere typu modelu sa obvykle ziskava testovanim jednotkového korena

2 Udaje autorov nie st priamo k dispozicii, preto vyuzivame udaje, ktoré uvadza profesor Nicola Viegi na
stranke: http://www.nviegi.net/teaching/master/sims.xIs
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a deterministickych ¢lenov v testovacej rovnici typu:

p p
Ayt =ao + art + (1 — 1)yt +Z:5J.Ayt7j +Ut=ao+ aat + iyt_1+z O;AY, ; + Ut

j=1 j=1
Rozsireny Dickeyho-Fullerov test (ADF) skuma Statisticki vyznamnost’ parametra A, pricom
kritick¢é hodnoty z-Statistiky zavisia od deterministickej schémy skimaného modelu (¢i
obsahuje aj trend, iba konsStantu alebo je bez oboch). Rozhodnutie o pocéte autoregresnych
¢lenov p, ktoré eliminuji problém autokoreléacie, sa vykonava pomocou informacnych kritérii
Akaikeho (AIC) alebo Schwarza (BIC). Nizsia hodnota znamena vhodnejsi model.

Aby na rozhodovanie o parametri A nevplyvali ao a a1, testuji sa kombinacie zdruZzenych
hypotéz o parametroch pomocou @-rozdeleni, pricom testovand hodnota @ sa vypocita
rovnako ako F-statistika. Rozdelenie @, sa pouziva pri zdruzenej hypotéze ao=a1=1=0 a
rozdelenie @3 pri zdruzenej hypotéze a1 =4 =0 v modeli strendom a rozdelenie @; sa
pouziva pri zdruzenej hypotéze ao = 1 = 0 v modeli s konstantou.

> # adf test s testovacou rovnicou obsahujiicou trend

> summary(ur.df(Sims.ts[, "Im"], type="trend", lags=12, selectlags="BIC"))

> # adf test s testovacou rovnicou obsahujiicou konstantu

> summary(ur.df(Sims.ts[, "Im"], type="drift", lags=12, selectlags = "BIC"))

> # adf test s testovacou rovnicou bez trendu a konstanty

> summary(ur.df(Sims.ts[, "Im"], type="none", lags=12, selectlags = "BIC"))

> # pripadna diferencia sa vytvori prikazom d.Im <- diff(Sims.ts[,"Im"])

Vypis testu ADF na obrazku 2 okrem odhadu testovacej rovnice s trendom obsahuje v dolnej
asti zvyraznené hodnoty testovacich Statistik a kritické hodnoty r6znych hladin vyznamnosti.
Hodnota tau Statistiky —2,6936 nie je menSia ako kritické hodnoty, teda nezamietame

jednotkovy koreni. Hodnota @ Statistiky 9,6982 je vicsia ako kritické hodnoty, parametre pri
trende a konstante sa stiCasne nerovnaju 0 a testovacia rovnica je vhodne zvolena.

HH R
# Augmented Dickey-Fuller Test Unit Root Test #
HH R

Test regression trend
Call: Im(formula = z.diff ~ z.lag.1 + 1 + tt + z.diff.lag)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.0187269 -0.0024087 -0.0000786 0.0023968 0.0145917

Coefficients: Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)
(Intercept)  3.883e-02 1.390e-02 2.792 0.00547 **
z.lag.1 -7.984e-03 2.964e-03 -2.694 0.00735 **
tt 4.476e-05 1.618e-05 2.767 0.00591 **
zdiff.lagl  3.892e-01 4.760e-02 8.176 3.50e-15 ***
zdifflag2  -4.976e-02 5.091e-02 -0.977 0.32897
z.diff.lag3  2.208e-01 4.989e-02 4.426 1.23e-05 ***
zdifflagd  -1.299e-01 5.102e-02 -2.546 0.01125 *
zdiff.lagh  2.014e-01 4.786e-02 4.208 3.15e-05 ***

Signif. codes: 0 “***>(0.001 “**>0.01 **> 0.05°.> 0.1 *’ 1
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Residual standard error: 0.004184 on 420 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2764, Adjusted R-squared: 0.2644
F-statistic: 22.92 on 7 and 420 DF, p-value: < 2.2e-16

Value of test-statistic is: -2.6936 9.6982 3.9864

Critical values for test statistics:
1pct Spct 10pct

tau3 -3.98 -3.42 -3.13

phi2 6.15 4.71 4.05

phi3 8.34 6.30 5.36

Obrazok 2: Vypis ADF testu testovacej rovnice s trendom balicka vars

Vhodna dizka maximélneho oneskorenia pouZitého v modeli zavisi od rozhodnutia tvorcu
modelu. Na vyber dlzky maximalneho oneskorenia sa pouzivaju informacné kritéria
Akaikeho, Schwarza, Hannana a Quinna alebo chyba prognézy FPE.

> VARselect(Sims.ts, lag.max = 12, type = "const") # vyber oneskorenia

Odhad parametrov si vyzaduje volbu maximalneho oneskorenia p atypu deterministickej
schémy ("const", "trend", "both" alebo "none"). Zarovenl umoznuje zadat’ exogénne premenné
pomocou argumentu exogen, ¢o ale v naSom pripade nevyuzivame. Vzhl'adom na rozsiahlost’
vypisu je vyhodné zobrazovat’ ho po jednotlivych rovniciach pripadne zvolit’ Gispornejsi vypis.
Zobrazit’ mozeme aj graf pre odhad jednej rovnice VAR modelu.

> Sims.VAR <- VAR(Sims.ts, p = 6, type = "const") # odhad VAR modelu
> summary(Sims.VAR, equation = "Im") # vypis odhadu VAR modelu
> plot(Sims.VAR, names = "Im") # graf vyrovnanych hodnoét a rezidudalov

Uspornejsi vypis odhadnutych parametrov moZzeme ziskat’ prikazom:
> round(rbind(coef(Sims.VAR)[[1]]1[,1:2],coef(Sims.VAR)[[2]][,1:2]),2)

Pri vybere VAR modelu sa pouzivaji diagnostické testy rezidualov. Na testovanie sériovej
korelacie odportca Liitkepohl (2005) portmanteau test, v ktorom sa vypocitava Ljung-Boxova
Statistika a na testovanie autokorelacie odporiiéa test Lagrangeovych multiplikatorov. Dalej
testujeme normalitu rezidudlov a autoregresne podmienenti heteroskedasticitu alebo moZzeme
zobrazit’ vysledok CUSUM testu stability.

> serial.test(Sims.VAR, lags.pt = 12, type = "PT.asymptotic") # portmanteau
> serial.test(Sims.VAR, lags.bg = 6, type = "BG") # Ljungovej-Boxov test
> normality.test(Sims.VAR) # Jarqueov-Beraov test normality
> arch.test(Sims.VAR, lags.multi = 4) # testovanie ARCH(4)
> plot(stability(Sims.VAR)) # graf vysledkov CUSUM testu stability

Vysledkom odhadu VAR modelu byvaji najCastejSie funkcie reakcie na impulz, ktoré
zobrazuju dynamiku vyvoja po zavedeni analyzovaného Soku. Reakcia na monetarny impulz
aj ked’ na prvy pohlad vyzerd byt kladnd, je nulova, lebo v konfiden¢énom intervale sa pre
vSetky obdobia nachéadza 0.

> plot(irf(Sims.VAR,impulse="Im", response="ly", n.ahead=48, boot=TRUE))

> plot(irf(Sims.VAR,impulse="Im", response="ly", n.ahead=48, boot=TRUE,
cumulative = TRUE)) # kumulativna funkcia reakcie ly na impulz v Im
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Obrdzok 3: Grafy funkcie a kumulativnej funkcie reakcie na impulz

3 STRUKTURALNE VAR MODELY

V prvej Casti sme ukazali, aky je vztah medzi kovarianénymi maticami Zu a Zv, ak Zu = I:
X, =T"AAT (F’l )T , v znageni dokumentacie k balicku vars to je A™BB’ (B’l )T :

V bali¢ku vars sa pri identifikacii rozliSujt tri zakladné pripady:

» prvym je ohraniCenie parametrov, ktoré predpoklada trojuholnikova maticu I resp. A
a jednotkovll maticu A resp. B. V dokumenticii je oznacena ako A model. Ohranicenia
v matici I resp. A znej nemusia vytvarat' trojuholnikovi maticu, minimalny pocet
ohrani¢eni zavedenych na parametre kvoli identifikaciu sa rovna n(n — 1)/2, ale jej
hodnost’ musi zostat’ uplna, teda sa rovnat’ n;

» druhym je ohrani¢enie parametrov, Ktoré predpoklada trojuholnikovu maticu A resp. B
a jednotkova maticu I resp. A. V dokumentacii je oznacena ako B model. Ohrani¢enia
v matici A resp. B znej nemusia vytvarat trojuholnikovi maticu, minimalny pocet
ohrani¢eni zavedenych na parametre kvoli identifikaciu sa rovna n(n — 1)/2, ale jej
hodnost’ musi zostat’ tplna, teda sa rovnat’ n;

» tretim je ohraniCenie parametrov, ktoré umoziuje I'ubovolné zadavanie ohraniceni na
matice I" a A resp. A a B. V dokumentacii je oznacena ako AB model. Minimalny pocet
ohrani¢eni zavedenych na parametre kvoli identifikdciu sa rovna n?+ n(n — 1)/2.

Podl’a toho, ktora matica sa zada ako argument pri odhade SVAR funkcie (Amat, Bmat alebo
obe), sa odhadne dany typ modelu. Matica, ktort nezadame ako argument SVAR funkcie,
zostava prednastavena a vstupuje do vypoctu ako jednotkova matica. Vo vSetkych pripadoch
sa maticové prvky, ktorych hodnota sa mé odhadnut’, musia zadat’ ako NA vstupy. V pripade,
ak je zavedenych viac ohraniceni, ako je potrebnych na presnu identifikaciu modelu, je
sucastou odhadu aj vypocet Statistiky LR pre preidentifikujuce ohrani¢enia. Zo vzt'ahu medzi
Struktirnymi a redukovanymi Sokmi vt = I"?Aut resp. vi = A1But sa moze vypocitat’ matica
okamzitych multiplikatorov Wo = I'"*A resp. Wo = A'B.

Pri ohrani¢eni matice dlhodobych vplyvov podl'a Blancharda a Quaha (1989) sa méze vyuzit
B model, kde A je jednotkova matica. Potom sa matica dlhodobych vplyvov vypocita ako:

-1

(1-T"B,—...-T"'B,) A=(I-T,~...-T,) A resp. (I1-A, —...-A,) ‘B
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3.1 A model
Zakladnou stratégiou je Choleskeho dekompozicia, ktora znamena trojuholnikov maticu A.

> Amat <- matrix(NA, 3,3) # vytvorime maticu 3x3, ktorej vsetky prvky su NA
> Amat[upper.tri(Amat)] <- 0 # nad hlavnu diagonalu zadame do matice 0
> svar.A <- SVAR(Sims.VAR, estmethod = "scoring”, Amat = Amat, max.iter = 1000,

Irtest = FALSE) # kvoli presnej identifikdcii odmietneme vypocet LR Statistiky
> Sims.irf2 <- irf(svar.A, n.ahead = 48, boot = TRUE) # vypocet hodnot IRF
> plot(irf(svar.A, impulse ="Im", response = "ly", n.ahead = 48, boot = TRUE)) # graf IRF
> plot(irf(svar.A, impulse="Im", response="1y", n.ahead=48, boot=TRUE,

cumulative = TRUE)) # kumulativna funkcia reakcie ly na impulz v Im
> short_run <- solve(svar.A$A) # vypocitame maticu okamzitych multiplikatorov
SVAR Impulse Response from Im SVAR Impulse Response from Im (cumulative)
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Obrazok 4: Grafy IRF a kumulativnej IRF — A model, Choleskeho usporiadanie Ip, Ima ly

3.2 B model
Ak chceme priamo odhadnut’ maticu kratkodobych vplyvov Wo = A'1B, uvazujme A = 1.
> Bmat <- diag(3) # vytvorime jednotkovu maticu 3x3
> diag(Bmat) <- NA # na hlavnu diagondlu zadame do matice NA
> Bmat[lower.tri(Bmat)] <- NA # pod hlavnu diagonalu zaddame do matice NA
> svar.B <- SVAR(Sims.VAR, estmethod = "scoring"”, Bmat = Bmat, max.iter = 1000,

Irtest = FALSE) # kvoli presnej identifikdcii odmietneme vypocet LR Statistiky

Grafy funkcie aj kumulativnej funkcie reakcie na impulz nezobrazujeme, lebo by boli totozné
s obrazkami 3 aj 4, pretoze dokola ukazujeme totozny pripad Choleskeho dekompozicie.

3.3 AB model

Aby sme si ukdzali aj mozZnost' testovania preidentifikujicich ohrani¢eni, pridajme vo
vSeobecnom pripade AB modelu jedno ohranicenie navySe oproti predoSlym pripadom.
Budeme uvazovat, ze neexistuje okamzita reakcia v produkcii na monetarny Sok

> Amat <- diag(3) # vytvorime jednotkovu maticu 3x3
> Amat[lower.tri(Amat)] <- NA # pod hlavnu diagondlu zadame do matice NA
> Amat[3,2] <- 0 # zadame preidentifikujiice ohranicenie, na poziciu A(3,2)=0
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> Bmat <- diag(3) # vytvorime jednotkovu maticu 3x3

> diag(Bmat) <- NA # na hlavnu diagondlu zadame do matice NA
> svar.AB <- SVAR(Sims.VAR, estmethod = "scoring", Amat = Amat, Bmat = Bmat,

max.iter = 1000) # odhadneme SVAR aj s vypoctom LR Statistiky
> LR _test <- svar.AB$LR # zapamdtame si vypocitanu LR Statistiku
> short_run2 <- solve(svar.AB$A)%*%svar.AB$B # matica okamzitych multiplikatorov

3.4 Dlhodobé ohranicenia

Pri odhade podl'a Blancharda a Quaha (1989) sa vyuzije opat’ Choleskeho dekompozicia, ale
tentokrat v matici dlhodobych vplyvov.

> svar.BQ <- BQ(Sims.VAR) # odhadneme SVAR podla Blancharda a Quaha
> svar.BQ # zobrazenie vysledkov SVAR odhadu podla BQ

SVAR Estimation Results:

Estimated contemporaneous impact matrix:
Ip Im ly

Ip -0.0003909 -1.677e-03 -0.0012756

Im -0.0003147 2.824e-03 -0.0029146

ly 0.0046812 -1.259%-05 -0.0007251

Estimated identified long run impact matrix:
Ip Im ly

Ip 5.577 0.0000 0.0000

Im 6.895 0.8646 0.0000

ly 3.227 05785 0.2072

Obrdzok 5: Vypis odhadu SVAR modelu podla Blancharda a Quaha
> Sims.irfBQ <- irf(svar.BQ, n.ahead = 48, boot = TRUE) # odhadneme SVAR podla BQ
> Sims.irfBQ.fevd <- fevd(svar.BQ, n.ahead = 50) # dekompozicia rozptylu chyby prognozy
> plot(irf(svar.BQ, impulse ="Im", response = "ly", n.ahead = 48, boot = TRUE)) # graf IRF
> plot(irf(svar.BQ, impulse="Im", response="1y", n.ahead=48, boot=TRUE,

cumulative = TRUE)) # kumulativna funkcia reakcie ly na impulz v Im
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Obrdazok 6: Grafy IRF a kumulativnej IRF — Choleskeho usporiadanie — Blanchard a Quah
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4 ZAVER

Vidime, Zze odhad VAR modelov je v programovacom systéme R plne podporovany a bali¢ek
vars vytvoreny Pfaffom (2008) ponuka Siroku variabilitu postupov z tejto oblasti analyz.
Okrem nich su k dispozicii aj d’al$ie balicky zaoberajuce sa VAR modelmi, medzi ktorymi
modzeme uviest MTS, mAr, VARsignR alebo BigVAR, bali¢ek svars rozsirujici moznosti
identifikéacie, balicky urca a ecm na analyzu kointegracie vo vektorovych modeloch, bali¢ek
BMR na bayesovsky odhad vektorovo autoregresnych modelov, ktorého moznostami sa
zaobera Lukacik, Lukacfikova a Szomolanyi (2019) alebo varpanel apco na pracu
s panelovymi VAR modelmi. Kazdy analytik by mal zvazit' pouzitie daného bali¢ka a jeho
moznosti pri svojom vyskume.
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BAYESOVSKY ODHAD VEKTOROVO AUTOREGRESNYCH
MODELOV V R!

BAYESIAN ESTIMATE OF VECTOR AUTOREGRESSIVE MODELS
WITHR

Martin Lukacik, Adriana Lukacikovd, Karol Szomoldanyi

Abstrakt

Rozvoj ekonometrickej analyzy je v poslednych rokoch uzko spojeny s rozvojom vypoctove;j
techniky a zodpovedajuceho softvéru. Bez kvalitného programového vybavenia by sme
nemohli realizovat’ takmer Ziadne analyzy. Vd’aka vzrastajicemu poctu bayesovskych analyz
vyuzivajucich vektorovo autoregresné modely sa roz$irili aj ich moznosti V jednotlivych
programoch. V prispevku sme sa preto rozhodli predstavit’ moznosti bayesovského odhadu
vektorovo autoregresnych modelov v programovacom systéme R, ktory je volne dostupny
a predstavuje alternativu komerénym Specializovanym softvérovym produktom.

KUPucové slova: ekonometricka analyza, bayesovsky odhad VAR modelov, systém R, RStudio

Abstract

The development of econometric analysis is in recent years closely linked to the development
of computers and appropriate software. Without high-quality software, we could hardly make
any analysis. Thanks to the increasing number of Bayesian analyzes using vector
autoregressive models, their possibilities in software have been extended. In paper, we
decided to present the possibilities of Bayesian estimates of vector autoregressive models in
R, which is freely available and it is an alternative to the commercial software product.

Keywords: econometric analysis, Bayesian estimate of VAR models, R system, RStudio

1 BAYESOVSKY ODHAD PARAMETROV VAR MODELOV

V n-rozmernom VAR(p) modeli sa odhaduje n + pn? parametrov modelu a (n? + n)/2 prvkov
kovarian¢nej matice ndhodnych zloZiek, ¢o pri preparametrizovani znamend velky pocet
nevyznamnych parametrov. Litterman (1986), ktory medzi prvymi navrhol svoj prior, chape
bayesovsky pristup prave ako rieSenie problému preparametrizovania znamenajuceho
neefektivny odhad. Litterman (1986) pri tvorbe svojho prioru vychadzal z pravidiel pre
makroekonomické Casové rady, v ktorych ocakdval: pritomnost’ trendu; posledné hodnoty
Vv sebe nest viac informacie o sucasnosti ako davnejSie hodnoty radu a minulé hodnoty radu
Vsebe nesu viac informacie o sucasnosti ako minulé hodnoty ostatnych radov. Do
bayesovskej analyzy sa to premietne takto: priemer parametrov priradenych vSetkym
oneskoreniam okrem prvého sa rovna 0; rozptyl koeficientov inverzne zavisi od oneskorenia
a parametrom i-tej premennej v j-tej rovnici sa priradi mensi rozptyl ako j-tej premenne;j.

Kazda ztychto informacii sa podl'a Ciccarelliho a Rebucciho (2003) da Specifikovat
niekol’kymi hodnotami hyperparametrov.

! Prispevok vznikol s podporou projektov VEGA 1/0294/18 "Analyza kratkodobej a dlhodobej dynamiky
ekonomického vyvoja eurdpskych postkomunistickych krajin a ich regiénov" a VEGA 1/0248/17 "Analyza
regionalnych disparit v EU na béaze pristupov priestorovej ekonometrie".
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Namiesto odhadu n + pn? parametrov sa odhadne len 6 hyperparametrov AT = (A1, A2, A3, A4, 45, A6):

A1 urcuje hodnotu priemeru prvého vlastného oneskoreného koeficienta,
/2 urCuje rozptyl oneskoreni vlastnej j-tej premennej v j-tej rovnici,

A3 urCuje rozptyl oneskoreni inej k-tej premennej v j-tej rovnici,

/4 urCuje rychlost’ poklesu rozptylu s rastom oneskorenia,

As urcuje rozptyl deterministickej Casti modelu,

/e urcuje celkovy stupen neurcitosti priora.

YVVYVYYVY

1.1 Minnesotsky (Littermanov) prior

Ciccarelli a Rebucci (2003) prezentuji bayesovsky princip odhadu priamo pre VAR model,
ktory sa pomocou Kroneckerovho su¢inu matic (®) a vektorizacie (vec) da zapisat’ v tvare:

Y. =XB+v,, t=1,..,T (1)
T
kde X, :(In ®WtT_1), W, :(yI_l,yI_z,...,yI_p,l) ap =vec(B1,B2,...,Bp,BO)
Neznadmymi parametrami modelu su P aX. Vierohodnostnd funkcia (funkcia hustoty

pravdepodobnosti pre data y, ak si dané hodnoty parametrov f a X) ma tvar:

_%i(yt —Xtﬁ)T 27y _XIB)}

f(y|B2)oc|z[ ™ e{ )

Ak zdruzené apriorne rozdelenie pravdepodobnosti je f (B, E), potom zdruzené aposteriorne

rozdelenie pravdepodobnosti f (B, X|y) sa ziska Bayesovym pravidlom. Pri VAR modeloch

sa vyuzivaju rézne Specifikacie priora. Zakladnym priorom je uz spominany Littermanov
(1986) prior nazyvany aj minnesotsky prior podl'a FEDu v Minneapolise, kde pdsobil.

Uvazujme problém odhadu vektora g zahifiajuceho parametre g-tej rovnice VAR modelu (1),
ak je zndmy rozptyl ndhodnych zloziek og¢?.

Litterman (1986) predpoklada, Ze
f(B,)=N(B,2,) ©)

kde B, a2, oznaCujii priemer akovarianéni maticu priora Pg. Kovarian¢nd matica

rezidualov je diagonalna a fixnd, teda rovna sa o%glT.

Za predpokladu nezéavislosti ndhodnych zloZiek ma vierohodnost’ tvar:

IR ST
f (y | B, Z) o ‘GS‘_T/Z e{ 207 tZ:l:(yg XBy) (v Xﬂg)}

(4)
a pre posterior plati:

By ly)~ N(B 2,) ©)
kde B, =Q, (', +0,°X"y,) a @, =(2;' +0,2X'X) "

Vidime, ze kazdu rovnicu mozeme odhadovat’ oddelene. Kovariancna matica rezidualov je
diagonalna a fixn4, priCom jej diagondlne prvky sa daju ziskat zodhadu mnoZiny
autoregresnych modelov AR(p) jednej premennej. B, a Q; sa mo6zu Specifikovat’ pomocou
niekol’kych hyperparametrov.
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Predpoklad nekone¢ného rozptylu rozdelenia priora okolo jeho priemeru 5_251:0, ¢o je
predpoklad tzv. rozptyleného priora, vedie k priemeru posteriora v tvare estimatora MNS,

I T\ vt
lebo vtedy plati: B, =(X X) X'y,

Litterman (1986) priradil hodnoty hyperparametrov podla uvedenych predpokladov
makroekonomickych ¢asovych radov, ktoré si velmi dobre reprezentované procesmi
nahodnej prechadzky. Pre diagonalne prvky €, uvazuje takito Struktaru:

/16/12/“4 pre g-tl oneskorenu endogénnu premennu
2 . L - ) -
var B, = (/16/13/I ' )ag /aj pre j-ti oneskorent endogénnu premennu

A0, pre deterministicke ¢l. a exogénne premenné

Hyperparameter As kontroluje celkovl tesnost’ (tightness) priora (prv nazyvana neurcitost’)
a hyperparameter 1> kontroluje tesnost’ vlastnych oneskoreni, kym A3 riadi tesnost’ vlastnych
oneskoreni relativne k tesnosti oneskoreni ostatnych premennych v rovnici. Hyperparameter
/4 mé na starosti utlm rozptylu priora s rasticim oneskorenim |=1, ..., p als kontroluje
stupen neurCitosti pre exogénne premenné a deterministické ¢leny g-tej rovnice.
Hyperparameter A; predstavuje priemer priora parametra prvého vlastného oneskorenia
V rovnicl.

Ciccarelli a Rebucci (2003) upozoriuju, Ze vol'bou s bliziacou sa k nekone¢nu sa prior stava
rozptylenym a volbou /43 rovnajicou sa nula, bude prior definovat’ mnoZzinu autoregresnych
modelov AR(p) jednej premenne;j.

Pre minnesotsky prior sa odporucaju rozne pravidla:

» 'V pripade staciondrnych premennych sa priemer priora nastavuje na hodnotu mensiu ako
1. Ak chceme, aby vplyv premennej pretrvaval relativne dlhSie, nastavime priemer priora
napriklad na 0,9.

» Ak sa nastavi pre A3 nizka hodnota, vplyv oneskorenych hodnot ostatnych premennych sa
rychlo vytraca, ¢o je vyhodné, ak maji tieto premenné exogénny charakter, ale
modelujeme ich ako endogénne.

» Sucet parametrov pri vlastnych oneskoreniach sa odporuca, aby bol 1 a sucet parametrov
pri oneskoreniach ostatnych premennych 0.

» Sims pridava d’als$i umely hyperparameter A7 pre Startovacie pozorovanie. AK je nastaveny
na 0, bud’ st vSetky premenné stacionarne alebo maju jednotkovy koren bez konstanty.

Hyperparametrom nemusia byt priradené nahodné hodnoty, ale mdéZu byt konzistentne
odhadnuté, lebo pomocou nich méze byt’ vyjadrené funkcia hustoty udajov, ktora sa nasledne
moZe maximalizovat'.

1.2 Rozptyleny (difuse) prior

Ak uvaZzujeme rozptyleny prior, vyli¢ime dve hlavné vlastnosti minnesotského priora:
nezavislost’ posteriora medzi rovnicami a fixni kovariancni maticu rezidualov, potom plati:

f (B, Z) o |;|—(n+l)/2
so zdruzenym posteriorom:

f(B.ZIY)=f(BIZY)f(Z]Y)

kde posterior p podmieneny X ma viacrozmerné normalne rozdelenie:
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f(BIZ.Y)=N(B.E) (6)

-1

pri¢om B = ﬁMNs a X=X ®(XTX)
a posterior ¥ ma inverzné Wishartovo rozdelenie (pozri Lukacik et al, 2017):
F(Z1Y)~IW,(Z.7) (")

kde )_::(Y—XBMNSV)T(Y—XIA} av=T-(p+1)

Aﬁvi)

Pripomenme, ze matica X rozmeru Tx(p + 1) a matica Y rozmeru Txn predstavuji maticové
verzie Xt a yt vo vztahu (1). Maticu B rozmeru Txn ziskame ako B =(B],B},...,B},B; ).

Kadyiala a Karlsson (1997) ukazali, ze integrovanim X zo zdruzeného posteriora dostaneme
pre marginalny posterior matice B (maticového tvaru vektora parametrov ) vztah:

-T2

ALVS)

f(B]y)o ‘(Y—XﬁMNS)T (Y—XﬁMN§)+(B—]§MN§)T X"X(B-B

ktory je  zovSeobecnenym  Studentovym t  rozdelenim s vahami  (scales)

(Y—XEMNS )T (Y-XB,,), (XTX)f1 apriemerom B, . pre T —(p+1) stupiiov volnosti.

1.3 Normalny-Wishartov prior

Inym spésobom ako neuvazovat predpoklad o fixnej a diagonalnej kovarianénej matici
rezidualov je pouzitie prirodzeného zdruzeného priora, ktorym je normalny-Wishartov prior:

f([i|2‘.):N(E,):®£_z) (8)

f(Z)~IW,(Z,v) ©)

Nepodmienené apriorne rozdelenie B bude normélne rozdelenie s priemerom E(B) = B
arozptylom V(B) = (v—n —1)71 (Z®Q), pricom plati v >n-1.

Podla Kadyialu a Karlssona (1997) posterior f podmieneny X ma viacrozmerné normalne
rozdelenie:

f(BIZ,Y)=N(B,z®Q) (10)

kde B=0(Q'B+X'XB,, ) a Q=(2"+X'X)"

a posterior ¥ ma inverzné Wishartovo rozdelenie:
f(Z]Y)~IW,(E,7) (11)

kde £=B" X'XB ,+BT9'1B+2+(Y—X1§ ,)T(Y—XB
MNS - = = — MNS

MNS

T(-1 T —
)BT +X'X)Bav=y+T
Ako Vv pripade minnesotského priora dostaneme integrovanim X zo zdruzeného posteriora pre
marginalny posterior matice B vzt'ah, ktory je zovSeobecnenym Studentovym t rozdelenim
aktory sa da jednoducho ziskat' numericky. Prior sa takisto da Specifikovat’ pomocou
hyperparametrov podobnym minnesotskému prioru.
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1.4 Normalny rozptyleny (normal-difuse) prior

Dal§im prirodzenym zdruZenym priorom, ktory nevyzaduje tolko predpokladov ako
normalny-Wishartov prior je normalny rozptyleny prior, v ktorom sa predpoklada nezavislost’
pax:

f(B)=N(p.2) (12)

f(2) o] " (13)
Kombinaciou tychto priorov s datami dostaneme podla Ciccarelliho a Rebucciho (2003)
marginalne podmienené rozdelenia:

f(BIZ.Y)=N(p.Q) (14)
f(ZIB.Y)~IW,(E,7) (15)
kde PB= s‘z(s_z*p(z-l ®X'X)p

a>‘:=(Y—X1§MN§)T(Y—X1§MN§)+(1_3—1§ V)TXTX(]_B—IAS

2 PRIKLAD BAYESOVSKEHO ODHADU VAR MODELOV

Na bayesovsky odhad VAR modelu sme zvolili balicek BMR, ktory vytvoril Keith O'Hara
(2016). Po jeho stiahnuti a nainstalovani budeme pracovat’ s datami, ktoré vyuzili Leeper,
Sims a Zha (1996). Aby ziskali dostato¢né mnozstvo udajov, skamali mesa¢né udaje od
januara 1960 do marca 1996, o je vyse 400 tdajov v kazdom rade?. Z ich analyzy vyberdme
VAR model, kde v trojrozmernom systéme je vyuzity rad logaritmov sezonne ocisteného CPI
oznaceny LP, rad logaritmov sezonne ocisteného HNP oznaceny LY a rad logaritmov sezonne
oCistenej penaznej zasoby LM. Autori $tadie odhadovali model so 6 oneskoreniami.

InStaldcia balicka BMR je zloZitejSia a aj dlhSie trvd, lebo predstavuje rozhranie R pre C++
kniznicu BMLIib sliziacu na odhad bayesovskych vektorovo autoregresnych modelov a aj
preto, Ze jeho zdrojové kody su pristupné iba cez tzv. GitHub. Preto potrebujeme nainstalovat’
niekol’ko inych nastrojov (napr. Rtools) a postup je potrebné, ak zlyha, niekedy aj zopakovat'.
Balicek je v neustalom vyvoji, preto je niekedy potrebné sledovat’ odporucania z GitHubu.

> install.packages("RcppArmadillo™) # stiahne a nainstaluje ReppArmadillo
> install.packages(*ggplot2") # stiahne a nainstaluje ggplot2
> install.packages(*'devtools") # stiahne a nainstaluje devtools
> library(devtools) # aktivacia pridavného balika devtools
> install.packages("BMR") # stiahne a nainstaluje BMR
> library(BMR) # aktivacia pridavného balika BMR
Nacitanie udajov z csv suboru uvadza Lukacik, Lukacikova a Szomolanyi (2016).

> Sims <- read.csv(file = "sims.csv", header =T, sep=";",dec =",") # data
> # na odhad je potrebné zadat udaje usporiadané v matici (nie v objekte ts)

> pvar_data <- data.matrix(Sims[,1:3]) # objekt typu matica s udajmi

2 Udaje autorov nie st priamo k dispozicii, preto vyuzivame udaje, ktoré uvadza profesor Nicola Viegi na
stranke: http://www.nviegi.net/teaching/master/sims.xIs
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Vektorom coef_prior, ktory ma n prvkov, sa nastavi priemer priora parametra prvého
vlastného oneskorenia v kazdej rovnici.

> coef_prior <-¢(0.9,0.9,0.9)
> # vytvorime objekt typu prostredie pre BVAR s minnesotskym priorom M

> pvar_obj <- new(bvarm) # objekt typu prostredie mda meno bvar _obj
> # Specifikujeme prostredie pre BVAR — udaje, prior, pocet opakovani, ...

> pvar_obj$build(bvar_data, TRUE,6) # matica endog. prem., konstanta, lagy
> bvar_obj$prior(coef_prior,1,1,0.5,0.5,100.0,1.0) # Specifikacia priorov
> bvar_obj$gibbs(10000) # pocet opakovani Gibbsovho vzorkovaca

> # zadame simulaciu s Cielom zobrazenia IRF pre BVAR na 50 obdobi
> |RF(bvar_obj,50,var_names=colnames(Sims[,1:3]),save=FALSE)

Reakcia produkcie na $ok petiazi je v 2. riadku a 3. stipci na obrazku 1 a mézeme ju porovnat’
s reakciou z klasického pristupu, ktory uvadza Lukacik (2019).

Bali¢ek BMR, ktory sme pouzili na odhad BVAR modelu s minnesotskym priorom pontka
funkcie, ktoré okrem minnesotského prioru mézu vyuzit’ normalny inverzny Wishartov prior
alebo prior ustaleného stavu (steady-state prior) navrhnuty Villanim (2009). Vtedy staci
nahradit’ pri vytvarani prostredia (environment) funkciu bvarm za bvarw resp. bvars podl'a
klacového posledného pismena funkcie a spravne pre dany typ zadat’ hyperparametre priora.
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Obrazok 1: Funkcie reakcie na impulz bayesovsky pristup — balicek BMR
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V pripade minnesotského priora sa prostredie Specifikuje prikazom:
> bvar_obj$build(data_endog, data_exog, cons_term, p)

pripadne sa vynechd matica exogénnych premennych, ktora sa zaddva druhd v poradi. Ako
sme uviedli, aj endogénne premenné musia byt’ zadané ako matice. Dalej logickou premennou
volime pritomnost’ konstanty a na zaver zaddvame maximalny pocet oneskoreni modelu.

Hyperparametre sa v pripade minnesotského priora zadavaju prikazom:
> bvar_obj$prior(coef_prior, var_type, decay_type, HP_1,HP_2,HP_3,HP_4)

Vektor priemerov priora parametrov prvého vlastného oneskorenia nasleduje volba typu
definicie priora (O'Hara (2016) umoziuje zadanie podl'a Koopa a Korobilisa ¢islom 1 resp.
podla Canovu ¢islom 2). Za nim sa voli funkény tvaru rasticeho oneskorenia d(l) pre
=1, ..., p (harmonicky pokles volbou ¢isla 1 a geometricky pokles ¢islom 2). Ak zvolime
HP_4 zodpovedajice 44 hodnotu 1, pokles bude mat’ linedrny priebeh. Hyperparameter HP_1
zodpoveda As celkovej tesnosti priora. Hyperparameter HP_2 zodpoveda A3 riadiacej tesnost’
vlastnych oneskoreni relativne k tesnosti oneskoreni ostatnych premennych v rovnici.
Hyperparameter HP_3 zodpoveda As kontroluje stupeii neurcitosti pre exogénne premenné
a deterministické cleny.

Poslednou $pecifikaciou prostredia pred simulaciou je urcenie po¢tu opakovani Gibbsovho
vzorkovaca, ktort zadavame:
> bvar_obj$gibbs(n_draws)
Simuléciu spustime prikazom zobrazenia funkcii reakcie na impulz:
> |RF(bvar_obj, periods, var_names = colnames(dataframe), percentiles =
¢(0.05, 0.5, 0.95), save=FALSE)
alebo prikazom, ktory zobrazi rozdelenia posteriorov vsetkych parametrov:
> plot(bvar_obj, var_names = colnames(dataframe), save = FALSE)

Zobrazit’ mdézeme progndézu modelovanych endogénnych premennych:

> forecast(bvar_obj,periods=10,shocks=T, var_names=colnames(dataframe),
percentiles=c(.05,.50,.95),back_data=10,save=F)

Aby sme ukazali vyuZzitie aj in¢ho priora, prezentujeme priklad, ktory uvadzajua Stock
a Watson (2001), kde okrem klasického odhadu vyuzZijeme pri bayesovskom pristupe
normalny inverzny Wishartov prior. Stock a Watson navrhli VAR model s premennymi:
inflacia, nezamestnanost’ a urokova miera.

> library(BMR) # aktivacia pridavného balika BMR

> data(BMRVARData) # vyuzijeme americké data pritomné v baliku

> var_data <- data.matrix(USMacroData[,2:4]) # matica s udajmi

> var_obj <- new(cvar) # objekt typu prostredie pre klasicky VAR
> var_obj$build(var_data, TRUE,4) # matica end. prem., konstanta, oneskor.
> var_obj$estim() # odhad metédou najmensich stvorcov
> var_obj$boot(1000) # pocet opakovani pri bootstrappingu
> var_obj$beta_hat # vyslednd odhadnuta matica parametrov
> var_obj$Sigma_hat # vysledok odhadu kovariancnej matice
> |RF(var_obj,20,var_names=colnames(var_data),save=FALSE) # IRF
> forecast(var_obj, shocks=TRUE, back _data=10, save=FALSE) # prognoza
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Klasicky odhad sice nie je tradicne usporiadany, ale z vyslednych matic nie je problém
vytvorit’ si vystup v pozadovanom tvare.

Bayesovsky pristup s normalnym inverznym Wishartovym priorom:

> pvar_data <- data.matrix(USMacroData[,2:4]) # matica s udajmi
> coef_prior <- ¢(0.9,0.9,0.9) # priemer priora parametra /. vlastného onesk.
> XiBeta <-4 # Skalovaci parameter priora kovariancnej matice beta
> XiSigma <- 1 # Skalovaci parameter priora kovariancnej matice sigma

>gamma =4 # stupen volnosti priora kovariancnej matice sigma
> bvar_obj <- new(bvarw) # objekt typu prostredie pre BVAR s norm-1W

> bvar_obj$build(bvar_data, TRUE,4) # matica end. prem., konstanta, onesk.

> bvar_obj$prior(coef_prior,XiBeta,XiSigma,gamma) # Specifikdcia priorov
> bvar_obj$gibbs(10000,5000) # pocet opak. a burnin Gibbsovho vzorkovaca
> bvar_obj$alpha_pt_mean # vektor posteriora priemeru o, = vec()
> bvar_obj$alpha_pt_var # posterior kovariancnej matice a. = vec(f)
> bvar_obj$Sigma_pt_mean # posterior kovariancnej matice sigma
> bvar_obj$Sigma_pt_dof # stupne volnosti posteriora kovariancnej matice X~
> |RF(bvar_obj,20,var_names=colnames(bvar_data),save=FALSE) # IRF
> forecast(bvar_obj,shocks=TRUE,back _data=10,save=FALSE) # prognoza

Vysledné funkcie reakcie na impulz st zobrazené na obrazku 2. Grafy prognézovanych
hodnét s konfidenénymi intervalmi su prezentované na obrazku 3. Zobrazit' moZeme aj
rozdelenia posteriorov vSetkych parametrov:

> plot(bvar_obj, var_names = colnames(bvar_data), save = FALSE)
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Obrdzok 2:  Funkcie reakcie na impulz — bayesovsky pristup (bvarw)
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Obrazok 3: Grafy prognoz modelovanych endogénnych premennych

3 ZAVER

Vidime, Ze bayesovsky odhad VAR modelov je v programovacom systéme R plne
podporovany a balicek BMR pontka Siroku variabilitu postupov z tejto oblasti analyz. Na
bayesovsky odhad VAR modelu v programovacom systéme R bolo okrem BMR vytvorenych
viacero d’al$ich bali¢kov, ako napr. Bvar alebo MSBVAR. Kazdy analytik by mal individuéalne
zvazit moznosti pouzitia konkrétneho balicka pri svojom vyskume.
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OPTIMALIZACE DISTRIBUCE POHONNYCH HMOT
FUEL DISTRIBUTION OPTIMIZATION

Petra Markova, Jan Pelikan

Abstrakt

Tato prace se zabyva problémem stanoveni distribu¢ni trasy rozvozu pohonnych hmot s cilem
optimalizovat distribuéni procesy na zakladé ptipadové studie. Ukolem je dopravit na erpaci
stanice pohonné hmoty tak, aby poptavka nebyla ohrozena, tedy reagovat na aktualni stav
pohonnych hmot v nadrzich Cerpacich stanic a doplnit je Vv piipadé, ze by hrozilo jejich
vycerpani. K tomuto dopliiovani slouzi cisterny, které obsahuji urcity pocet komor, ve kterych
lze ptepravovat oddélené rizny druh pohonnych hmot. V praci jsou navrZzeny matematické
modely optimalizace tvorby tras a rovnéz heuristicka metoda feseni tohoto problému zahrnujici
specifické podminky firmy ptipadové studie. Je ukdzano, Ze pouzita heuristickd metoda je
efektivni a snadno zobecnitelnd i na dalsi obdobné ulohy.

Kli¢ova slova: rozvoz pohonnych hmot, rozvozni problém, heuristicka metoda

Abstract

This paper deals with the problem of determining the paths of fuel distribution. The aim is to
optimize the fuel distribution processes based on a case study. The task is to transport the fuel
to gas stations without endangering the demand, i.e. to respond to the current state of fuel in
tanks of gas stations and to refill them before stocks run out. Tank vehicles are used for refilling
the tanks in gas stations. Tank vehicles contain a number of compartments, in which different
types of fuel can be transported. This paper proposes mathematical models for optimizing the
route of tank vehicles as well as a heuristic method for solving this problem involving specific
conditions of the company in the case study. We show that the presented heuristic method is
effective and easily applicable also to other similar studies.

Keywords: fuel distribution, vehicle routing problem, heuristic

1 UVOD

V této praci se zabyvadme problémem stanoveni distribu¢ni trasy rozvozu pohonnych hmot s
cilem optimalizovat distribucni procesy na zaklad¢ ptipadové studie. Studie fesi problém firmy
specializujici se na logisticky servis zdsobovani Cerpacich stanic a smluvnich odbératelii ve
vhitrostatni i mezinarodni dopravé. Cilem je zajistit maximalni vytizeni vozidel povolené
legislativou a stanovit takové distribuéni trasy, které zohlednuji specifické podminky tohoto
druhu ptepravy.

Specifikou této ulohy je nutnost pfepravy pohonnych hmot rtizného typu najednou. K tomuto
ucelu se pozivaji cisterny s nékolika oddélenymi komorami o pfislusné kapacité. Pozadavky na
pfepravu pohonnych hmot k odbératelim, tedy k Cerpacim stanicim, jsou dany aktualnim
stavem pohonnych hmot a kapacitou zasobniku neboli nadrze této stanice. Pokud je stav zasoby
nizky, je potfeba zasobu doplnit a je proto stanoven pozadavek na doplnéni této zasoby tak, aby
nedoslo k iplnému vycerpani zésoby. Tento pozadavek se tykéd vSech druhti pohonnych hmot,
které Cerpaci stanice skladuje a prodava. Cilem je minimalizace celkové délky vSech tras a
soucasn¢ efektivni vyuZiti cisteren.
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2 PRIPADOVA STUDIE

Problém popisovany a feSeny v této praci vznikl u konkrétniho provozovatele distribuéni sité
na zasobovani ¢erpacich stanic v CR pohonnymi hmotami. Dodavatelsky fetézec se sklada: (1)
z n¢kolika depotl, kde se nachazi a jsou servisovany cisterny, (2) z ur¢itého poctu sklada
pohonnych hmot, kde cisterny ¢erpaji pohonné hmoty pro rozvoz, a (3) ze sité odbératelu, coz
jsou Cerpaci stanice a dal$i firmy, které odebiraji pohonné hmoty. V tloze uvazujeme 10 depotii
a skladii pohonnych hmot a piiblizné 100 odbérateli. Dale, pfedpokladame znalost matice
nejkratSich vzdalenosti mezi depoty, sklady pohonnych hmot a odbérateli a na zaklade¢ téchto
vzdalenosti je minimalizovana celkova délka vsech tras.

Pozadavky odbératell se odvozuji od aktualnich stavii pohonnych hmot ve skladech, které jsou
reprezentovany nadrzemi o urcité kapacité. Pocet druhti pohonnych hmot obsahuje dany
sortiment jednotlivych Cerpacich stanic ale i pozadavek, aby dany typ pohonné hmoty byl od
ur¢itého vyrobce (tedy distribuéniho skladu). Stav zasob kazdé Cerpaci stanice je zavisly na
poptavce, tedy na denni spotiebé, ktera se mize v ¢ase ménit. Pozadavek na doplnéni zasoby
je pak odvozen z aktualniho stavu a primérného denniho Cerpani zakazniky Cerpaci stanice.
Signal k doplnéni skladu muze piedstavovat kriticka vySe této zasoby, ktera ¢ini 10% kapacity
skladu, nebo stav zasoby, ktera by méla pokryt napi. 3 denni spotiebu. Objem pozadavku na
doplnéni skladu je pak rozdilem kapacity skladu a aktualni vyse zasoby u kazdé z pohonnych
hmot Cerpaci stanice.

Konkrétni Cerpaci stanice miize kazdy den pozadovat jeden nebo vice druht pohonnych hmot,
ptipadné zadnou z nich. Nez vozidlo pfijede k ¢erpaci stanici, musi navstivit sklad pohonnych
hmot a pohonné hmoty pozadovaného druhu nacerpat do jedné nebo vice komor vozidla. Pokud
vozidlo zasobuje vice Cerpacich stanic na trase, které pozaduji stejny druh pohonnych hmot,
pak sklad navstivi jen jednou. Pokud ale jedna nebo vice €erpacich stanic na trase vozidla
pozaduji dva a vice druht pohonnych hmot, je tfeba pfedem navstivit sklady, ve kterych se
uvedené druhy pohonnych hmot nachazeji.

Popsand tloha stejné jako vSechny rozvozni tilohy, je NP obtizna. Proto kromé& matematického
modelu, ktery pro rozsah dat ptipadové studie nemusi v realném Case poskytnout optimalni
feSeni, je v praci uvedena metoda zaloZend na heuristikach pouZivanych pro rozvozni problém.

3 MATEMA:[ICKY MODEL STATICKE ULOHY ROZVOZU
POHONNYCH HMOT

Cilem modelu je optimalizovat rozvoz pohonnych hmot k t¢ém cerpacim stanicim, které
vykéazaly k danému terminu méné nez 20% kapacity své nadrze u nékterého z produkti.
Ptedpokladame, Ze vozidla maji 6 komor pro skladovani riznych produktii a komory maji
stejnou kapacitu. Vzhledem k ptipadové studii neni v modelu zohlednéna cesta od depotd, kde
vozidla nakladaji jednotlivé produkty.

Parametry modelu:

n pocet Cerpacich stanic,
m pocet produktd,
Cij vzdalenost uzlu i od uzlu j,

Vk kapacita jedné komory vozidla k,
Qis pozadavek Cerpaci stanice i na produkt s.
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Proménné modelu:

x{‘j binarni proménna, ktera je rovna 1, pokud vozidlo k pojede z uzlu i do uzlu j,
ke binarni proménna, ktera je rovna 1, pokud vozidlo k veze produkt s,

uk  mnozstvi produktu s ve vozidle k, pokud vozidlo ptijede do uzlu i.
Matematicky model:
minimalizovat
n n K
k
CijXij, €Y
i=1j=1k=1
za podminek
n K
x{‘j =1, proi=1,2,..,n, 2
j=1k=1
Zx{‘j <1, prok=12,..,K, 3)
j=1
n n
Zx{‘j =Zx}§, proj=1,2,..,n, k=1,2,..K, (4)
i=1 i=1
m
Zys" <6 prok=12..,K, (5)
s=1
u£‘5+q]5y5k —M(l—x{‘j < ujks, proj=2,3,..,n, i+],
s=1,2,..,m, (6)
uk <Vyk,  proi=1,2,.n, s=1,2,...m, k=12,..,K, 7)
xfe{01}, proi,j=12,..,n k=12,..K, (8)
yke{01}, pros=12,...m k=12,..,K, (9)

Ugelova funkce (1) predstavuje délku viech tras vozidel. Rovnice (2) zajist'uje, Ze kazdy uzel
musi byt navstiven pravé jednou. Nerovnost (3) znamena, ze kazdé vozidlo vyjede z depotu
nejvyse jednou. Podminka (4) zajistuje, Zze pokud vozidlo k ptijede do uzlu j, pak z n¢j také
odjede. Nerovnost (5) zajistuje, ze v kazdém cisternovém vozidle muze byt uskladnéno
nejvyse 6 produktl, nebot’ kazdé cisternové vozidlo ma pravé 6 komor. Podminky (6) a (7)
nedovoli pfepravu vice pohonnych hmot v kazdé komoie nez je jeji kapacita.

4 MATEMATICKY MODEL DYNAMICKE ULOHY ROZVOZU
POHONNYCH HMOT

Dynamické tloha oproti statické uloze, ktera fesila pouze jednodenni rozvoz pohonnych hmot,
umoziuje odlozit dopravu pohonnych hmot na ¢erpaci stanice o jeden ¢i vice dnu a to, pokud
takové odlozeni neni kritické, nebo pokud by doprava byla spojena s vysSimi pfepravnimi
naklady. Odlozeni je definovano tak, ze pozadavek kazdé Cerpaci stanice na pohonné hmoty je
doplnén o Casovy interval, ve kterém by mél byt pozadavek na dodavku pohonnych hmot
zajistén. Tento interval zdvisi na ubytku téchto pohonnych hmot v Case a je uréen pomoci
intervalu, kdy je na Cerpaci stanici ur¢itého produktu mezi 10 az 20% kapacity nadrze tohoto
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produktu. Pojeti Casu je v této tloze diskrétni neboli rozvozni trasy budou tvofeny pro dobu 1,
2, ..., T. Totéz plati i pro ¢asové intervaly doddvek pohonnych hmot na Cerpaci stanice. Pro
Gerpaci stanici i je takovy interval definovan jako < t", tMax >,

U takto definovaného dynamického modelu je tieba rozsitit nékteré promeénné stejné tak, jako
nekteré parametry modelu, o index ¢asu t. Proménna x(t)i-‘j je binarni proménna, ktera nabyva
hodnoty 1 v pfipad¢, Ze cisternové vozidlo K v ¢ase t jede na Cerpaci stanici j ihned po navstéve
&erpaci stanice i a hodnoty 0 v piipadé opa¢ném. Binarni proménna y(t)¥ pak nabyva hodnoty
1 v piipadé, ze v cisternovém vozidle Kk je v ¢ase t produkt s a naopak hodnoty 0 v ptipadé
opaéném, a proménna u(t)X je definovana jako mnozstvi produktu sV ¢ase t V cisternovém
vozidle k, pokud toto vozidlo pfijede na Cerpaci stanici i.

Matematicky model:

minimalizovat

iiiicux(t)ﬁ-, (10)

za podminek
n K
sz(t)g -1, proi=1,2,..,n, t=12..,T, 1)
=1 k=1
n
Zx(t)’fj <1, prok=12..K t=12..,T, (12)
=1
n n
Zx(t){‘j =Zx(t)§‘i, proj=12,..,n, k=1,2,..K,
i=1 i=1
t=1,2..T, (13)
m
Zy(t)’; <6 prok=12..K t=12.,T, (14)
s=1

u®)s + qj y@®k —m(1- x(t)'i‘j) < u(®)f, proj =2,3,..,n,

s=1,2,..,m,

t=1,2..,T,
i #], (15)
u®E <vy@®%  proi=1,2,..n, s=1,2,..,m,
k=12,..,K t=12..,T, (16)
m
ZZx(t)fj:O, proi=12,..n, k=1,2,..,K,
j=1s=1
t<tin ¢ > tmex (17)

x5 €{01}, proi,j=12,.,n k=12.,K, t=12.,T, (18)
y®ke{0,1}, pros=12,...m k=12,..,K t=12,...T, (19
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ve kterém je oproti pfedchozimu modelu navic podminka (17), kterd zabranuje dodani produktu

min tmax >,

S v Case t na Cerpaci stanici j v piipadé, kdyz ¢as t neni z intervalu < ¢, t]

5 HEURISTICKA METODA

Krok 1. {hledani prvni CS trasy vozidla}
e Pokud pozadavky vSech CS byly splnény, pak vypocet konci.
e Pokud u vsech vozidel jsou obsazeny vSechny komory, pak vypocet konci, pozadavky
zbyvajicich CS nelze splnit, konec.
e Hledej depot-sklad-CS, tak aby vzdalenost depot-sklad-CS byla minimalni
(vyzkouseni v§ech moznosti) a platilo:
o Vybrand CS ma kladny pozadavek na urcity produkt,
o vybrany sklad zasobuje produktem pozadovanym v CS,
o zvolené vozidlo mé volnou kapacitu,
o ve vybraném depotu je umisténo zvolené vozidlo.
Pro vybrané vozidlo s minimalni délkou depot-sklad-CS je urcena tato vychozi trasa. U CS je
redukovan pozadavek na produkt, ktery byl touto trasou zajistén a u vozidla je redukovéana
kapacita vozidla o mnoZstvi, které bylo doddno do CS (Ize vyuzit v§echny volné komory).
Pokud vozidlo jiz nema volnou kapacitu, trasa vozidla je ukonéena, jdi na Krok 1.

Krok 2. {hledani dalsi ¢erpaci stanici do trasy vozidla vybrané v Kroku 1}
e Pokud pozadavky vSech CS byly splnény, pak vypocet kon¢i.
e Pokud jsou u vozidla jiz obsazeny vSechny komory, pak vypocet konéi, pozadavky
zbyvajicich CS nelze splnit, konec.
e Vyber CSdalsi tak:
o u CSdalsi je kladny pozadavek na urcity produkt,
o pokud pozadovany produkt zajiStuje sklad, ktery jiz je na trase vozidla, pak
délka prodlouZzeni trasy je vzdalenost CS ---> CSdalsi, v opacném ptipad¢ je
tteba do stavajici trasy vozidla vlozit dalsi sklad, ktery zasobuje CSdalsi o
pozadovany produkt (toto vlozeni se provede tak, aby prodlouzeni trasy bylo
minimalni). Vybrany produkt je tieba umistit ve vozidle v jiné komote, pokud
jde o produkt, ktery se 1i§i od produktu pfedchazejicich ¢erpacich stanic na trase.
Vybér CSdalsi minimalizuje celkové prodlouZeni trasy vozidla.
Takto vybrana CSdalsi s piipadnym vloZenim dal$iho skladu se ptida do trasy, redukuje
pozadavek CSdalsi o dodany produkt a rovnéz se redukuje kapacita vozidla o dodané mnozstvi
(v dané komote). Dosad’ CS:=CSdalsi a jdi na Krok 2.
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EXAKTNY MODEL PRE OPTIMALIZACIU OBEHU VOZIDIEL
S VIACERYMI DEPAMI

AN EXACT MODEL FOR AN OPTIMUM VEHICLE SCHEDULING
WITH SEVERAL DEPOTS

Sanislav Palich

Abstrakt

Problém optimalizacie obehu vozidiel s viacerymi depami je tento: Je dand mnoZzina spojov
a mnozina diep. Ciel'om optimalizécie je priradit’ jednotlivé vozidlad depam a vytvorit’ turnusy
vozidiel tak, aby sa minimalizoval pocet pouzitych vozidiel a pritom aby bol stéet cien

vSetkych prejazdov spolu s cenami pristavnych a odstavnych jazd z priradenych diep
minimalny.

KUlucové slova: spoj, turnus vozidla, optimalizdcia, bivalentné linedrne programovanie

Abstract

The problem of an optimum vehicle scheduling with several depots is as follows: A set of
trips and a set of depots are given. The goal is to assign trips to depots and to create running
boards of vehicles with minimum number of used vehicles so that the total sum of costs of all
trip linkages together with all pull-out and pull-in costs is minimal.

Keywords: trip, running board, optimization, binary linear programming

1 PROBLEM TVORBY OBEHU VOZIDIEL

1.1 Spoj, precedencna relacia, digraf spojov
Spoj s v dopravnej sieti C je uréeny péaticou udajov

s = (Mmy, My, €y, Cp), Q)
kde m,, m,, je miesto odchodu resp. miesto prichodu spoja s a c,, ¢, je ¢as odchodu resp. cas
prichodu spoja s. Nech M={u(i, j)} je matica ¢asovych vzdialenosti medzi uzlami dopravnej
siete C. Dva spoje s; = (mb,mb,cb,ch), sj=(m),m
denného planu prace jedného autobusu, ak

ch 4+ p(mb,ms) <cl, 2

;,,cf,,c{,) mozu byt zaradené do

t.j. ak autobus po skonCeni spoja s; stihne dojst’ do miesta odchodu spoja s; pred odchodom
spoja s;. Vtedy budeme hovorit, Ze spoj s; predchadza spoj s; apisat’ s; <'s;, reldciu <
nazveme precedenc¢na relacia.
Majme mnozinu spojov S = {s;, S,,...,S,} S precedencnou relaciou < a cenou prejazdu
c(s;, s;) vozidla zo spoja s; na spoj s; na niektorej dopravnej sieti C. Digrafom spojov
nazveme digraf

G = (S H,c), 3)

kde za mnozinu vrcholov digrafu G berieme mnozinu S spojov na dopravnej sieti C, kde H je
mnozina orientovanych hran digrafu G definovana ako
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H = {(Si,Sj) | Si,Sj, €S, S < Sj}, (4)

a kde cena c(s;, s;) je uz definovand a cena prejazdu c(s;, s;) vozidla zo spoja s; na spoj s;.

1.2 Formulacia tvorby obehového rozvrhu

Je dana mnozina spojov S = {s;, S,,...,S,}, ktort tvori cestovny poriadok jedného dna
uvazovanej oblasti spolu s preceden¢nou reldciou < a cenou prejazdu c(s;, s;) vozidla zo
spoja s; na spoj s; .

Riesit’ ulohu obehu vozidiel a osddok znamena néjst’ isty pocet vozidiel a kazdému z tychto
vozidiel priradit’ ist postupnost’ spojov tak, aby toto vozidlo mohlo realizovat' postupne
vSetky spoje priradenej postupnosti aj s pripadnymi prejazdmi medzi spojmi, a tak, aby kazdy
spoj bol priradeny prave jednému vozidlu. Tato Cast’ sa vola rozvrhovanie vozidiel — bus-
scheduling.

Turnus vozidla T je postupnost’ spojov
T:Sil,Siz,...,Sl’ , (5)

r
taka, ze
Si, < S, << 5. (6)
Ak uz bude spoj s; bezprostredne priradeny za spoj s; v nejakom turnuse T, budeme pisat’
s; — s;j a turnus zapiSeme ako
T=s;, > s, s, (7)

Obehovy rozvrh v digrafe spojov G = (S,H,c) je mnozina turnusov O = {T}, T, ..., Tj}
tvaru
Ty =511 S12 = " = S1n(1)
Ty =531 2 S22 2 2 San(2)

(8)

Ty = Sk1 = Sk2 = = Sknk)

takd, Ze kazdy spoj mnoziny S sa vyskytuje prave v jednom turnuse z mnoziny O.

1.3 Kiriterialna funkcia obehového rozvrhu

Problém tvorby optimélneho rozvrhu obehu vozidiel je najst’ pre dani mnoZinu spojov
S = {s4, S3,...,S,} optimalny obehovy rozvrh O - (8) zhladiska zvoleného kritéria
optimality. Prvym najddlezitejSim kritériom je minimalizacia pocCtu pouzitych vozidiel.
Druhym kritériom byva minimalizdcia sictu cien prejazdov. Ak nepocCitame pristavné
a odstavné jazdy z a do depa, potom cenu turnusu (7) vypocitame ako

r—1
9
c(T) = Z c (si].,sl-jH) ©)
j=1
a cenu obehového rozvrhu (8) ako
k
€(0) = ) e(T) (10)

i=1
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1.4 Optimalizacia obehov bez pristavnych a odstavnych jazd

Odteraz budeme predpokladat’, Ze mnozina spojov je tvaru S = {1,2, ..., n} a cenu prejazdu zo
spoja i na spoj oznalme symbolom c;;. Definujme rozhodovacie premenné x;;

prei=12,..,n,j=12,.., ntakto:
1, akje spojj zaradeny bezprostredne za spojom i v nejakom turnuse

Xij = (11)
0, inak

Ak by boli vSetky premenné x;; = 0, potom by na obsluzenie vSetkych spojov bolo

potrebnych |S| = n autobusov. To preto, lebo kazdy spoj by bol vo svojom turnuse a vsetky

turnusy by obsahovali prave jeden spoj. Ak by prave jedna premenna x;; nadobudla hodnotu
1, potom by bolo potrebnych n—1 autobusov, lebo prave jeden turnus by obsahoval dva spoje.
Kazda premenna x;;, ktorda nadobudne hodnotu 1, uSetri jeden autobus. Pocet potrebnych
autobusov potom vyjadruje vzt'ah:

n-— Z Xij (12)
(i,j))eH
Pred kazdym spojom j v turnuse modze byt najviac jeden spoj, ¢o vyjadruje podmienka
YijenXij <1 pre j=1.2,..,n Podobne po kazdom spoji i v turnuse moze byt najviac
jeden spoj, ¢o vyjadruje podmienka Y.; hey X;j <1 pre j = 1,2,..,n. Minimalizovat’ (12)
znamend maximalizovat’ },; ey X;j pretoze n je konstanta.

Cena vsetkych priradeni naslednikov spojov v turnusoch je Y. jyen CijX;j . Najst' obehy
s minimalnym poctom vozidiel a pritom s minimalnou cenou je riesit’ nasledujuci problém
bivalentného programovania

Maximalizuj L. Z xij— Z Cijxij (13)

(i.j)eH (i.))eH
Za predpokladov Z xij <1 VIiES (14)
I
(i,j)eH
Z xj <1 VES (15)
L
(i,j)eH

2 OBEHOVY PROBLEM S VIACERYMI DEPAMI

Majme mnozinu spojov s precedencnou reldciou a cenou prechodu vozidla zo spoja na spoj
reprezentovany hranovoohodnotenym digrafom spojov G = (V, H,c). Majme navySe danu
mnozinu diep D = {dy, d5,...,d,} a pre kazda dvojicu (dy,i) depa dy €D aspojai €S
Cisla pyi, 0ir Vyjadrujice ceny pristavnej a odstavnej jazdy z depa resp. do depa dj Kk spoju i
resp. od spoja i.
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Definujme rozhodovacie premenné x;; pre (i,j) € H vztahom (11). Dalej definujme
rozhodovacie binarne premenné y;, prei € Saprek =1,2,...,p takto:

1, akje spoji obsluhovany vozidlom z depa D,

Yik = a7

0, inak
Vezmime pevné depo dy, t.j. pevné k a vSetky spoje, ktoré st obsluhované z depa d;, — su to
spoje, pre ktoré plati y;; = 1. Ak by bol kazdy z tychto spojov obsluhovany svojim vlastnym
vozidlom, potom stcet vsetkych pristavnych a odstavnych nakladov by bol

P = Z Yik (Pri + 0ik) (18)

i€s
Nech premenné x;; pre (i,j) € H definuju nejaky obehovy rozvrh. Ak sa oba spoje i, j
obsluhované z depa dj a x;; = 1, potom zaradenie spoja j bezprostredne za spoj i uSetri

z pristavnych a odstavnych nakladov hodnotu (pk it oik) a prida naklady c;; za prechod zo

spoja i na spoj j. Vsetky spoje obsluhované z depa d;, budi mat celkové naklady na
pristavenia odstavenie plus celkové néklady na prejazdy

Dy = P, + z (cij — Prj — O )xijVir Vi = Pi + Z CijkXijYik Yk » (19)
(i.j)eH (i.j)eH
kde c;jx = (Cij —DPrj — Ok )-
Pocet vozidiel potrebnych na realizaciu obehového rozvrhu pre spoje priradené depu dj, je
By = Z Vik — z XijYik Yk - (20)
= (L)EH

Chceme v prvom rade minimalizovat’ pocet vozidiel B, (20) a pri minimalnom pocte vozidiel
prejazdy Dy (19), ¢o vedie ku kriterialnej funkcii s vel’kou konstantou L:

LBy + Dy = L-Z)’ik - Z L.xijyik Yjk + Pr + Z CijkXijYik Yk =

ies (i,j)eH (i,j)eH

21
= z Lyy + P + Z (cije — L)%Yk V- (21)

i€s (i,)EH

Pre depo d; mame kriterialnu funkciu (21), pre vSetky depa dostaneme kriterialnu funkciu
ako minimaliza¢nu funkciu:

Z(LBR + Dy) = LZZ Yir + Z P + Z Z (cije — L)xijyik Vire =
X 3

i€S k k (i,j)eH
22
=Ln+ Z Z Vik Oki + 0i) + Z Z (cijie — L)xijYik Vi (22)
k ieS k (i,j)eH

Pri odvodzovani druhej rovnosti sme za P, dosadili z rovnosti (18) a tiez sme vyuzili fakt, Ze
Yk iesYik =n = |S|.
Cislo Ln je konstanta, preto optimalizacia obehu vozidiel pre viacero diep bude mat tvar
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Minimalizu;j: z Z Vik Pri + 0i) + Z z (cijie = L)%Y Vi (23)
k (€S k (i,j)eH
Za predpokladov: Z x; <1 Vies (24)
I
(i,j))eH
Z xij <1 ViesS (25)
(i,jl)JeH
z Yik =1 VieSs (26)
K
Xij <1+ y; Vik V(l,]) €EH Vk (27)
Xij <1+ Yjk — Yik v(i,j) EH Vk (28)
xij, ¥ij € {0,1} v(i,j) €EH (29)

Obmedzujuce podmienky (24), (25), (29) maji rovnaky vyznam ako podmienky (14), (15)
a (16) pri rieSeni zdkladnych uloh obehovych rozvrhov. Majui zarucit, ze za kazdy spoj i
mozno zaradit do turnusu maximalne jeden spoj j a pred kazdym spojom j moze byt zaradeny
maximalne jeden spoj i.

Podmienka (26) hovori, ze kazdy spoj musi byt priradeny prave jednému depu. Podmienky
(27) a (28) (spolu s (29)) vylucuja zaradit’ do turnusu spoj j za Spoj i ak st spoje i, j priradené
roznym depam. Napriklad ak je spoj i priradeny depu 2 a spoj j priradeny depu 3, t.j. y;, = 1,
yjz = 1, potom musi byt y;; = 0, y;; = 0. Potom je 1+y;3—y;3=1+0-1=0
atiez1l+yj; —yi; =1+ 0—1=0.Prek =3 je prava strana (27) nulova, pre k = 2 je prava
strana (28) nulova a preto musi byt x;; = 0.

Kriterialna funkcia (23) vsak nie je linearna. M6zeme ju vsak linearizovat’ tak, ze zavedieme
novu bindrnu premennti z;; Namiesto sucinu x;;y;xyjx @ pridanim vhodnych ohranicujucich
podmienok dosiahneme, Ze v pripade optimalneho rieSenia Glohy bude z;; rovne jednej
prave vtedy, ked x;; vy = 1.

Jedno z mozZnych rieSeni je

v(i,j) EH Vk (30)

v(i,j) EH Vk (31)

2Ziji < Yir + x4
Zijk € {0,1}
Nasa kriteridlna funkcia bude teda

Minimalizuj: Z Z Yik Pri + o) + Z Z (cl-jk - L)Zijk (32)
k

iES k (i,j)EH

a vysledny model bivalentného linedrneho programovania bude:
Minimalizuj (32) za predpokladov (24) — (31).
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HISTORICKY PREHIAD MIER VYKONNOSTI PORTFOLIA
HISTORICAL OVERVIEW OF PORTFOLIO PERFORMANCE

Juraj Pekar

Abstrakt

Pri analyze portfolia investori vyuzivaji rozne ukazovatele k vyhodnoteniu ich vhodnosti na
investovanie. Jednou skupinou ukazovatel'ov su miery vykonnosti portfolia, ktoré si vSeobecne
definované ako podiel vynosu k riziku. V prispevku je uvedeny historicky prehl'ad mier
vykonnosti portfolia, ako aj jej vSeobecny matematicky zapis a jedno z moznych rozdeleni do
kategorii.

KUrucové slova: miera vykonnosti portfolia, investicia

Abstract

In analyzing the portfolio, investors use different indicators to assess their suitability for
investment. One set of indicators is portfolio performance measure that are generally defined
as the ratio of revenue to risk. The paper presents a historical overview of portfolio performance
as well as its general mathematical notation and one of the possible categories.

Keywords: Portfolio Performance Measure, Investment

1 VYVOJ MIER VYKONNOSTI

Literatra o merani vykonnosti portfolia siaha az k za¢iatkom modelu ocefiovania aktiv CAPM
vypracovanym Sharpem v roku 1964 (Sharpe 1964). Od prvych mier vykonnosti, tieZ
nazyvanych klasickymi mierami vykonnosti, vytvorenych Jensenom (Jensen 1968), Treynerom
(Treynor 1965) a Sharpem (Sharpe 1966), bolo navrhnutych mnozstvo d’alsich mier vykonnosti
portfolia. Problémom klasickych mier je, Ze nie st schopné zachytit’ vSetky charakteristiky
casového radu vynosov. Tento nedostatok rieSia alternativne miery vykonnosti, ktoré su
V podstate modifikdciami klasickych mier vykonnosti. Jednou z takychto modifikécii je
Sortinov pomer, ktory je alternativou k Sharpeovmu pomeru (Sortino a Price 1994). Namiesto
rozptylu pouzitého pri Sharpeovom pomere, je pouzitd semi-Standardna odchylka. Pedersen
a Rudholm-Alfin (Pedersen a Rudholm-Alfin 2003) ho zase nahradili dolnou semi-absoltatnou
odchylkou. V roku 1981 Henriksson a Merton (Henriksson a Merton 1981) navrhli alternativne
miery vykonnosti k Jensenovej a Treynorovej miere. Stvorica autorov Biglova, Ortobelli,
Rachev a Stoynov (Biglova, Ortobelli, Rachev, Stoyanov 2004) navrhli d’alSie nové miery
vykonnosti. Nazvali ich Rachevov pomer a Rachvevov zovSeobecneny pomer. Tie davaji do
pomeru riziko merané pomocou podmienenej hodnoty v riziku (CVaR) pre dve rozne hodnoty
intervalu spol'ahlivosti.

2 MERANIE VYKONNOSTI PORTFOLIA

Miera vykonnosti portfolia je konStruovand na zaklade hodndt vynosu arizika portfélia.
Meranie vykonnosti investovania je kvantifikacia vysledkov dosiahnutych zvolenou stratégiou.
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Je to v podstate Statistické zosumarizovanie miery dosiahnutych vynosov, odhadnutie
podstipeného rizika a meranie preukazatel'nej schopnosti manazéra efektivne vyuzit riziko.

Otazka mier rizika a o¢akavaného vynosu uzko nadvizuje na miery vykonnosti portfolia. Kazda
pripustna miera vykonnosti portfolia by mala zohl'adnit’ ur¢ité podmienky. Jednu z tried mier
vykonnosti definovali Rachev a kolektiv (Rachev a kol. 2008). Tato je znama pod pojmom
koherentna miera vykonnosti.

Predpokladajme funkciu G: X — R, X € A (kde A je mnozina vSetkych pripustnych portfolii),
pri¢om uvedenu funkciu budeme nazyvat’ koherentnou mierou vykonnosti, ak plati:

_V(X)

p(X)
ocakdvaného vynosu a p(X ) mieru rizika, ktoré su definované pre nahodnt premenna X.

1. Funkciu G(X) mozno definovat' takto: G(X) , kde V(X) reprezentuje mieru

2. Funkcia miery odakdvaného vynosu V(X) musi spifiat predpoklad superaditivity
p(X,+X,)=p(X,)+p(X,) pre ¥X,, X, e Aa funkcia miery rizika p(X ) musi spifat
predpoklad subaditivity p(X,+X,)< p(X,)+p(X,)pre VX,, X, € A.

3. Ak X, <X,, tak musi platit G(X,)<G(X,) pre ¥X,, X, € A v pripade, Ze miera rizika
a miera ocakavaného vynosu su striktne kladné. Ak miera rizika a miera ocakdvaného

vynosu su striktne zdporné, musi platit G(X,)>G(X,) pre VX,, X, € A

Alternativnou definiciou koherentnosti uvedenej vsSeobecnej funkcie miery vykonnosti

V(X) . RN - :
G(X ) = W je koherentnost” miery o¢akavaného vynosu V(X) a tiez koherentnost’ miery
yo,
rizika p(X).

Meranie vykonnosti prindsa cely rad technik, z ktorych mnohé maji pdvod v modernej teorii
portfolia. Ohodnotenie vykonu je Gzko spojené s rizikom. Moderna tedria portfolia stanovila
kvantitativne spojenie medzi rizikom portfélia ajeho vynosmi. Sharpe vytvoril prvé
ukazovatele vykonnosti —Sharpeova miera a informa¢ny pomer (Sharpe 1966, 1994).

Z historického hladiska je progresivhou mierou vykonnosti Omega funkcia. Tato miera
vykonnosti portfolia je popularnym nastrojom pre finanéné analyzy vyuzivajuca vsSetky
informécie, ktoré ¢asovy rad vynosov poskytuje (Keating a Shadwick 2002).

Podl'a Pedersena a Rudholm-Alfvina, by mala dobra miera vykonnosti spifiat’ nasledujuce
kritéria (Pedersen a Rudholm-Alfin 2003):

e Jednoduchost’ — miera vykonnosti by mala byt’ jednoducha na vysvetlenie.

e Vhodnost’ — miera vykonnosti by mala zachytavat’ vyznamné Crty rozdelenia vynosov pre
minimalne riziko a vynos.

e Teoretické vychodiska — miera vykonnosti by mala mat’ svoj zéklad ukotveny vo financnej
tedrii a mala by byt akceptovand ako trhovy Standard.

o Specialne vlastnosti — miera vykonnosti mdze spifiat’ aj $pecialne podmienky ako je
konzistentnost’ s efektivnou hranicou v priestore priemer-rozptyl atd’.

Existuje viacero roznych mier vykonnosti maximalizujicich findlne bohatstvo v danom

casovom intervale. Napriklad Le Sourd rozdelila zakladné miery vykonnosti do tychto skupin
(Le Sourd 2007):
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Absolutne riziku prispésobené miery vykonnoSti

e Sharpeov pomer

e Treynorov pomer

Relativné riziku prispésobené miery vykonnosti

e Jensenova alfa

¢ Informacny pomer

Miery zalozZené na ,,dolnom riziku* a vyssich momentoch

e Sortinov pomer
e Omega funkcia
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PROBLEM ROVNOMERNEHO ODPOCTU ELEKTROMEROV
V SUSEDNYCH REGIONOCH

THE PROBLEM OF EVEN METER READING
IN NEIGHBORING REGIONS

Stefan Pesko

Abstrakt

V tomto prispevku sa zaoberame problematikou optimalneho zoskupovania susednych
regionov do suvislych oblasti, v ktorych by boli celkové mesacné doby odpoctov elektromerov
Vv domacnostiach ¢o najrovnomernejSie. Takto formulovany problém bol navrhnuty firmou
CONSULTING M, s.r.o. pre svojho zakaznika - distribu¢ni spolo¢nost Vv regione
Vychodoslovenského Kkraja. Pre tento zovSeobecneny problém hladania p-medianu Vv sieti
navrhujeme dve formulacie zmieSanej tlohy linearneho programovania. V prvej tlohe sa
minimalizuju stéty Stvorce celkovych dob odberov oblastiach zatial’ o v druhom modeli len
rozpdtia tychto dob. V préaci prezentujeme vysledky vypoctov pomocou optimalizacného
nastroja gurobi pre regiony SR.

KUPucové slova: optimalizdcia regionov, rovnomernost, zovSeobecneny p-medidan V Sieti

Abstract

In this paper we deal with the issue of optimal grouping of neighboring regions into contiguous
areas where the total monthly meter readings in households would be as is possible. This
problem was designed by CONSULTING M, s.r.o. for its customer, a distribution company in
the East Slovak region. For this generalized p-median problem in network , we propose two
formulations of a mixed linear programming. In the first model, the totals of the total sampling
times of the areas are minimized while in the second model only the ranges of these times are
minimized. We present the results of the computation using the gurobi optimization tool for the
regions of Slovakia.

Keywords: regional optimization, uniformity, generalized p-median in network

1 UVOD

S myslienkou, zaoberat’ sa problém rovnomernych ¢asovych vykonov v susednych regionoch
Vychodoslovenského kraja, nas oslovili [3] z firmy CONSULTING M, s.r.o. S kolegom
Majerom [1], sme vyvinuli dve alternativne pristupy na jeho rieSeniu. V tomto prispevku sa
ststredime na modely, ktoré s zaloZzené na povodnych modifikaciach problému 0 p-mediane
v sieti. Odvodime dve formulécie ulohy zmie$aného programovania MIP (Mixed Integer
Programming). Tieto modely sme verifikovali na udajoch z regionov SR pomocou
optimaliza¢ného nastroja Gurobi [5].

Po doplneni poZiadavkou na rovnomernost’” sme dostali ulohu zmieSaného kvadratického
programovania (MIQP). Posledny robustny model vedie na ulohu zmie$aného linearneho
programovania (MILP).
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2 MATEMATICKE MODELY

Najskor sa budeme zaoberat’ jednou z verzii problému p-medianu v sieti, ktory ndm umozni
ziskat’ horny odhad poctu suvislych oblasti.
2.1 Problém p-medianu v sieti

Jednu z verzii problému o p-mediane v sieti mozno formulovat' takto: Je dany digraf,
orientovany graf, G = (V,H) uréeny mnozinou vrcholov V amnozinou protismernych
orientovanych hran H tj. ak (u,v) € H potom (v,u) € H. Hl'ada sa minimalny pocet p
(spatnych) hviezd digrafu, ktoré tvoria faktor t.j. podgraf obsahujtci vSetky vrcholy digrafu G.

V nasom pripade predstavuju vrcholy okresné mestd. Vrcholy st spojené hranou ak sa jedna
0 susedné okresy. V tom modeli sa obmedzujeme na oblasti tvorené vel'mi jednoduchymi
stromami — vstupnymi hviezdami - s korefiom v centre medianu. Takéto zjednodusenie je vSak
pre nasu aplikaciu postacujice.

Uvazujeme tieto premenné:
e pudava pocet oblasti, ktoré su tvorené najmenej jednym okresom,
e x;; =1 ak bud’ okres i susedi s okresom j - centrom oblasti,
e y; = 1 ak bude centrom oblasti okres j.

Teraz uz mézeme pristupit’ k matematickej formulécii tlohy (pMS):

p — minimum (1)

2

>y =p @

jEV

[ 3

x;=1-y; VieV (3)
Jjev:(i,j)eEH

Xij S Vi vV(i,j EH (4)

xij+xjiS1 V(i,j)EH!i<j (5)

p=1 (7)

Ciel'ova funkcia (1) zabezpeCuje, ze bude vybrany minimalny mozny pocet suvislych oblasti.
Podmienka (2) hovori, ze ich bude p . Obmedzenie (3) pozaduje, ze kazdy okres je priradeny k
prave jednému okresu - centru oblasti. Podmienka (4) zabezpecuje, aby bol okres priradeny
vybranému centru. Obmedzenie (5) zarudi, ze z paralelnych hran digrafu méze byt vybrana
nanajvys jedna orientovana hrana vediica do centra oblasti. Podmienky (6) a (7) su obligatorné.

2.2 Problém p-medianu v sieti S rovnomernou zat’azou

Do formulacie problému pMS, ktory nereSpektoval mesacni zataz okresov, ju mdzeme
zapracovat’ takto: Je dany neorientovany vrcholovo ohodnoteny digraf G = (V, H, e) ureny
ohodnotenou mnozinou vrcholov V, kde ohodnotenie - zataz tvori usporiadand mnoZzina
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mesacnych odberov (e;,: k € M) pre i € V a mnozinou hran H susednych okresov. Hl'ada sa ¢o
najrovnomernejsej mesacné zataze susednych oblasti pri danom pocte oblasti p.

Uvazujeme premenné x;; ako v modeli pMS. Tu p uz nie je premenna ale dany parameter,
ktory nadobuda pozadovanu hodnotu p = pyin » Kde ppmin je ur¢ené modelom pMS.

Dal$ou novou premennou je nezaporna premenna
e ¥, udava pocet hodin odberov v okrese i € IV v mesiaci k € M.

Teraz mozeme pristapit’ k nasej formulacii ulohy (RMS):

2 - minimum (8)
Zig
(i,k)EVXM
2
Z)’j =p )
jev
xi;=1-y VieV 3)
Jev:(i,j)eEH
Xij < Y v(i,j)EH (4)
xij+xjiS1 V(l,])EHl<] (5)
j 9
euXi + e = Zi VjieV,VkeM 9)
iev:(i,j)eH
xu,ylE{O,l} V(l,])EH,VlEV (6)
Zi =0 VieV,VkeM (10)

Cielova funkcia (8) zabezpeCuje Co najrovnomernejSiu mesaéni zataz vo vytvorenych
oblastiach. Podmienka (9) kumuluje prislusné zataze vo vybranych oblastiach. Ostatné
obmedzenia sa interpretuji ako v modeli pMS. Podmienka (10) je obligatorna. Ciel'ova funkcia
je kvadraticka funkcia bivalentnych premennych x, no na$tastie zodpovedajuca matica je
pozitivne definitna, a tak sSme mohli o¢akavat’ rieSenie modelu v prijatelnom case.

2.3 Problém p-medianu v sieti S min-max zat'aZou

Aj napriek excelentnému vykonu optimalizaéného nastroja gurobi, sme sa rozhodli pre
robustntl cielovej funkcie ktord len minimalizuje rozpitie medzi mesacnymi odpoctami.
Uvazujme d’alej premenné ako v modeli RMS a formulujme nasledujiacu tlohu (MMMS):

Zmax — Zmin — MiNimum (10)
2
EYj =D 2)
jev

[ 3

xl-j=1—yi VieV ()
Jjev:(i,j)eH

Xij < Yi v(i,j)EH (4)
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xj+x; <1 v (i,j) € Hii < j (5)

' 11
Zmin < z eikxij + ejkyj < Zmax V] € V,V keM ( )
iev:(i,j)eH
Xij)yi € {0;1} \v (l,]) c H'v ieV (6)
0 < Zmin < Zmax (12)

Cielova funkcia (10) zabezpe€uje minimalne rozpitie odpoctov v najzataZenejSom mesiaci v
niektorej oblasti. Podmienky (11) a (12) definuje hornu a dolnt hranicu rozpéitia. Ostatné
podmienky st obligatorné.

Poznamenajme, ze kazdé optimalne rieSenie modelu RMS je aj optimalnym rieSenim modelu
MMMS. Naviac model MMMS ma aj isté vlastnosti robustného rieSenia t.j. pri niektorych
navyseniach odberov, ktoré mozeme chépat’ ako scendre, ostdva rieSenie optimalne.

3 POCITACOVE EXPERIMENTY

Nase experimenty sme robili na instancii okresov SR zobrazenych na obrazku obr.1.

Obr.1 Okresy s prislusnymi atrak¢nymi obvodmi v SR .

Nakolko sme nemali k dispozicii odpocty v okresoch celej republiky vychadzali sme zo
znamych odpoctov vo Vychodoslovenského kraja, pre ktoré sme vytvorili tento nelinedrny
regresny model:

In(y) = yo: (ax +b) - (m + 6),
kde
e y—odhadovany pocet hodin odpoctu elektromerov,
e 1y, — celkovy pocet odberatel'ov v okresoch Vychodoslovenského kraja,
e x — pocet odberatel'ov v sledovanom okrese,

e m —mesiac v ktorom bol vykonany odpocet.
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Optimaliza¢né vypocty boli vykonané na digrafe G pre SR, protismerné orientované hrany st
na obr.2 zobrazené use¢kami. Mnozinu vrcholov tvori 79 okresnych miest a 179 hran
reprezentuje susedné okresy (so spolo¢nou hranicou).

49

48

Obr.2 Digraf G okresov SR

Modelom pMS sme vypocitali za 0.04 sek. na PC s procesorom Intel i7-5960X, 3.00
GHz, 32 GB RAM 8 jadrami, ze minimalny pocet oblasti je 15. Doby vypoétov pre
modely MMMS a RMS st uvedené v nasledujucej tabul’ke tabl s gap = 0.0.

Tab.1. Doby vypoétov pre modely v sekundach

p MMMS RMS
15 1261 0.25
16 | 473.52 1.15
17 115950 [9.21
18 [4783.30 |48.97
19 |>60000.0 | 108.36
20 | 33598.76 |43.52

4 ZAVER

Tri netradicné model hl'adania p-medidnu v sieti sme aplikovali na problém rovnomerného
odpoctu hodin elektromerov. V prvy model umoziuje vypocet minimalneho poctu oblasti,
ktoré su tvorené susednymi okresmi. Oblast’ je modelovana vstupnou hviezdou v digrafe,
ktorého vrcholy tvoria centralne okresy a orientované hrany spajaju susedné okresy. V druhom
modely je doplnena obmedzujtica podmienka na rovnomernost’ v tvare kvadratickej funkcie.
To umoziuje zrovnomernit’ mesacné odpoctu v oblastiach. Treti model nahradzuje cielovi
funkciu rozpitim mesaénych odpoctov, o vyrazne zniZzuje Casovl narocnost’ vypoctov.
Nakol'ko sme nemali doby odpoctov za celtl Slovensku republiku ale len za Vychodoslovensky
kraj odhadli sme doby odpoctov pre chybajice kraje nelinearnym regresnym modelom. Tento
odhad bude pomerne nepresny ale umoznil nam riesit’ intancie redlnych rozmerov.
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Casova naroénost’ druhého modelu je pomerne velka. Vhodnou alternativou je treti, ¢asovo
nenarocny model, ktorého rieSenie je pripustnym rieSenim druhého modelu. V d’alSom
vyskume sa chceme zamerat’ na dvojetapovy pristup, kde by sa v prvej etape riesil treti model
a v druhej etape druhy model so Startovacim rieSenim z tretieho modelu.

Dal$ou vyzvou je zovieobecnenie hladanej oblasti zo vstupnej hviezdy na orientovany strom
vigsej hibky. Ocakavame, Ze sa opit stretneme s problémom &asovej naro¢nosti. Inou vyzvou
je tvorba robustnych modelov, ktora by naSla uplatnenie pri optimalizicii robustnych
zachrannych systémov (ZS), kde sa v dopravnej sieti hI'adaja centra, v ktorych st umiestnené
stanovistia ZS. Naviac je tu [2,4] jednak poziadavka na ich kapacitu (pocet sanitiek) jednak
neisty dopyt na obsluhu pacientov .
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MOZNOSTI MODELOVANIA EKONOMI(;KYCH PROCESOV
POMOCOU SKRYTYCH MARKOVOVYCH MODELOV!

MODELLING OPTIONS OF ECONOMIC PROCESSES WITH HIDDEN
MARKOV MODELS

Marian Reiff
Abstract

Skryty Markovov model je matematicky model, v ktorom sa d4 analyzovany systém popisat’
pomocou stavov modelovanych Markovovym retazcom. Tieto stavy nie je mozné priamo
pozorovat. Parametre modelu st nezndme a musia byt odhadnuté na zéklade pozorovatel'nych
udajov. Hlavna myslienka skrytého Markovovho modelu je, Ze skryté stavy systému a d’alSie
neviditeI'né informadcie st skryté v pozorovanom procese, ktory je poskodeny uréitym Sumom.
V prispevku sa venujeme prehl’'adu moznosti modelovania ekonomickych procesov pomocou
skrytych Markovovych modelov.

KPucové slova: Skryty Markovov model, Markovov retazec, casovy rad

Abstrakt

Hidden Markov model is a mathematical model in which an analyzed system can be described
using states modelled by the Markov chain. These states cannot be directly observed. Model
parameters are unknown and must be estimated based on observable data. The main idea behind
Markov hidden model is that hidden system states and other invisible information are hidden
in the observed process that is damaged by some noise. In the paper are discussed the
possibilities of modeling economic processes using hidden Markov models.

Keywords: Hidden Markov model, Hidden Chain, Time Series

Teoria skrytych Markovovych modelov sa uz viac ako dve desatroCia pouziva V oblasti
spracovania signalov, najmi v suvislosti s automatickym rozpoznavanim reci. Tato teoria vSak
poskytuje dostato¢ne flexibilné, univerzalne modely aplikovatené v pripadoch, ak su
k dispozicii data typu cCasovych radov jednej alebo viacerych premennych, ato bud
kvalitativneho alebo kvantitativneho charakteru vratane ¢asovych radov s cyklickych vyskytom
hodnét. Vdaka flexibilite modelu sa zaujem o tedriu a aplikacie skrytych Markovovych
modelov rychlo rozsiril aj do inych oblasti:

rozne druhy rozpoznavania: tvar, re¢, gesto, rukopis, podpis, strojovy preklad,
bioinformatika (sekvenovanie DNA, predikcie génov, atd’.),

finan¢né modelovanie: analyza ¢asovych radov réznych ukazovatel'ov,
ekonomia a marketing,

environmentalne Studie (predpovede zemetraseni, predpovede pocasia, atd’.),
behavioralne Stadie (analyzy poctu vrazd, samovrazd, atd’.).

ook wdE

! Tento ¢lanok vznikol s podporou projektu VEGA 1/0368/18 “Cenové stratégie v prostredi
posobenia efektivnych regulacnych mechanizmov na nadnarodnych trhoch sietovych odvetvi
slovenskej ekonomiky”.
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Na tvod spomenieme niekol’ko vyznamnych prac mimo ekonomickych vied — medzi délezité
publikacie z oblasti rozpoznania re¢i mdzeme zaradit’ publikaciu (Rabiner, 1989), ktora
poskytuje praktické detaily o metdédach implementacie tedrie spolu s opisom vybranych
aplikacii teorie s odliSnymi $pecifikaciami pri rozpoznavani re¢i. Autori (Gales & Young,
2008) predstavuju zaklady architektury systému zalozeného na baze skrytého Markovovho
modelu a nasledne popisuju zdokonalenia, ktoré st potrebné na dosiahnutie pozadovaného
vykonu. Rozpoznavanim rukopisu sa zaoberajii publikacie napriklad (Kundu, He, & Bahl,
1988) a (Mohamed & Gader, 1996). Z oblasti bioinformatiky a biofyziky mozeme spomentt
prace (Karplus, Barrett, & Hughey, 1998), (Eddy, 1998) a (Krogh, Larsson, Von Heijne, &
Sonnhammer, 2001) zaoberajiice sa aplikaciami predikcie Struktury bielkovin a analyzy
gendémovej sekvencie. Medzi prvé aplikacie skrytého Markovovho modelu ¢asovych radov na
ekonomickych ukazovatel'och mozno zaradit’ publikacie (Hamilton, 1989) a (Hamilton, 1990),
kde autor skiima povojnovy vyvoj hrubého narodného produktu Spojenych Statov americkych
v zavislosti od skrytych stavov modelujicich ekonomické cykly v Spojenych Statoch
americkych. Hamiltonove prace spopularizovali skryty Markovov model pre analyzu
ekonomickych ¢asovych radov, ked’ze preukazali schopnost modelu zachytit' asymetricky
podmieneny pohyb casového radu alebo asymetrické dynamické vlastnosti ¢asovych radov
pomocou homogénnych podmienenych pravdepodobnosti prechodov medzi stavmi systému.

Vyuzitie skrytého Markovovho modelu na rieSenie napriklad aj uloh finanéného modelovania
mozno vysvetlit' na priklade odhadu fyzikalnej veli¢iny (signalu), kde tilohou je urcit’ vel’kost’
elektrického nadboja. Na meranie elektrického ndboja vSak pouzijeme pristroje, ktorych
predmetom merania st iné veliCiny, z ktorych sa nésledne nepriamo urci velkost' naboja.
V dosledku chyb merania a faktu, Ze nie je mozné velkost’ ndboja priamo odmerat’, ziskame
len jeho ,,necista verziu”. Ciel'om je odfiltrovat’,,necistoty” zo série pozorovanych hodnét, a tak
ziskat' informaciu o velkosti nadboja. V oblasti finanéného modelovania mame k dispozicii
pozorovania casovych radov réznych finanénych udajov a ekonomickych ukazovatelov.
Cielom je zistit', ¢i takéto pozorované udaje obsahujl informéacie o latentnych alebo skrytych
premennych a ak ano, ako by sme odhadli ich dynamiku. Pritom efektivny odhad dynamiky
finanénych premennych a presny odhad parametrov méa vyznamny vplyv na ocenovanie
derivatov, riadenie rizik a alokaciu aktiv a iné rozhodnutia v oblasti finan¢ného modelovania
(Mamon & Elliott, 2007), (Mamon & Elliott, 2014).

V oblasti finanéného modelovania v prvych Stadiach z patdesiatych a Sest'desiatych rokov
dvadsiateho storocia zaoberajucich sa vlastnostami pravdepodobnostného rozdelenia dennych
vynosov aktiv bolo Casto vybrané na ucely modelovania dennych vynosov aktiv normalne
rozdelenie so stacionarnymi parametrami. V praci (Fama, 1965) autor vykonal rozsiahle
testovanie empirickych udajov a zistil, Ze extrémne vel'ké alebo malé hodnoty na chvostoch
normalneho rozdelenia su CastejSie, ako sa predpoklada v pripade normalneho rozdelenia.
Tento jav sa nazyva leptokurtéza a nastava, ked funkcia hustoty pravdepodobnostného
rozdelenia neklesd v okrajovych castiach exponencialne, ¢oho dosledkom je, ze krivka ma
»tazké” chvosty. Taktiez pre distribiciu hodnét dennych vynosov aktiv okolo strednej hodnoty
je charakteristickd Spicatost. Vysporiadat' sa stymto problémom formou volby iného
pravdepodobnostného rozdelenia sa pokusali rdzni autori, napriklad v pracach (Praetz, 1972),
(Blattberg & Gonedes, 1974) autori vyuzivaji Studentovho rozdelenia s malym poc¢tom
stupnov volnosti, v praci (Mittnik & Rachev, 1993) autori zistili, Ze Weibullovo rozdelenie
poskytuje najlepsie vysledky pre denné vynosy akciového indexu S&P 500 medzi rokmi 1982
a1986 avpraci (Granger & Ding, 1995) autori povazuji za vhodné pouzit’ dvojité
exponencialne rozdelenie. Laplaceove rozdelenie sa taktiez pouziva na modelovanie
finanénych radov v publikaciach (Eberlein & Keller, 1995) a (Kozubowski & Podgorski, 2001).
Pre Casové rady dennych vynosov aktiv su taktiez charakteristické vlastnosti s do¢asnym
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charakterom, ¢oho dosledkom je zhlukovanie volatility, pritomnost heteroskedasticity
a autokorelacia, tato problematika je predmetom prace (Granger & Ding, 1995) a (Cont, 2001).
V pripade zhlukovania volatility mozno pouzit’ modely typu ARCH a GARCH, o ktorych je
podrobny prehlad” poskytnuty v praci (Bollerslev, Chou, & Kroner, 1992) alebo modely
stochastickej volatility, ktorych podrobny prehlad’ poskytuje publikacia (Jackel, 2004). Ciel'om
je objasnit’ problematiku aplikdcie skrytého Markovovho modelu, ktory je vhodny na
zachytenie popisanych Specifik pravdepodobnostného rozdelenia, ako aj vlastnosti s docasnym
charakterom. Pomocou Markovoho retazca, konkrétne pomocou podmienenych
pravdepodobnosti prechodu medzi skrytymi (latentnymi) stavmi modelovaného systému, je
mozné modelovat’ Casovi zéavislost. Pre konkrétne skryté stavy sa definuju podmienené
pravdepodobnostné rozdelenia pre distribuciu pozorovanych premennych, ¢o umoziuje
vysvetlit' Spicatost’ a ,,tazké” chvosty normalneho rozdelenia. Ako priklad mozeme uviest
model s dvoma skrytymi stavmi, prvy stav modeluje obdobie s nizkou volatilitou a druhy stav
obdobie s vysokou volatilitou a k jednotlivym stavom prislichaju rézne pravdepodobnostné
rozdelenie dennych vynosov. Modelovanie dennych vynosov pomocou skrytého Markovovho
modelu bolo skiimané niekolkymi autormi. Za vyznamnu pracu mozno povazovat pracu
(Rydén, Terisvirta, & Asbrink, 1998), v ktorej autori preukdzali, Ze skryty Markovov model
s dvoma a troma stavmi dobre reprodukuje vlastnosti (Casové a distribu¢né) dennych vynosov
indexu S&P 500, niekol’ko d’al$ich autorov naviazalo na ich pracu napriklad v publikaciach
(Cecchetti, Lam, & Mark, 1990), (Linne, 2002) a (Bialkowski, 2015). Autori Rydén et al.
(1998) vsak poukazali aj na problém, ze pomocou skrytého Markovovho modelu nie je mozné
modelovat pomaly klesajucu autokorelaéni funkciu Stvorcov dennych vynosov, s tymto
problémom sa neskor zaoberali autori v publikaciach (Bulla & Bulla, 2006) a (Rogers & Zhang,
2011).

Jednou z d’alsich moznych aplikacii skrytého Markovovho modelu vo finanénom modelovani
je analyza portfolia a rizika. Analyzou urokovej miery a kreditného rizika dlhopisov pomocou
skryt¢ého Markovovho modelu sa zaoberali autori v praci (Thomas, Allen, & Morkel-
Kingsbury, 2002). Autori Giampieri, Davis, and Crowder (2005) pouzili skryty Markovov
model pri analyze dlhopisového portfolia, kde pouZili dva skryté stavy, a to stav s normalnym
rizikom a stav so zvySenym rizikom. Ako pozorovatel'né premenné pouzili makroekonomické
ukazovatele HDP, Grokova mieru a vynosy na finanénych trhoch. Banachewicz, Lucas, and
Van Der Vaart (2008) rozsirili model portfolia model autorov Giampieri et al. (2005) o0 analyzu,
¢i vplyva prislusnost’ k odvetviu priemyslu alebo sektora ekonomiky na pociatoéné riziko
investicie. Z d’al$ich prac zaoberajucich sa vyuzitim skrytého Markovovho modelu v oblasti
alokacie aktiv a optimalizacie portfolia spomenieme publikacie (Zhou & Yin, 2003), (Guidolin
& Timmermann, 2007), (Fu, Wei, & Yang, 2014) a (Bae, Kim, & Mulvey, 2014) a (Nguyen,
2017).

V prehlade sucasného stavu vyuzitia skryt¢tho Markovovho modelu sme uz spomenuli
aplikacie v makroekonémii a financnom modelovani, a tretia oblast’ ktord spomenieme je
oblast’ marketingu. Pre vysSie uvedené aplikacie v makroekondmii a finanénom modelovani je
charakteristické, ze skryté stavy st vo vicsSine pripadov modelované pomocou homogénneho
Markovovho retazca, a naopak v marketingu pomocou nehomogénneho Markovoho ret'azca,
pretoze firmy svojimi marketingovymi aktivitami chct ovplyviovat prechod zakaznikov medzi
skrytymi (latetnymi) stavmi. Pravdepodobne prvym skrytym Markovovym modelom
v marketingu bol model od autora Poulsen (1990), v ktorom zakaznici m6zu v priebehu ¢asu
menit’ svoje Clenstvo v latentnych triedach. Skryty Markovov model sa primarne v marketingu
pouziva na modelovanie toho, ako zékaznici (a niekedy firmy) v priebehu ¢asu prechadzaju
medzi sériou latentnych stavov. Po¢nuc druhou polovicou prvej dekady 21. storocia sa aplikacie
skryttho Markovového modelu zacali CastejSie objavovat v marketingovej literature.
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V kontexte zakaznikov modeluju latentné stavy v publikovanych modeloch napriklad:
pozornost’ zakaznikov, v zmysle uptta-neuputa pozornost’ (Liechty, Pieters, & Wedel, 2003),
(Van der Lans, Pieters, & Wedel, 2008) a (Shi, Wedel, & Pieters, 2013), vztah medzi
zakaznikom a firmou (Netzer, Lattin, & Srinivasan, 2008) a (Romero, Van der Lans, &
Wierenga, 2013), systém hodnét zakaznika (Brangule-Vlagsma, Pieters, & Wedel, 2002),
migracia zakaznikov medzi stavmi neaktivny, prilezitostny a lojalny zédkaznik (Mark, Lemon,
& Vandenbosch, 2014), navyky spravania sa zakaznika pri prezerani internetovych stranok
a vyhladavani na internete (Montgomery, Li, Srinivasan, & Liechty, 2004) a (Stiittgen,
Boatwright, & Monroe, 2012), zakaznikova vol'ba z portfolia produktov (Paas, Vermunt, &
Bijmolt, 2007) a (Schweidel, Bradlow, & Fader, 2011), spokojnost’ zdkaznika (Ho, Park, &
Zhou, 2006). Skryty Markovov model je mozné pouzit’ na modelovanie vplyvu marketingovych
aktivit na prechody medzi skrytymi stavmi (Netzer et al., 2008), (Montoya, Netzer, & Jedidi,
2010), (Li, Sun, & Montgomery, 2011) a (Zhang, Netzer, & Ansari, 2014). Absorp¢né stavy
Markovovho retazca je mozné pouzit' na modelovanie straty zadkaznika (Fader, Hardie, &
Shang, 2010) a (Schweidel & Knox, 2013). Jednou spolo¢nou témou vo vsetkych vyssie
uvedenych aplikaciach skrytého Markovovho modelu v marketingu je, ze vo vSetkych
pripadoch je spravanie zakaznika ovplyvnené prislusnost'ou ku skrytému stavu, teda v ktorom
skrytom stave sa nachadza zakaznik, pricom tento stav nie je pozorovatel'ny. Zakaznik mdze
Vv ¢ase prechddzat’ medzi skrytymi stavmi. Prechody medzi stavmi a prisluSnost’ zdkaznika
K uréitému stavu reflektuje vnimanie marketingovych informacii zdkaznikom, zakaznikove
stratégie vyberu, zdkaznikovu vernost, ddéveru, urovenn spokojnosti alebo vSeobecne
zakaznikov vzt'ah k firme. Predmetom vyskumu je ¢asto analyza prechodov zakaznikov medzi
tymito stavmi v kontexte rozhodnutia a ¢innosti firmy vplyvajucej na prechod zakaznika do
stavov, ktoré su pre firmu priaznivejsie.

Na zaver mozno spomenut’, Ze aplikacia skrytych Markovovych modelov v r6znych oblastiach
je mozna vd’aka ich univerzalnosti a matematickej jednoduchosti. Skryty Markovov model je
stochasticky model asa prenho charakteristické nasledujuce vlastnosti (MacDonald &
Zucchini, 1997):

1. Moznost spracovat’ viacero momentov: priemer, rozptyl, autokorelacia.

2. Pravdepodobnost’ sa Tahko vypocita; ¢as vypocétu je linearny vo vztahu k poctu
pozorovani.

3. Marginalne pravdepodobnostné rozdelenia sa daju I'ahko urcit’ a chybajice pozorovania
nepredstavuji problém.
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PRI]VESTOROVA HRA AKO HRA DVOCH HRACOV S NULOVYM
SUCTOM A PARTICIPACIOU REGULATORA SO ZASAHOM V
URCITOM UZLE V GRAFE

SPATIAL GAME AS A TWO-PLAYER GAME WITH ZERO SUM AND
PARTICIPATION OF A REGULATOR WITH AN IMPACT IN A
CERTAIN NODE IN A GRAPH

Allan Jose Sequeira Lopez

Abstrakt

V kazdom konkuren¢nom modeli dochadza medzi hraémi (firmy) k situacii, kde si konkuruja,
aby ziskali viac klientov a vacsi trhovy podiel. Prispevok sa zaobera grafickym modelovanim
situacie, kde dve konkurujtiice spolo¢nosti ponukaju identicky produkt, ktorého cena sa moze
lisit’. Diferencidcia v cendch moze suvisiet’ s cenovou politikou kazdej firmy alebo od vplyvu
externej entity (reguldtora) v urcitom uzle na trhu. Najjednoduch$im spoésobom implikacie
preferencie urcitého uzla reguladtora je vo forme subvencie alebo pokuty. Uveden situdciu
moézeme modelovat’ ako hru dvoch hracov, v ktorej externa entita (regulator) ovplyviuje
umiestnenie hra€ov na trhu podl'a svojich preferencii. Priebeh hry definujeme vo vyvojovom
diagrame.

KPucové slova: priestorovd konkurencia, preferencia reguldtora, tedria hier, cenovd
reguldacia

Abstract

In every competition model the participants — entities (companies) — are involved in the
situations where they compete with the purpose of gaining more clients and a bigger market
share. The paper is focused on graphical modelling of such a situation when two competing
companies offer identical goods on the market, but the price of these goods may vary. The
variation in price could be done by the price policy of each firm or by the influence of an
external entity (regulator) in a specific node of the market. The easiest way to implicate a
node preference would be to regulate the price in a form of a subsidy or a penalty. Such
situation can be modelled as a two player game in which the external entity regulates the
location of the players according to his preference. The game process is defined in a flowchart
diagram.

Keywords: Spatial competition, requlator preference, game theory, price regulation

1 UVOD

Prispevok je zamerany na lokacné modely, ktoré su sucastou modelov priestorovej
konkurencie. Modelujeme umiestnenie dvoch konkuren¢nych spolocnosti, ktoré ponukaju
identicky produkt za r6zne ceny na geograficky determinovanom trhu. Prvé zname modely st
spojené predovsetkym s Hotellingom (Hotelling, 1929). Hotelling vSak uvazoval o umiestneni
pozdiz &iary a nase uvahy rozsirime pridanim priestorovej §truktiry, ktor mozno opisat’ ako
graf. Model d’alej rozSirime o situdciu, ked’ regulator chce aktivne zasiahnut a regulovat
umiestnenie firiem na konkrétnom mieste. Je zrejmé, Ze preferencie regulatora nie vzdy
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zéavisia len od ekonomickych prinosov, ale mozu to byt Cisto politické rozhodnutie na
podporu urcitych oblasti (Sequeira Lopez & Cickova, 2018).

Najjednoduchsi sposob, ako vziat do tuvahy preferencie uzlov, je reguldcia ceny
prostrednictvom urcitej formy dotacie alebo sankcie. Takéto spravanie moze sposobit
negativne externality, napriklad z dévodu vysSieho dopravného zatazenia, ktoré spdsobuje
vysSie znecistenie celého tzemia, a to nielen v danej lokalite. V niektorych pripadoch sa riesi
moralny problém, ako napriklad zriadenie kasina v obytnej oblasti. Jednym z hlavnych
faktorov v preferovanych oblastiach je aplikacia vedomého zonovania (Sequeira Lopez,
2018). Uzemné planovanie sa pouziva ako spdsob izolacie negativnych externalit (napr.
zneCistenia) mimo verejnych oblasti alebo v pripade podpory produktov alebo sluzieb v
preferovanej oblasti (Pekar J. et all, 2012). Na druhej strane zékaznici, ktori sa riadia
odporti¢aniami reguldtora, podporujii miestnu ekonomiku a moézu tiez sposobit’ nizsi
negativny vplyv na zivotné prostredie.

2 PRIESTOROVA HRA S REGULACIOU URCITEHO UZLA
Analyzovana hra je zalozena na (Sequeira Lopez & Cickova, 2018), ako aj nasledujucich
predpokladoch: Nech N = {1,2,..n} je mnozina zakaznikov anech je dany konecny
priecbezne orientovany graf s hrani¢énymi hodnotami G = (V,H), kde V predstavuje
neprazdnu mnozinu n prvkov uzlov grafu a H ¢ VxV predstavuje mnozinu hran hy; = (v;, v;)
od uzla v; k uzlu vj, pricom kazdej orientovanej hrane h;j je priradené redlne ¢islo o(hy;),
ktoré sa oznaCuje ako ocenenie alebo hodnota hry h;;. Priestorova hra je formulovana
v ohodnotenom grafe G = (V,H) s rovnakou mnozinou uzlov ako na graf G, kde H je
mnoZina hrdn medzi kazdou dvojicou uzlov v; a vj, priCom ich ocenenie je rovné minimalnej
cene medzi uzlami v; a v; v povodom grafe, i,j € V. V kladnom pripade predpokladime, Ze
o(h;j) = d;; kde d;; predstavuje miniméalnu vzdialenost’ (najkratSiu dizku cesty) medzi
uzlami v; a v;, potom matica D, = {d;;} je matica najkratsich vzdialenosti.

Predpokladajme, ze existuju dve spolo¢nosti (hraci) P = {1,2}, ktoré¢ ponukaju homogénny
produkt (tovar alebo sluzbu) a tieto spolo¢nosti maji moznost’ umiestnit’ svoje pobocky v
jednom z uzlov, to znamena v akomkol'vek prvku mnoziny V = {1,2, ... n}, ktoré su zaroveni
sidlom zdkaznikov. Uvazujeme o konStantnom (jednotkovom) dopyte v kazdom uzle. Hoci
obaja hra¢i ponukaji identicky produkt v neobmedzenom mnozstve, cena produktov je
odli$na. Oznaéme p® cenu produktu hrada 1 a p® cenu produktu hraéa 2. Neuvazujeme o
Ziadnych obmedzeniach kapacity, kazdy zdkaznik si moéZze kupit' produkt ktorejkol'vek
spolo¢nosti. Predpokladdme tiez, ze zakaznik vzdy uskutoctiuje ndkup, to znamend, ze
neuvazujeme o stratenom dopyte.

Zasahy regulatora alebo externej entity budeme chéapat’ ako kazdi zmenu v hre, ktora nebola
sposobend priamo konanim hracov.

Do predchadzajucich predpokladov treba doplnit’ povahu a spravanie sa regulatora a jeho
preferencie. Regulator svojou preferenciou ovplyviiuje spravanie sa zakaznika tym, ze urci
uzol (Il € V) , ktory definujeme ako neziaduci uzol, v ktorom sa regulator snazi zakazat
aktivity hracov v grafe ¢ = (V,H). lde teda o uzol, v ktorom je z pohl'adu regulatora
vybudovanie prevadzky neziaduce.

Uvazujme, ze cena bude zahfiiat’ pokutu alebo inu formu zataZujicej sankcie. Uvedena
sankcia bude mat’ vplyv na maticu platieb obidvoch hracov. Tym, ze cena bude zvySena
v uzle [ o pokutu, rozhodnutie hra¢ov v hre sa zmeni, lebo toto zvySenie sa priamo prejavi
v nékladoch spotrebitel’a. Nech vyska pokuty je oznacena ako s € R*.
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Potom mozno maticu nakladov pre hraca 1 definovat’ na zaklade (Sequeira Lopez & Cickova,
2018) ako NW = { (1)} i,j = 1,2,...n,i,j # 1, pricom prvky matice su definované
nasledovne:

m—t*d i +p®, j=12..n

apre j =1 prvky matice N uréime ako N = {nfll)} i,l = 1,2,...n,i # [, pricom
prvky matice su definované nasledovne:

(1)_t*dl+p()+Sll—12 n as€R? (5)

Analogicky pre hra¢a 2 definujeme maticu nakladov N = {ni(]?)}, Lj =12,..nj#1,

pricom prvky matice si definované nasledovne:

(f)—t*d +p®, i,j=1,2..n

apre j =1 prvky matice N®® uréime ako N® = {nfll)} i,l = 1,2,...n,i # [, pricom

prvky matice su definované nasledovne:

(2)—t*dil+p(2)+s, i,l=12..n a s€R* (6)

Matica (5) a (6) berie do tivahy celkové dopravné naklady od i —teho zakaznika k prislusne;j
spolo¢nosti, ndkupnll cenu produktu, ako aj zasah regulatora, to znamena zvysenie ceny o s.
V pripade, Ze sa spolo¢nost’ nachadza v uzle j alebo | tak bude znamenat’ celkové dopravné
naklady od i —teho zakaznika k j respektive | spolo¢nosti.

Dalej predpokladdme nasledujice: Ak hra¢ 1 umiestni svoju prevadzku v j-tom uzle, ziska
zékaznika z i-teho uzla, len ak n(l) < n(z)l j =1,2..n, respektive ak n( ) < n(Z)L l=

1,2..n, ak n(l) nl(]Z) alebo n(l) l(l), hra¢i si rozdelia dopyt rovnakym dielom;

V opacnom prlpade zakaznik z i —teho uzla bude obsluzeny hracom 2. Potom mozno urcit
prvky matice platieb hrac¢a 1 (A), ktoré vyjadruju pocet obsadenych uzlov. Cely tento proces
mozno charakterizovat’ nasledujucim vyvojovym diagramom:
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Inputn:i j, k,I;
Inputpy, p: ;
Input t, s;
Inputtabled (ij)

‘ Declare (i), (5}, mali) ‘

[]
set ny(ij}=0, na{ij)=0; ‘

Fori,j, kI do

(i j}=mafi,l);
Na{i,j)= na{i,l)

ny(if) =t d(il) + ps +s;

ny(ij)=t*d(ij) +ps;
’7 nulif) =t d(i)) + pots; (i) =t (i) + —‘

Output ny(if}, na(id); Outputny(if), na(ij);

]

Fori, j, k, do

(ki) <nzfk,j);

nafk,i) 20
M F

Outputa(ij)

Zdroj: Vlastné spracovanie

Z vyvojového diagramu vyplyva, Ze je potrebné overit' podmienku, na zaklade ktorej uzol
j, (G € V) bude rovny uzlu [, (l € V), lebo v pripade tohto uzla budu naklady zvySené o
sankciu s,s € R*. Podmienky pre uzol [, (I € V) mozno vyjadrit' deklarovanym parametrom,
ktory bude ovplyvnit’ rovnice n, (i, j) a n,(i,j), to znamena rovnice celkovych nakladov, a to
minimélne o parameter s, s € R*.

V slucke (loop) ide o0 rovnaké podmienky pre n, a n,, ako st uvedené v (Sequeira Lopez &
Ci¢kova, 2018), ale navyse pridava podmienku v pripade vzdialenosti od i-teho zakaznika
do I-teho uzla pre tieto matice. Vysledkom bude matica platieb prvého hraca A.

Je zrejmé, ze uvedeny scenar moze byt’ opacny, ak zamerom regulatora nie je obmedzenie, ale
naopak podpora uréitej oblasti. V tomto pripade by regulator neuvalil sankciu na vybrany
uzol, ale formou urcitej subvencie by napriklad pokryl ¢ast’ nakladov.

Uvedeny model moZno rozsirit' doplnenim dalSich parametrov, napriklad zohladnenim
rozneho dopytu v jednotlivych wuzloch. Zékladné vychodiskd budi rovnaké ako
v predchadzajuicom modeli, ale predpoklad bude rozsireny o réznu urovenn dopytu — kazdy
uzol mé v skutocnosti roznu vahu a tato vaha je dana tym, Ze v kazdom uzle byva rdzny pocet
obyvatel'ov a velkost wuzla je rézna v zavislosti od poctu obyvatelov alebo poctu
navstevnikov. Rozne rozsirenia zakladného modelu st predmetom d’alSieho skiimania autora.

Na matematické rieSenie mdze byt pouzity profesionalny softvér GAMS, ktory patri medzi
vykonné optimaliza¢né vypoctové prostredia. Vypocet konkrétneho prikladu z dévodu
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rozsahu Vtomto prispevku neuvadzame, ale bude predmetom dalSich prac autora
zaoberajucich sa problematikou tedrie hier v modeloch priestorovej konkurencie.

3 ZAVER

Teoriu hier je mozné pouzit na rieSenie Specifickych problémov priestorovej konkurencie.
Prispevok je zamerany na $pecificky pripad, ked’ je do hry zapojeny regula¢ny subjekt. Proces
hry je znazorneny prostrednictvom vyvojového diagramu, ktory znazoriiuje situaciu, kedy
regulator ovplyvituje cenu produktu alebo sluzby prostrednictvom vyrubenia sankcie.
Problém je formulovany pre duopol na strane ponuky. Predajcovia rozhoduji o umiestneni
svojej prevadzky a zaroven sa snazia reSpektovat’ spravanie kupujucich, ktori minimalizuju
naklady spojené s cenou a prepravnymi nakladmi. Kupujici reaguji na stratégiu regulacného
subjektu; v tomto pripade aj predajcovia st povinni to nasledovat’.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0351/17 Aplikacia
vybranych modelov tedrie hier pri rieSeni niektorych ekonomickych problémov na
Slovensku.
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APLIKACE MARKOVOVYCH RETEZCU - PRAK]:ICKY PRIKLAD:
PLANOVANI LIDSKYCH ZDROJU

MARKET CHAIN APPLICATION - PRACTICAL EXAMPLE: HUMAN
RESOURCES PLANNING

Milan Svoboda

Abstrakt

Prispévek se zabyva aplikaci kvantitativnich metod v oblasti fizeni lidskych zdroji v
organizaci. Zamé&fuje se na vyuziti absorpénich Markovovych fetézcu a jejich aplikaci pro
feSeni praktické ulohy, coz je ilustrovano na konkrétnim piikladu. Uvedeny ptiklad miize
poslouzit ¢tenafiim z okruhu akademické obce jako rozSifujici materidl pro vyuku a
studenttim ukazat, Ze tyto metody mizou mit i praktické vyuziti.

Kli¢ova slova: Kvantitativni management, absorpcni Markovi retézec

Abstract

The paper deals with the application of quantitative methods in the area of human resources
management in an organization. It is focuses on the use of absorption Markov chains and their
applications for solving practical problems, which is illustrated on a concrete example. This
example can be used by readers from the academic community as an expanding material for
teaching, and can show students that these methods have a practical use.

Keywords: Quantitative management, absorption Markov chain

1 UVOD

Pii vyuce predmétl zabyvajicich se matematickym modelovanim v podnikovém fizeni, at’ uz
pfedméty maji jakykoliv ndzev, napf. stochastické modely, kvantitativni management ¢i
manazerské modelovani, se setkivame velmi Casto S nezdjmem studentid o tyto predméty.
Jednou z pfi¢in tohoto nezajmu byvaji pochybnosti o praktické vyuzitelnosti téchto metod
v praxi. Velmi ¢asto je od studentt slySet otazka: “A k ¢emu mi to bude?* Jednou z moznosti
jak zvysit zajem o tyto pfedméty, je vysvétlovat ucivo na ptikladech, které se co nejvice
piiblizuji realité. Cilem tohoto ptispévku je nabidnout Ctenditim z fad akademické obce
prakticky piiklad na vyuziti absorpénich Markovovych fetézct.

Jednim z takovych “realnych problému* muze byt nasledujici tloha. Armada bude za dva
roky pottebovat 500 vojéki do nove vznikajiciho ttvaru specidlnich sil. Aby mohl byt vojak
do utvaru zafazen, musi projit ndro¢nym dvouletym vycvikem, ktery je slozen ze 4 dil¢ich
kurzd (modult, semestrit). Na zavér kazdého kurzu musi vojak slozit zkousku. V piipadé, ze u
zkousky neuspéje, je vojak zvycviku vyfazen a déle jiz nepokracuje. Dlouhodobym
sledovanim se zjistilo, Ze Gspésnost u zkousek v jednotlivych kurzech je, po fadé, nasledujici:
80 %, 60 %, 70 %, 90 %. Naklady na vycvik jednoho vojaka v jednom kurzu ¢ini 80 pj
(penéznich jednotek). Rozhodnéte, kolik vojakii musi byt zafazeno do vycviku, aby s 90%
pravdépodobnosti méla armada za dva roky pozadovany pocet vojaku. S jakymi naklady na
vycvik vojaka v pfistich dvou letech musi armada pocitat?
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2 TEORETICKE MINIMUM

Priichod vycvikem Ize modelovat s vyuzitim Markovovych fetézcti. Markovovy fetézce (MR)
jsou nejjednodussim typem Markovovych procest. Teorie Markovovych fetézct je
V literatufe velmi dobie popsana, Ctenafiim Ize doporucit napi. Lukas (2009) nebo Kofenar
(2010). MR se pouzivaji pro modelovani stochastickych procesti, které se mohou nachézet
Vjednom z kone¢ného poétu stavii v diskrétnich Gasovych okamzicich. MR rozumime
posloupnost diskrétnich ndhodnych proménnych X1, Xz, Xs,...., majici Markovovu vlastnost,
kterou mizeme formalné popsat nasledovné:

P(xml = X | Xl =X, xz = Xgpeeeen Xn = Xn): P(xn+1 = Xl xn = Xn)

Jinymi slovy feéeno, MR je nahodny proces s diskrétni mnozinou stavi, diskrétnim asem a
takovy, ze pravdépodobnost pi(n), ze v Casovém okamziku t, bude proces ve stavu i, je
stochasticky zavisla pouze na stavu v predchozim okamziku (fetézce nemaji pamét), tj. na
stavu v Case tn-1. Jednotlivé realizace Xi jsou prvky spocéetné mnoziny S = {si}, i =1, 2,...., N,
kterou nazyvame stavovy prostor.

Chovani vyse popsaného procesu je urceno:

e vektorem absolutnich pravdépodobnosti p(n)™=[pi(n), pz(n), ...... , pn(n)], kde T znaci
transpozici. Pro n =0, 1, 2, ..., zna¢i pi(n) pravdépodobnost, Ze proces je v okamziku n ve
stavu i.

e matici podminénych pravdépodobnosti prechodii P, jejiz jednotlivé prvky pij udavaji
podminénou pravdépodobnost pfechodu procesu ze stavu i do stavu j, coz muZzeme
formaln¢ zapsat pi; =P(Xn =Sj [Xn-1 = i), kdei=1,2,..Naj=1,2,..N.

Zname-li pravdépodobnost vyskytu jednotlivych stavii v okamziku, kdy proces zacina,
muzeme popsat chovani procesu pomoci nésledujiciho vztahu:

p'(n)=p" (n-1)P

Podle vzdjemné dosazitelnosti mezi dvéma riznymi stavy rozliSujeme fetézce regularni a
absorp¢ni. Pro modelovani nasi ulohy vyuzijeme absorp¢ni fetézce.

2.1 Absorpéni Fetézce

Absorpénimi fetézci nazyvame takové MR, ve kterych se vyskytuji jen piechodné a absorpéni
stavy. Absorp¢ni stav je takovy, u né¢hoz pravdépodobnost setrvani v daném stavu je rovna
jedné. Tedy stav nelze opustit. Pfechodné stavy jsou takové, Ze se z nich lze dostat do stavi,
ze kterych se uz nelze dostat zpét.

U absorp¢nich fetézell fadime stavy v matici pravdépodobnosti ptechodu tak, abychom ziskali
v matici pravdépodobnosti pfechodu nésledujici submatice:

x o)

Je-1i celkovy pocet stavii N a pocet prechodnych stavii p, potom jednotkova submatice |
pravdépodobnosti pfechodu mezi jednotlivymi absorpénimi stavy ma rozmér (N — p) -
(N —p). Submatice Q udava pravdépodobnosti ptechodu mezi prechodnymi stavy a ma
rozmér p -p a submatice R udava pravdépodobnosti pifechodu z pfechodnych stavi do
absorpénich a ma rozmér p - (N — p). Pro uplnost dodejme, ze 0 je nulova matice o
rozmérech (N —p) -p udavajici pravdépodobnosti piechodu z absorp¢nich stavi do
pfechodnych stavu.
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U absorpcnich fetézcii obvykle sledujeme stiedni pocet prichodi prechodnymi stavy a
pravdépodobnosti pfechodu do absorp¢nich stavi. Stiedni pocet prichodii prechodnymi stavy
udavé fundamentalni matice N, kterou ur¢ime dle nasledujiciho vztahu:

N=(1-Q)"

Pravdépodobnosti pfechodu do absorpcnich stavi uddava matice B, kterou ur¢ime dle
nasledujici vztahu:

B=NR

3 SESTAVENI MODELU A RESENI

Proces pruchodu vycvikem lze modelovat absorpénim Markovskym fetézcem. V modelu se
vyskytuji ¢tyfi pfechodné stavy: s1 - vojak nastoupil do prvniho kurzu , s2 - vojak nastoupil
do druhého kurzu, S3 - vojak nastoupil do tfetiho kurzu, S4 - vojak nastoupil do ¢tvrtého
kurzu. V modelu mame dva absorp¢ni stavy: Ss - vojak byl z vycviku vyfazen (neudé¢lal
zkousku na konci néjakého kurzu) a stav S - vojak uspésné prosel vycvikem a muze byt
zatazen do specidlnich sil.

Matice podminénych pravdépodobnosti pifechodu P a jeji submatice B a Q pak obsahuji
nasledujici prvky:

sf1 0 0 0 0 O

s/ 0 1 0 0 0 O 02 0 008 0 O

/10,2 0 0 08 O 0 0,4 O 0O 0 06 O
p="1 . B= , Q=

s,1]004 0 O O 06 O 03 O 0 O 0 0,7

/0,3 0 0 O O 07 0,1 0,9 0O 0 0 O

/01 09 0 0 0 O |

K provedeni vypocti postacuje bézné dostupny tabulkovy kalkulator MS Excel. K vypocétim
pouzijeme maticové vzorce INVERZE (vrati matici inverzni k matici obsazené v argumentu
matice) a SOUCIN.MATIC (vrati sou¢in dvou matic). Podrobn&jsi popis vzorcli lze nalézt
napt. v BroZ a Bezvoda (2011). Fundamentalni matice, pocitana dle vySe uvedeného vztahu,
ma prvky:

-1

1 08 O 0 1 0,8 0,48 0,336

N o 0 1 -06 0 | [0 1 06 042
1o 0 1 07! |0 o 1 07
0 0 0 1 0 0 O 1

Prvky matice N interpretujeme nasledovné. Prvni fadka matice nam fika, ze pokud je vojak na
zacatku vycviku, S80% pravdépodobnosti se dostane do druhého kurzu, se 48%
pravdépodobnosti se dostane do tfettho kurzu a s 33,6% pravdépodobnosti postoupi i do
¢tvrtého kurzu. Dale spocitame matici B.

1 0,8 0,48 0,336][0,2 07 [06976 0,3024
0 1 06 042[/04 0| |06220 0,3780
“lo o 1 07 /]03 o/ |03700 0,6300
00 0 1 [|lol 09| |021000 0,9000

B=NR
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Matice B popisuje GispéSnost vojaka pii vycviku. Je-1i vojak na zacatku vycviku (nastoupil do
prvniho kurzu), s pravdépodobnosti 0,6976 vycvik nedokondéi, tj. néjakou ze Ctyi zkousek,
které ho postupné cekaji, neudéla. Naopak s pravdépodobnosti 0,3024 vSechny zkousky
uspésné splni a mize nastoupit ke specialnim silam. Pokud je uz vojak v druhém kurzu, tj. ma
za sebou Uspésné prvni kurz, potom s pravdépodobnosti 0,6220 vycvik nedokonc¢i a
s pravdépodobnosti 0,3780 vycvik uspésné dokonci. Obdobné lze interpretovat i zbyvajici
radky matice.

Pravdépodobnost, ze vojak, ktery nastoupi do vycviku, ho uspésné dokonci, je tedy 0,3024.
Pravdépodobnost, Ze z n vojakl zarazenych do vycviku, ho uspésné dokonci pravé X, se fidi
binomickym rozdélenim. My hledame takové n, pro které plati, ze pravdépodobnost, ze X
bude v¢étsi nebo rovno 500, je 90%. Pro vlastni vypocet je vhodnéjsi tento pozadavek vyjadrit
ptes doplnék pravdépodobnosti, tedy, aby pravdépodobnost, ze X bude mensi nez 500, byla
méné nez deset procent. CoZ miizeme zapsat:

499
P(x<500) = Z(Zj .0,3024*-0,6976" < 0,1

x=0

Tuto ulohu s neznamou n, mizeme vyteSit v MS Excel s vyuzitim funkce BINOM.DIST
(funkce vraci hodnotu distribuéni funkce pro binomické rozdéleni) a nastroje HLEDANI
RESENI (numericky spoéitd hodnotu vstupu pro pozadovany vystup). S vyuzitim vyse
uvedeného ziskame feSeni: n = 1 736. Tedy pokud arméda s 90% pravdépodobnosti chce mit
za dva roky k dispozici minimalné 500 vycvic¢enych vojakt, musi jich do vycviku nyni zafadit
1736.

K nalezeni n muizeme alternativné¢ vyuzit aproximaci binomického rozdéleni normalnim
rozdélenim. Je-li n dostateéné velké (je-li splnéna podminka: np(1 —p) > 9), je mozné
binomické rozdéleni Bi[n;p] aproximovat normalnim rozdélenim N[np;np(1-p)]. Potom plati:

500-0,3024n

=-1,2815 a odtud n=1734,5.
\/n-0,3024-0,6976

o _ X7 |l 0,1 coz vede k rovnici
np(1-p)

Nyni uZ mizeme urcit o¢ekavané naklady, které armada b&hem piistich dvou let bude muset
vynalozit. Oc¢ekavané pocty vojakt Vv jednotlivych kurzech ziskdme pronasobenim poctu
vojaki zatazenych do vycviku pravdépodobnostmi z prvniho fadku fundamentalni matice.
Pak v prvnim kurzu bude 1 736 vojaku; ve druhém lze ocekavat 1 388,8 vojaku, ve tietim
833,28 a ve ¢tvrtém 583,296. Ocekavané naklady na vycvik tedy budou:

0cekavané naklady =1736 (1 +0,8+0,48+0, 336) -80pj =363310p5

Dodejme, Ze v praméru z 1 736 vojakti zatazenych do vycviku, by vycvik mélo Gspésné
dokoncit 525 vojak.

4 ZAVER

Tento piiklad se autorovi osvédéil pii vykladu absorpénich MR. Kromé vyuziti pii vykladu
MR miize tiloha poslouzit téZ k zopakovani, obvykle jiz zapomenutého, uéiva ze zakladniho
kurzu statistiky (binomické rozdéleni a jeho aproximace normalnim rozdé&lenim). Ulohu Ize
modifikovat napiiklad zménou poctu kurzii, zménou pravdépodobnosti tspéchu. Da se i
rozsifit o dalsi ¢ast, naptiklad tim, Ze jednotlivé kurzy budou mit rozdilné kurzovné a potadi,
Vv jakém je mozno kurzy absolvovat, je libovolné (zadny kurz neni podminén splnénim
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jiného). Ukolem potom je, vedle stanoveni poétu zafazenych Gcastnik®, i volba takového
poradi kurzli, aby naklady byly co nejmensi.
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MINIMALNA MZDA!

MINIMUM WAGE

Karol Szomoldanyi

Abstrakt

Minimalna mzda nie je nastroj socidlnej politiky. Z chudobnych nekvalifikovanych
zamestnancov robi nezamestnanych. Ak sa nizkoprijmovym zamestnancom zvySi mzda na
zékonom pozadovanui hodnotu, zvysi sa aj ich oCakavané pracovné nasadenie a pracovny
stres. Statistiky vykazujuce zvySenie priemernej mzdy efektom zvysenia alebo zavedenia
minimalnej mzdy nevypovedaju o v§eobecnom zvyseni kipnej sily ani o zvySeni blahobytu
obyvatel'stva. Priemerné mzdy rastd, lebo l'udia s najniz§imi mzdami sa stani nezamestnani
a d’alSej skupine zamestnancov sa mzda zvysi na zdkonom poZadovant hodnotu. T4 vSak nie

je zadarmo, jej cenou je VACSi pracovny stres a preto nemozno jednoznacne tvrdit’ o zvySeni
blahobytu tejto skupiny zamestnancov.

KUrucové slova: minimdlna mzda, produktivita, nezamestnanost, trh prdce

Abstract

Minimum wage is not a social policy tool. It makes unemployed from poor low-skilled
employees. If wages of low-wage employees increase to the required legal value, their
expected working effort and work-related stress will also increase. Statistics showing an
increase in the average wage by the effect of raising or introducing a minimum wage do not
indicate a general increase in purchasing power or an increase in the welfare of the
population. Average wages are rising because people with the lowest wages will become
unemployed and wages of another group of employees will increase to the required value.
However, it is not free, its cost is greater work stress and therefore we cannot claim
unequivocally that welfare of this employed group is increasing.

Keywords: minimum wage, productivity, labour market

1 UVOD

Aky je zmysel minimalnej mzdy? Odpovedat’ na tuto otazku nie je jednoduché. Jej zmysel,
poslanie alebo ciel’ nie je upraveny zakonom (Zékon o minimalnej mzde 663/2007 Z.z.).
Podl'a najlepSieho vedomia autora tejto prace, nepozname teoretické zdovodnenie existencie
minimalnej mzdy. Prvoplanova odpoved’ mdze byt, Ze miniméalna mzda sluzi ako nastroj
socialnej politiky. Ak existuje zdkonom garantovany minimalny prijem, najchudobnejsi
zamestnanci si polepSia. Podobnl argumentaciu vyuzivaju lavicové politické sily, ktoré
Vv sucasnosti na Slovensku vytvaraju nemaly tlak na zvySenie hodnoty minimalnej mzdy.
Takéto uvazovanie mozno podporit’ skuto¢nost’ou, Ze zvySovanie minimalnej mzdy sposobuje
zvySovanie priemernej mzdy anie vo vSetkych pripadoch bolo namerané znizenie
nezamestnanosti.

! Tento ¢&lanok vznikol s podporou projektu VEGA ¢&. 1/0294/18, ,,Analyza kratkodobej a dlhodobej dynamiky
ekonomického vyvoja eurdpskych postkomunistickych krajin a ich regiénov*.
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Avsak prihliadnuc na ekonomicku teoriu tvorby mzdovej sadzby, tdito motivacia zavedenia,
udrZiavania a zvySovania minimalnej mzdy je, ako ukdzeme v tejto praci, problémova. Ak
zavedenie alebo zvySenie minimalnej mzdy nie je priamo sprevadzané zvySenim
nezamestnanosti najmenej kvalifikovanych ekonomicky aktivnych T'udi, prejavi sa ich
odchodom z thrnnej pracovnej sily. ZvySenie priemernej mzdy preto neznamena zvySenie
kupnej sily a blahobytu obyvatel'stva. Aj ked sa niektorym zamestnancom zvys$i mzda na
hodnotu novej minimélnej mzdy, ich zamestnavatelia sa snaZia svoje straty sposobené
vys$§imi pracovnymi nakladmi kompenzovat na zamestnancoch inak. Preto nemoZzno
jednozna¢ne konstatovat, ze zavedenie alebo zvySenie minimalnej mzdy pomoze zvysit
blahobyt asponi tejto skupine zamestnancov. Zvysi sa im sice prijem z prace, ale na druhe;j
strane sa im zvysi aj stres v praci. Neprekvapi, ze v ekonomickej historii vo svete existovali aj
iné ako socialne motivy pre vznik minimalnej mzdy.

Aby sme pochopili G€¢inky zavedenia alebo zvySenia minimdlnej mzdy, potrebujeme pochopit’
spdsob, akym sa tvoria mzdy. Zameriame sa na sucasnu prevladajicu teoriu vymedzujiucu
vzt'ahy na pracovnom trhu. Vyuzitim modelu mozno vyslovit’ dolezité predpoklady spravania
na trhu prace po =zavedeni alebo zvySeni minimdlnej mzdy, ktoré konfrontujeme
S empirickymi pozorovaniami.

2 MODEL TVORBY MZDOVEJ SADZBY

Iste existuje mnozstvo ekonomickych teorii tvorby miezd na trhu prace. V sicasnosti mozno
povazovat za hlavny teoreticky prad Diamondov-Mortensenov-Pisaridesov. DMP model
pomenovany podl'a laureatov Nobelovej ceny v roku 2010 (Mortensen a Pisarides, 1994).
Uvazujeme zjednodusenu uéebnicovu verziu modelu (Williamson, 2017). Pre zjednodusenie
neuvazujeme nezamestnaneck podporu. Podla teorie existuje kone¢ny pocet volnych miest
vytvorenych firmami a kone¢ny pocet uchadzaov o pracu (pocet uchadzatov budeme
oznacovat symbolom N). Problém hladania prace je spojit’ kazdé volné miesto jednym
zamestnancom. Pre naSe uCely nepotrebujeme zajst do detailov tohto problému, viac sa
zameriame na spOsob, ako uzavra firma a uchadzac o pracu pracovni dohodu, ktorej sucast’ou
je aj dohodnuta mzda. Ak firma najde zamestnanca i, (i = 1...N) pre vol'né pracovné miesto,
ich spolo¢ny zisk (produktivita zamestnanca i) je zi. Podl'a teorie dohody, ktoru rozpracoval
d’alsi laureat Nobelovej ceny John Nash (Nash, 1950), o spolo¢ny zisk sa podelia firma, ktora
ponukla pracovné miesto (a kapital k nemu) azamestnanec, ktory pontkol svoju pracu.
Sposob, akym sa podelia zavisi od trhového postavenia firmy a zamestnanca i. Cim
dominantnejSie je postavenie zamestnanca, tym vicsSiu Cast’ zo spolo¢ného zisku mu firma
zaplati v podobe miezd. Silu zamestnanca i mozno vyjadrit’ premennou a;, 0 < a; < 1, potom
mzda zamestnanca i je wi = a; - zi, pre vSetky i = 1...N. Zisk firmy z naplneného pracovného
miesta i po odcitani pracovnych nakladov je (1 — &) - zi.

Co predpoveda model, ak vlada zavedie minimalnu mzdu? Vyska mzdy zamestnanca i zavisi
od jeho produktivity na danom pracovnom mieste zi a od jeho trhovej sily ai. Zavedenim
minimalnej mzdy sa nezmeni produktivita ani trhové postavenie zamestnanca. Podla efektu
zavedenia minimdlnej mzdy mozno zamestnancov rozdelit’ do troch kategdrii Ny, Np, @ Ny.

I.  Pre vSetkych zamestnancov N, ktorych sucasnd hodnota mzdy je vysSia ako minimalna
mzda, t.J. wi > b sa nezmeni ni¢, kde b je hodnota minimalnej mzdy, i € Ni.

II.  Minimélna mzda negativne zasiahne zamestnancov Ny, ktorych produktivita na danom
pracovnom mieste je niz§ia ako minimalna mzda, t.j. zi < b, kde i € Nyi. Spolo¢ny zisk
firmy a zamestnanca nestaci na vyplatenie minimalnej mzdy, preto model predpoklada,
Ze tito zamestnanci budu prepusteni — stant sa nezamestnani.
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1. Poslednd kategoéria zamestnancov Ny su ti, ktorych aktudlna mzda je menSia ako
minimalna mzda, ale na druhej strane ich produktivita je vyssia, t.j. wit > b A zi > b, kde
indexom t oznacujeme obdobie pred zavedenim minimalnej mzdy, i € Nii. Znamena to,
ze spolo¢ny zisk zamestnanca a firmy je vy$$i ako minimalna mzda. Ak sa majitelia
firmy dokazu uskromnit’ zo svojho povodného prijmu z daného pracovného miesta,
zaplatia zamestnancovi mzdu, t.j. wit+1 = b. Novy zisk firmy z naplneného pracovného
miesta bude zi — b, pricom (1 — ai)-zi >zi — b > 0. Ked’ze napriek tomu, Ze zisk firmy
Z naplneného pracovného miesta sa znizi, stale je kladny, predpokladame, ze racionalna
firma je ochotna produkovat’ kladny zisk a tak zamestnanca neprepusti.

3 PREDPOVEDE MODELU A EMPIRICKE POZOROVANIA

Ako predpovede DMP modelu zodpovedaju realite? Existencia skupiny Ny potvrdzuje zname
teoretické aj empirické pravidlo, podl'a ktorého dostato¢ne vysokd hodnota minimalne mzdy
sposobi zvySenie miery nezamestnanosti (Samuelson, 1973; Minimum Wage Comission,
OECD, 1997; Neumark a Wascher, 2000). Su to zamestnanci s najnizSou produktivitou, zi <
b, I € Ny, takZe ide o najmenej kvalifikovana pracovnu silu. Tiez je realistické predpokladat,
ze ide o skupinu najchudobnejSieho obyvatel'stva, pretoze ich prijmy st bud’ najnizSie (ak
vlada nezavedie minimalnu mzdu), alebo ziadne (ak vlada zavedie miniméalnu mzdu
v hodnote b). Tento vysledok zodpoveda empirickym pozorovaniam (Kearl, 1979; Jardim et
al. 2018). Vyplyva z neho, Ze minimalna mzda nie je efektivny socialny nastroj vlady — jej
zavedenie negativne zasiahne tych najchudobnejSich zamestnancov. Podla neddvneho
vyskumu s minimalnou mzdou postihnuti (Clemens et al. 2018b):

e nizko vzdelani obyvatelia,

e slobodné mamicky, u ktorych je riziko ¢astejSich absencii v praci, v pripadoch ak ich
deti ochoreju,

e mladez z dobre situovanych rodin, ktora si chce privyrobit’ na pocitacové hry,

e mladi l'udia pochadzajuci zo znevyhodneného prostredia, ktori potrebuju zvlaStne
usmernenie a zaskolenie pre pracu so zakaznikmi,

e prepusteni vdzni, ktori usilujii o ndvrat do spolocnosti.

Pre minimalnu mzdu sa firmy snazia viac automatizovat’ pracu (Lordan a Neumark, 2018)
alebo preniest’ pracu na svojich zédkaznikov — preto mizne obsluha na Cerpacich staniciach
pohonnych hmot (Besker, et al. 2015). Negativny efekt zavedenia alebo zvySenia minimalne;j
mzdy je v hospodarskych krizach vyssi (Clemens et al. 2018b). Nizko-prijmovi zamestnanci
st vacSinou star$i s minimalnymi moznostami rekvalifikacie; firmy sa dlhodobo snazia
zamestnat’ 'udi s lepSimi dokazmi o ich kvalifikacii, ako diplomy, certifikaty, odporucenia od
byvalych zamestnavatel'ov (Clemens et al. 2018a). To je dovod preco existuju pripady, ked’
zvySenie minimdlnej] mzdy nebolo vzdy sprevadzané zvySenim meranej miery
nezamestnanosti. Mnohi byvali zamestnanci opustili skupinu ekonomicky aktivnych
obyvatelov atak sa nepoc€itaji medzi zamestnanych. Ini hl'adali moZnosti privyrobit si
Vv tienove] ekonomike, pracovali bez uzavretia pracovnej zmluvy alebo dohody (Gorman,
2019). Ked’ze jednou zo zasiahnutych skupin su mladi z okrajovej spolo¢nosti, minimalna
mzda je pozitivne korelovana s kriminalitou vo veku od 16 do 24 rokov (Fone et al. 2019).

Model predpoklada, ze zamestnanci v skupine Ny si polepsia, ked’Zze ich mzda sa zvysi na
hodnotu minimalnej mzdy. Ked’ze ¢ast' nizkoprijmovych Ny zamestnancov pride o pracu,
druha cast’ Ny bude mat’ vys$iu mzdu, priemerna mzda zamestnancov narastie, ¢o je popri
spomenutych pripadoch, ked’ zvySenie minimalnej mzdy nebolo sprevadzané zvysSenim
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nameranej nezamestnanosti, d’al$i Statisticky paradox. Vd’aka tymto Statistickym paradoxom
mohol u tvorcoch hospodarskej politiky mylne vzniknit dojem, ze zvySovanim minimalnej
mzdy sa vSeobecne zvySuje prijem z prace, kupna schopnost’ obyvatel'stva aj blahobyt bez
zmeny nezamestnanosti. Pravda je taka, Ze najmenej kvalifikovani a teda aj chudobni pridu
0 pracu, o pravidelny prijem, ich kipyschopnost’ a blahobyt sa znizia. Minimalna mzda
nesluzi k prerozdeleniu bohatstva smerom od bohatych k chudobnym. Minimdlna mzda
prerozdel'uje prijmy medzi chudobnymi (Neumartk et al. 1999).

Nemozno suhlasit’ ani s tvrdenim, Ze sa zvysi blahobyt zamestnancov zo skupiny Ny — tych,
ktorym sa zvySenim alebo zavedenim minimalnej mzdy zvysi mzda na zakonom pozadovna
uroven. Musime si uvedomit’, Ze ich trhova sila sa nezmenila — nezmenil sa vzt'ah medzi
zamestnancom S minimélnou mzdou a zamestnavatel'om, ktory stile ma dominantnejSie
postavenie. Skryté nemodelové ndklady minimalnej mzdy sa, Zze zamestnavatelia sa snazia
kompenzovat’ zvysené pracovné naklady (Clemens et al. 2018a,b). Tieto kompenzacie majh
roézne podoby, ako

e nepriznanie zamestnaneckych vyhod, ktoré pred zavedenim alebo zvySenim
minimélnej mzdy zamestnavatel zamestnancovi priznal. Takymi vyhodami st
dodato¢né zdravotné poistenie (v USA), moznosti parkovania v zamestnani, flexibilna
pracovna doba a d’alSie,

e vyssie pracovné naroky meniace pracovné vztahy a pracovné prostredie a

e nizSie naklady na zaskolenie a pripravu novych zamestnancov (Neumark a Wascher,
1998). Toto suvisi s vysSie uvedenou poznamkou, ze firmy sa dlhodobo snazia
zamestnat’ viac kvalifikovanych l'udi.

Za povsimnutie stoji pozorovanie pracovnych vztahov predavaciek v obchodoch po zavedeni
minimalnej mzdy v americkom $tate Oregon na zaciatku minulého storoc¢ia (Obernauer a van
der Nienburg, 1915). Podl'a svedectva, pred minimalnou mzdou bol pracovny den pre tieto
zamestnankyne bez zhonu a stresov. Ak bolo treba pracovat’ trocha nad¢as, nerobilo to pre
ochotné predavacky problém. Po zavedeni minimélnej mzdy vSak museli celit’ zvySenému
konstantnému tlaku od nadriadenych, ktori sa usilovali o také zvySenie predaja, aby si
kompenzovali zvySené pracovné naklady spdsobené narastom miezd.

Aka ina motivacia vedie k zavedeniu alebo zvySovaniu minimalnej mzdy? Zdovodnili sme, Zze
je nespravne povazovat’ minimalnu mzdu za socidlny néstroj vlady. Miniméalna mzda naopak
sposobi zhorSenie socidlnej situdcie najchudobnejSich nizko-kvalifikovanych zamestnancov.
Ak sa 0 nieco produktivnejsim zamestnancom zvysi mzdova sadzba na hodnotu minimalnej
mzdy, ich trhové postavenie sa nezmeni a preto zamestnavatel moze od zamestnavatel'ov
kompenzovat zvySené pracovné ndklady inym spdsobom. Preto neprekvapuje, ze
v ekonomickej historii boli aj iné motivy pre minimalnu mzdu.

Minimalna mzda méze z trhu prace vyradit' pracujicich zo znevyhodneného prostredia,
v mnohych pripadoch ide o prislusnikov rasovych mensin. Senator a neskorsi prezident USA
John Fitzgerald Kennedy obhajoval minimalnu mzdu na zasadnuti senatu v roku 1957
z dovodu ochrany bielych pracujlcich pred ich moznym nahradenim farebnymi pracujiicimi
s niz$ou kvalifikaciou a niz§imi platovymi narokmi (U.S. Senate, 1957). Podobne sa odborové
hnutia na vyspelejSom severe USA wusiluyju strdzit konkurencieschopnost’ severnych
spolo¢nosti pred juznymi s niz§imi pracovnymi ndkladmi (Henderson, 2001). Ak vSak juh
nemoze vyuzit svoju komparativnu vyhodu vyplyvajicu z nizkych pracovnych nékladov,
spomali sa proces konvergencie — proces ekonomického vyrovnavania medzi chudobnym
juhom abohatym zapadom. V 60. rokoch minulého storocia spolocnost’ OTIS Elevator
lobovala za minimalnu mzdu v $tate New York (USA). Tato spolo¢nost’ vyrabala pohyblivé
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schody aprave vtomto obdobi sa zamerala na vymenu ludsky riadenych pohyblivych
schodov plne automatizovanymi, aké pozname v sucasnosti (Henderson, 2001). V podobnych

suvislostiach mozno chapat’ aj peticie niektorych americkych firiem za d’alSie zvySovanie
minimalnej mzdy v USA v roku 2009 (Rampell, 2009).

4 ZAVER

Minimalna mzda nie je nastroj socidlnej politiky. Z chudobnych nekvalifikovanych
zamestnancov robi nezamestnanych. Ak sa nizkoprijmovym zamestnancom zvySi mzda na
zékonom pozadovanu hodnotu, zvysi sa aj ich oCakavané pracovné nasadenie a pracovny
stres. Statistiky vykazujuce zvySenie priemernej mzdy efektom zvysenia alebo zavedenia
minimalnej mzdy nevypovedaju o vSeobecnom zvyseni kupnej sily ani o zvySeni blahobytu
a d’alSej skupine zamestnancov sa mzda zvysi na zdkonom poZadovant hodnotu. T4 vSak nie
je zadarmo, jej cenou je VACSi pracovny stres a preto nemozno jednoznacne tvrdit’ o zvySeni
blahobytu tejto skupiny zamestnancov.

Zo slovenského pohl'adu sa mozu efektom d’alSicho zvySovania minimalnej mzdy prehlbovat’
rozdiely medzi chudobnymi a bohatymi, ekonomické rozdiely medzi bohatou Bratislavou
azvySnymi regionmi, ekonomické zaostavanie romskej menSiny. Pripadné zavedenie
celoeurdpskej minimalnej mzdy parametrizované na priemernit eurépsku mzdu moéze
spomalit’ proces konvergencie v EU, proces vyrovnavania ekonomickych rozdielov medzi
vyspelym zapadom a postkomunistickymi krajinami a tiez medzi juhom a severom. Tieto
efekty su silnejSie v ekonomickych krizach, ked produktivita chudobnych a nizko
kvalifikovanych l'udi klesne pod uroveit minimalnej mzdy.
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NAVRH NABIJACEJ INFRASTRUKTURY PRE ELEKTROBUSY V
MESTSKEJ HROMADNEJ DOPRAVE.

CHARGING INFRASTRUCTRE DESIGN FOR ELECTRIC BUSES IN
PUBLIC TRANSPORT

Patrik Vasilovsky

Abstrakt

Tento ¢lanok sa zobera navrhom nabijacej infrastruktary pre elektrobusy v mestskej hromadnej
doprave. Pri budovani navrhu pracujeme s existujucimi rozvrhmi vozidiel dopravneho podniku.
Nas navrh pozostava z uréenia rozmiestnenia nabijacich stanic a poctu nabijacich bodov na
staniciach tak, aby pri pouziti elektrobusov v prevadzke, boli takéto vozidla schopné vykonavat’
stavajlce rozvrhy vozidiel so spalovacim pohonnym systémom. Mnozina moznych umiestneni
nabijacich stanic tvoria kone¢ne zastavky spojov a depa vozidiel. Pre na§ navrh vyuzivame
metddy matematického programovania. V ¢lanku popisujeme zadany problém, ktory rieSime
zostavenim matematického modelu a naslednym testovanim tohto modelu na datach z reélnej
prevadzky mestskej hromadnej dopravy.

KUrucové slova: elektrobus, nabijacie stanice, lockanda uiloha

Abstract

The purpose of this article is to design charging infrastructure for electric buses in public
transport. In our design we respect current schedules of the vehicles of the public transport
providers. Our proposal consists of specifying locations of charging stations and the number of
charging points on each station in the way that electric buses will be able to meet current
schedules of vehicles with combustion systems. Possible locations of charging stations are
terminal stops and depots. We use methods of mathematical programming to solve the problem.
The paper describes problem set that is solved by mathematical model and the tests of this
model on real data from operation of public transport system.

Keywords: battery electric bus, charging stations, location problem

1 METODIKA

Tento ¢lanok sa zaobera navrhom rozmiestnenia nabijacich stanic pre elektrobusy v mestskej
hromadnej doprave (MHD). Navrh rozmiestenia nabijacich stanic je zaloZeny na
vopred uréenych planov obsluhy autobusov v dopravnom systéme. Pri naSom navrhu tieto
plany nemenime, ale naopak ich dodrziavame a na$ navrh nabijacej infrastruktary zavisi od
tychto planov. Denny plan obsluhy vozidla v € V v takomto systéme pozostava z usporiadanej
mnoziny spojov Jva, ktoré vozidlo obsluhuje v deit d €D. Spoj j € Jva vozidlav € Vv den d €
D je definovany zaciatoénym ¢asom obsluhy t_startjd, koncovym ¢asom obsluhy t_endjq a
usporiadanou mnozinou zastavok Sjd = {1,...,N}, ktoré spoj j € Jvs postupne obsluhuje. Pre
kazda zastavku s € Sjua je ureny Cas t_arrives, v ktorom vozidlo prichddza na zastavku s.

180



Zaciato¢nym Casom obsluhy t_startjq sSpoja j € Juwd je mysleny taky ¢as, kedy vozidlo pride na
prvu zastavku, ktorit ma obsluzit'. Rovnako je zadefinovany aj koncovy ¢as obsluhy t_endjvd
spoja j € Juw. Je to taky cas, v ktorom vozidlo prichadza na poslednu zastdvku daného spoja.
Pre jednoduchost’ budeme oznacovat’ prvkom S; i-t0 zastavku spoja j € Jvd

Vozidlo pocas dia postupne obsluhuje zadané spoje v poradi podla zaciato¢nych Casov
t_startjq jednotlivych spojov z mnoziny Jvd. Vo vSeobecnosti plati, Ze kone¢na zastavka Sy € Sj-
1vd predchadzajuceho spoja j-1 € Jug a zaciatona zastavka s1 € Sjug Nasledujuceho spoja j € Jud
nemusi byt’ rovnaka. Vozidlo tak po¢as denného planu vykonava aj manipulacné presuny medzi
jednotlivymi spojmi. Priklad obsluhy dvoch po sebe iddcich spojov j-1,j € Jwg vozidlav € V
v den d € D ilustruje obrazok Obr. 1.

Spoj j-1

A
[ |
10:00 10:30

ONFONG

10 min

11:00 11:30

\ J
|

Spoj j

Obr. 1 Manipulacny presun medzi spojmi.

Zaciatok obsluhy spoja j-1 € Jyd zaCina na zastavke S1 € Sj-1va V Case t_startj..va =10:00. Vozidlo
kon¢i obsluhu spoja j-1 € Juwg Na zastavke sn € Sjava V Case t_endjvg =10:30. Nasledujuci spoj j
€ Juvd za€ina na zastavke S1 € Sjyg V Case t_startjyg = 11:00. Potrebny €as vozidla na presun medzi
zastavkou sn € Sj-1vd a zastavkou s € Sjua je 10 mindt.

V tomto ¢lanku sa zaoberame takym navrhom rozmiestnenia nabijacich stanic, ktory reSpektuje
stcasné denné plany vsetkych vozidiel v € V verejného dopravného systému a zaroven
umoziuje nahradit’ tieto vozidla elektrobusmi. V praci sme sa zamerali na umiestiiovanie
nabijacich stanic na zastdvkach si,sn € Sjud, t.j. na zaciatoénych a kone¢nych zastivkach
jednotlivych spojov. Medzi tieto zastavky patria aj depd dopravného systému. Pre takato
mnozinu | moznych umiestneni nabijacich stanic sme sa rozhodli preto, lebo pri sucasnych
dennych planoch obsluhy, ktoré boli tvorené pre vozidl4 so spalovacim pohonnym systémom
(t.j. pre vozidla s vacsim dojazdom), su to jediné miesta, kde moze mat’ vozidlo dostatok ¢asu
na nabijanie za predpokladu dodrzania denného plédnu. Pri ndvrhu uvazujeme s tyzdennymi
planmi dopravného systému, pretoze vozidla mozu byt v jednotlivé dni vytazene rdzne.
Taktiez ndm to umoziiuje lepSie modelovat’ nabijanie vozidiel v depe pocas noci, pretoze vV
navrhu nepredpokladame, Ze vozidla maju vzdy na zaciatku svojho denného planu plny stav
batérie.

Vo vyssie uvedenom priklade ma vozidlo k dispozicii 20 minuat na nabijanie. Vozidlo sa teda
mdze po prichode na zastavku Sn € Sj-1v¢ nabijat’ v ¢ase od 10:30 do 10:50, alebo sa moéze ihned’
presunit’ na zastdvku S1 € Sjug @ nabijat’ sa v ¢ase od 10:40 do 11:00. Predpokladajme, ze
vysledkom funkcie d_time(si,s;j) je ¢as potrebny na presun medzi zastavkami Si a sj. Celkovy
¢as, kedy sa moze vozidlo v € V v deni d € D nabijat’ po ukonceni obsluhy spoja j € Jyg mozeme
urcit’ ako
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avalible_charge_time;,q = g (tst,mjv @ tendj_1y d) — d_time(sy, S1) (D)

kde vysledkom funkcie g(x,y) je rozdiel v ¢asovych jednotkach. Takyto Cas je len hornou
hranicou skuto¢ného €asu nabijania, pretoze vysledny ¢as nabijania je zavisly od obsadenosti
nabijacej stanice na danej zastavke. To ¢i sa vozidlo bude nabijat’ na zastavke Sn € Sj-1vd, alebo
na zastavke s: € Sjug bude jednym z vysledkov navrhu rozmiestnenia.

Pomocou ¢asu t_end;-1vd @ hodnoty avalible_charge_timeja dokaZzeme zostrojit’ mnozinu Tijvd.
Tato mnozina urcuje, kedy sa vozidlo v € V pri spoji j € Jvs hachadza na zastavke i € | vdend
e D.

Jednym z hlavnych parametrov elektrobusu je kapacita batérie a spotreba energie. Tieto
parametre sa u vyrobcov elektrobusov uvadzaju zviac¢sa v jednotkach KWh pre kapacitu batérie
a Vv jednotkach kWh/km pre spotrebu energie na kilometer. Nech konS$tanta ¢ predstavuje
spotrebu energie na kilometer (kWh/km) a nech vysledkom funkcie h(si,s;) je vzdialenost’ medzi
zastavkami s; a sj v jednotkach (km). Celkovu spotrebu energie v jednotkach (kWh) vozidla v
€ V naspoji j € Jua v dett d € D vycislime podl'a vzorca (2).

n—-1
bjyq = ¢ * Z h(s;, Si+1) 2
i=1

Niz8ie uvedeny matematicky model je zalozeny na loka¢no-rozvrhovych Glohach. V modeli
rozhodujeme o tom, kde maju byt umiestnene nabijacie stanice a kol'’ko nabijacich bodov bude
v mieste k dispozicii. Tieto nabijacie body ndm urcuju, kol’ko vozidiel sa moze sucasne nabijat’
na nabijacej stanici.

Popis mnoZin

| mnozina koneénych zastavok a depa, kde moze byt vybudovana nabijacia stanica,
V mnozina vozidiel,

Jvd mnozina spojov vozidlav € V, vdend € D,

Jpva mnozina spojov vozidla v € V, vden d € D, ktoré majd rozdielnu koncovl zastavku
predchadzajiceho spoja a spoja nasledujuceho,

T mnozina vSetkych casov,

Tijvd mnozina Casov, kedy je vozidlo v € V pri spoji j € Jug na zastavke i € I v den d € D.
Popis konstant

M kapacita batérie,

ei pomer dobitia energie v jednotkach kWh za ¢asovu jednotku na nabijacej stanici v mieste i €
I,

S vel’ka konStanta,

bjvd energia potrebna na vykonanie spoja j € Juwd vozidlav € Vv den d € D.
Popis rozhodovacich premennych

yi € {0,1} vybudovanie nabijacej stanice v mieste i € I,

Qi € Z* pocet nabijacich bodov v mieste i € 1,

182



Xijvtd € {0,1} ¢i sa bude vozidlo v € V nabijat’ pred spojom j € Jug ha zastdvke i € | pocas
¢asového intervalu t € Tijg vV den d € D,

djvds € R" kapacita batérie vozidla v € V na zaciatku spoja j € JuVv defid € D,

Zida € {0,1} ¢i sa bude vozidlo v € V nabijat’ na koncovej zastavke spoja j € Jvd, alebo na
zaCiatoCnej zastavke spoja j+1 € Jud.

min Z q;
iel

qiSSyi,ViEI

d1v1= M,VVEV

Z Z xl-jvtd Sqi,VdED,tET,iEI

VEV j€Jpd

djvd + Zei z XijvtdSM,VdED,UEV,jE]vd

i€l tETiivd

divg < dj_1pa — bj—1va + zei z Xij—1vta »VAd €D, v EV,j € J,q — {1}

i€l tETii—lvd

diva < dfvd—l +Zei z XiJvtd—1 VdeD - {1LveV,j€

i€l tETi]NVd—l

2 2 Xijpta < SZjpqg ,VAdED,VEV,jE]Jpyy

i€l tETijvtd

Z Z xij+1vtd < S(l _Zjvd)IVd € D,U € V,] E]pvd

L€] t€Tj11pta
y; €{0,1},Viel
q, €EZT ,Viel
Xijpta € {0,1} ,Vd ED, v €V,j € J,,q,1 € I, t € Tijyrq
dipg ERY ,VAdED,VEV,jE ]y

]

Zjvd € {0,1}, vd € D, Vv € V,] EJPUd

183

3)

(4)

()

(6)

()

(8)

©)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)



Ucelova funkcia (3) minimalizuje pocet vybudovanych nabijacich bodov na nabijacich
staniciach. Podmienka (4) zabezpecuje, Ze sa vyuzivaju len tie nabijacie body v mieste i €1 kde
sa vybudovala aj nabijacia stanica. Podmienka (5) zarucuje, ze kazdé vozidlo v € V bude mat’
plny stav batérie na zaciatku prvého dia z modelovaného obdobia obsluhy. Podmienka (6)
obmedzuje pocet sucasne nabijanych vozidiel na zastavke i €1 na zaklade po¢tu vybudovanych
nabijacich bodov na danej zastdvke. Podmienka (7) zakazuje prekroCenie kapacity batérie.
Podmienka (8) modeluje nabijanie a vybijanie vozidla batéric pocas obsluhy spojov.
Podmienka (9) modeluje nabijanie batérie v depe pri prechadzani na novy den. Index j
predstavuje Cislo posledného spoja pre dany dent d € D. Podmienky (10) a (11) zabezpecuju
moznost’ nabijania bud’ na konecnej zastdvke posledného spoja, alebo zaciatocnej zastavke
nasledujlceho spoja. Podmienky (12) az (16) su obligatorne podmienky.

2 EXPERIMENTY

V praci boli pouzité realne data z Dopravného podniku mesta Ziliny. Tieto data boli pouzité pri
tvorbe matematického modelu a pri vykonavani experimentov s matematickym modelom. Na
nasledujucom obrazku mézeme vidiet mnozinu zastavok |. Tieto zastavky su bud’ konecné
zastavky spojov, zaciatoéné zastavky spojov, alebo depo autobusov. Mnozina obsahuje 33
prvkov. V datach od dopravného podniku pocas tyzdna operovalo celkom 46 vozidiel.
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Obr. 2 Konecné a zaciatocné zastavky na ktorych mézu byt umiestnené nabijacie stanice.

V ramci experimentov sme sa rozhodli ako typ elektro autobusu vybrat’ vozidlo znacky Solaris
Urbino 8.9 LE electric.

Vyrobca udava pre dany typ vozidla nasledovné parametre:
e Priemerna spotreba vozidla: 0.8 kWh/km

e Kapacita batérie: 140 kWh
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e Rychlost’ nabijania (plug-in): 1.33 kWh/min

Z tychto parametrov sme vychéadzali pri testovani matematického modelu. Pri testovani modelu
sme sa snazili parametre nastavit’ tak, aby model ¢o najpresnejsSie odpovedal redlnej situécii.
Ked'ze spotreba vozidla a kapacita batérie elektrobusu zavisi od ro¢ného obdobia v ktorom sa
vozidlo pouziva, rozhodli sme sa testovanie modelu rozdelit’ na 3 tyzdne - scenare. Tymito
tyzdnami st jarny tyzden, letny tyzden a zimny tyzden.

Pocas zimného obdobia su batériami pohanané vozidla kvoli zime nachylné na zniZenie
kapacity batérie. Preto sme sa rozhodli kapacitu batéric zmens$it' o 25 %. Okrem toho,
elektrobus musi poc¢as zimného obdobia vykurovat’ priestor, kde sa nachadzaju cestujtci, ¢o ma
za nasledok zvySenie spotreby. Pre tento dovod’ sme zvysili aj spotrebu energie na 1 km o 35%.

Naopak, v letnom tyzdni vozidlo spotrebtiva energiu na klimatizovanie priestoru, v ktorom sa
nachadzaju cestujuci. To mé taktiez vplyv na spotrebu energie vozidla. V tomto tyzdni bude
spotreba energie vozidla takisto zvySena o 35%. Kapacita batérie bude nastavena na hodnotu
udavanu vyrobcom vozidla.

Pri jarnom tyzdni budi parametre vozidla zvolené tak ako udava vyrobca vozidla. V tomto
ro¢nom obdobi vozidlo zvicSa nemusi spotrebovavat’ energiu na kirenie ani klimatizovanie
priestoru pasazierov. Batéria ma taktiez vhodné podmienky na uchovavanie energie.

Model bol pocitany pomocou solvera Xpress. Vysledky pre jednotlivé typy tyzdihov
a konfigurécie rychlosti su prezentované v Tab. 1.

Rychlost nabijania Pocet nabijacich

Typ tyidiia v depe [kWh/min] Cas vypottu [sec] bodov
] 1,33 4945,38 5
farny 0,4 666,07 6
] 1,33 316,76 6
Letny 0,4 2602,88 9
o 1,33 272,07 6
Zimny 0,4 3388,23 10

Tab. 1 Vysledky experimentov s matematickym modelom

Zo ziskanych vysledkov vyplyva, ze zniZenie rychlosti nabijania v depe nema vplyv na pocet
rozmiestnenych nabijacich staniciach oproti poétu rozmiestneni s rovnakymi nabijacimi
rychlostiam pre vSetky zastavky. Znizenim rychlosti sa docieli, ze sa na nabijacich staniciach
vybuduje viac nabijacich bodov. Pri vSetkych scenaroch bolo umiestenych 5 nabijacich stanic.
Pre letny a zimny tyzden boli stanice umiestnené na rovnaké zastavky. RieSenia sa lisili iba
Vv poéte nabijacich bodov na stanici ato len v pripade experimentov s nizSou rychlost'ou
nabijania v depe. Rozmiestenie nabijacich stanic pre jarny tyzden sa liSilo oproti rozmiesteniu
pre letny a zimny tyzden iba umiestneni zastavky Banova, colnica oproti zastavke Byt¢ianska.
Zoznam zastavok mozeme vidiet' v Tab. 2. Tato tabul’ka zaroven predstavuje rieSenie pre zimny
tyzden. Rozmiestnenie nabijacich stanic na mape pre letny a zimny tyzdet ilustruje Obr. 3.
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Nazov zastavky

rychlost nabijania v depe

Pocet nabijacich bodov

rychlost nabijania v depe

1,33 kWh/min 0,4 kWh/min
Bytcianska 1 2
Bytcica 1
Depo - Autobusy 2 4
Hurbanova 1 1
Zelezni¢na stanica 1 2

Tab. 2 Vysledok riesenia pre zimny tyzder.
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Obr. 3 Rozmiestnenie nabijacich stanic pre zimny
tyzden.

Tento ¢lanok sa zobera navrhom nabijacej infrastruktury pre elektrobusy v mestskej hromadnej
doprave. Pri budovani ndvrhu sme zachovali existujlce rozvrhy vozidiel dopravného podniku.
Nas navrh pozostaval z urenia rozmiestnenia nabijacich stanic a poctu nabijacich bodov na
staniciach tak, aby boli elektrobusy schopné vykonavat' stavajuce rozvrhy vozidiel so
spalovacim pohonnym systémom. AKO mnozinu moznych umiestneni nabijacich stanic sme
zvolili kone¢né zastavky spojov a depa vozidiel. V ¢lanku sme predstavili matematicky model,
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ktory simuluje nabijanie elektrobusov pocas dennej prevadzky. Tento model sme overovali
pomocou dat z redlnej prevadzky systému mestskej hromadnej dopravy. Model sme testovali
pomocou réznych scenarov a parametrov. Z testov vyplyva, ze matematicky model dokazeme
optimalne vypocitat v rozumnom case pre realne ulohy. RozSirenim tejto prace moze byt
zvadienie dat, pripadne umiestiiovanie nabijacich stanic aj mimo kone&nych zastavok.. Dal§im
vhodnym rozsirenim je overenie vysledkov matematického modelu pomocou simula¢nych
technik. Model méze byt taktiez rozsireny, pripadne upraveny tak, aby lepSie modeloval realny
systém.

Oznamenie

Tento ¢lanok bol podporeny projektom VEGA 1/0689/19 Optimalny navrh a ekonomicky
efektivna prevadzka infraStruktury elektrobusov vo verejnej doprave inteligentnych miest.
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