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PREDHOVOR

Vedecky seminar doktorandov ,,Aplikacie kvantitativnych metdd™ je uz v poradi piatym
vedeckym seminarom, ktory pravidelne usporaduva Katedra Statistiky a Katedra matematiky
Ekonomickej univerzity v Bratislave. Seminar sa konal dia 3. 6. 2015 v miestnosti A7.12 na
Fakulte hospodarskej informatiky. Zucastnili sa ho traja pedagogicki pracovnici z Katedry
Statistiky a Katedry matematiky a akutuarstva a Siesti doktorandi $tudijného programu treticho
stupnia Kvantitativne metody v ekondmii, Studijného odboru 3.3.24 Kvantitativne metody
v ekonomii.

Na vedeckom seminari odznelo spolu 6 prispevkov zacastnenych doktorandov, ktoré sa
tykali tém ich dizertaénych prac. VSetky prispevky boli velmi zaujimavé a vyvolali bohatt
diskusiu.

Cielom vedeckého semindra bolo prezentovat a prediskutovat’ postup prac a ¢iastoéné
vysledky dizertaénych prac zucastnenych doktorandov.

V diskusiach odzneli niektoré zaujimavé namety ktoré moézu v kone¢nom dosledku viest’
k dosiahnutiu lepsich vysledkov a k celkovému skvalitneniu dizertatnych prac. Tym bol
zakladny ciel’ vedeckého semindra splneny.

prof. Ing. Milan Terek, PhD.



Legislativne zmeny v dochodkoch vyplacanych z I1. piliera
Legislative changes to the pensions paid from Pillar 11

Jana MIHALECHOVA

Abstrakt: Systém dochodkového zabezpeCenia na Slovensku presiel mnohymi zmenami.
Poslednou vyraznou zmenou bola anuitnd novela z roku 2014, ktord upravuje vyplacanie
dochodkov z tohto piliera. Cielom tohto prispevku je odvodit’ vztahy potrebné na vypocet
dozivotnych starobnych dochodkov zII. piliera a porovnat vysky tychto dochodkov
upravenych anuitnou novelou s dochodkami, ktoré by boli vyplacané z tohto piliera v pripade,
Ze by novela prijatd nebola.

KPacové slova: I1. pilier, dochodky, anuitna novela

Abstract: The Slovak pension system has undergone many changes. The last major change
was the annuity amendment of 2014, which governs the payment of pensions from this pillar.
The objective of this paper is to devise the formulas needed to calculate life annuities from
Pillar Il and compare the level of the annuities in accordance with the annuity amendment with
those that would be paid if the amendment had not been made.

Key words: Pillar I, annuities, annuity amendments.
JEL classification: C02, G22

1. Uvod

Doéchodkovy systém predstavuje hlavni sucast’ socialneho zabezpecenia obcanov, ktory
urcuje zZivotna Urovein urcitej Casti populacie a ma vyznamny dopad na hospodarstvo celého
Statu. Systém dochodkového zabezpecfenia na Slovensku presiel mnohymi zmenami. Jednou
z najdolezitejsich bola dochodkova reforma z roku 2004, kedy bol prijaty Zakon o starobnom
dochodkovom sporeni ¢. 43/2004 Z. z.. Prave vd’aka tejto reforme, s platnostou od 1. 1. 2005,
je dochodkovy systém na Slovensku zaloZeny na troch pilieroch, pricom L. pilier je priebezny,
IL. pilier kapitalizacny a III. pilier doplnkovy.

V prispevku sa zameriame na II. pilier dochodkového zabezpecenia, ktory presiel v minulom
roku vyraznou zmenou (zdkon schvaleny 5. 6. 2014) zameranou najmé na vyplaty dochodkov
Z tohto piliera. Odvodime vzt'ahy potrebné na vypocet takychto dochodkov a porovname ich
s dochodkami, ktoré by boli vyplacané v pripade, zZe by anuitnd novela prijata nebola.

2. 11. pilier déochodkového zabezpecenia na Slovensku

II. pilierom déchodkového zabezpecenia na Slovensku je starobné dochodkové sporenie,
ktoré vykonavaju jednotlivé dochodkové spravcovské spolocnosti. Tento typ sporenia je
prispevkovo definovany, teda vySka dochodku je urCend sumou zaplatenych prispevkov
a prislusného vynosu z investovania. Fyzickd osoba, ktord sa stdva poistencom v systéme
socialneho zabezpecenia, sa moze poc€as 6 mesiacov rozhodntit, ¢i zostane vyluéne v 1. pilieri,
teda odvodové zataZzenie bude platit’ iba Socidlnej poistovni, alebo sa zapoji do II. piliera.
V pripade, Ze sa tato osoba rozhodne vstapit’ do systému dochodkového sporenia, odvodové
zatazenie vo vyske 18% z vymeriavacieho zakladu sa rozlozi medzi L. a I1. pilier. Od 1. 9. 2012,



podla zakona ¢. 252/2012 Z. z., sa odvod do socialnej poistovne zvysil z povodnych 9 % na
14 % a vyska prispevku na osobny dochodkovy ucet vo vybranej dochodkovej spravcovskej
spolocnosti sa znizila z pdvodnych 9 % na 4 %. Je dolezité poznamenat, Ze je naplanované
postupné zvySovanie pomeru odvodov od roku 2017, ato v prospech II. piliera kazdoro¢ne
00,25 %, az do roku 2024, kedy dosiahne vysku 6 % na ktorej sa zvySovanie ustali. Ugast’ v
Il. pilieri teda predstavuje dochodkové zabezpecenie zlozené zo Statu (Cast dochodku
vyplacana z I. piliera) a sikromnych dochodkovych spravcovskych spolo¢nosti, pricom na
rozdiel od 1. piliera, kde bude obcan poberat dochodok na zdklade jeho prijmov
a odpracovanych rokov, dochodok zII. piliera zavisi aj od investicii a zhodnotenia na
finan¢nych trhoch.

2.1. Anuitna novela

Vladny navrh zakona, ktory meni a doplia zakon ¢&. 43/2004 Z. z., o starobnom
dochodkovom sporeni a 0 zmene a doplneni niektorych zdkonov v zneni neskorsich predpisov,
ktorym sa menia a dopifiaju niektoré zakony, bol 5.6.2014 schvaleny Narodnou radou
Slovenskej republiky, sucinnostou od 1.7.2014, v pripade niektorych paragrafov
s ucinnost'ou od 1. 1. 2015, ¢im sa zrodila anuitnd novela (Zakon €. 183/2014 Z. z.), od ktore;j
sa oCakava, ze bude prinasat’ zodpovedné rieSenia pre sporitel'ov. Tato novela upravuje viacero
podrobnosti tykajucich sa IL. piliera, v prispevku uvedieme najmaé tie, ktoré stvisia s vyplatou
dochodkov z tohto piliera.

Podla anuitnej novely by sa mal starobny dochodok z II. piliera vyplacat’ rovnako ako
Vv |. pilieri. Vyplacanie doéchodku uz nebude podmienené zachovanim minimalneho obdobia
sporenia najmenej 10 rokov, ale bude vyplacany doviSenim déchodkového veku.

Novela taktiez upravuje vyplacanie starobnych doéchodkov a predCasnych starobnych
dochodkov, a to formou dozivotného déchodku, do¢asného déchodku a programového vyberu.
Dobu vyplacania docasného starobného dochodku a docasného predc¢asného starobného
dochodku uréi sporitel' vzmluve, a to napat rokov, sedem rokov alebo desat’ rokov.
Podmienkou pri vyplacani tychto dochodkov je vysSka potencidlne vyplacaného celého
dochodku, ktord musi byt’ vyssia ako Stvorndsobok sumy Zivotného minima pre jednu plnoleta
fyzicka osobu.

V pripade, Ze by chcel sporitel’ zacat’ poberat’ predcasny starobny dochodok, musi byt’ sucet
sum pred¢asného starobného dochodku, na ktorého vyplatu vznikol nérok (z L. piliera)
a doZivotného pred€asného starobného dochodku (z 1I. piliera) vyssi ako 1,2 ndsobok sumy
zivotného minima. Cielom je, aby thrn sim pred¢asnych starobnych déchodkov z oboch
pilierov bol v dostato¢nej vyske, a tym minimalizoval moznost’ vzniku naroku na davku
vV hmotnej nudzi.

Anuitna novela upravuje spdsob vyplatenia nasporenej sumy v pripade smrti poisteného tak,
Ze nasporena suma sa stava predmetom dedi¢ského konania, teda nebude vyplatena iba
manzelovi, resp. manZelke, ale budu mat’ na vyplatenie svojho podielu pravo aj deti zomretého,
pripadne d’alSie osoby v rdmci prvej dedi¢skej skupiny.

Dalsou zmenou, ktor(i prinasa novela, je, Ze starobny dochodok, predZasny starobny
dochodok a pozostalostny dochodok sa budu vyplacat’ mesacne pozadu, pricom tito vyplacana
sumu méze dochodkova spravcovska spolocnost’ alebo poistitel’ znizit' o opravnene vynalozené
naklady na vyplatu dochodku v hotovosti.

S platnostou od 1. 1. 2015, ak sporitel’ poZiada o vyplécanie starobného alebo predcasného
starobného dochodku, dochodkova spravcovska spoloc¢nost’ alebo Socidlna poist'oviia zada cez



ponukovy systém pokyn na vydanie certifikatu. Certifikatom je elektronické potvrdenie o sume
zodpovedajucej aktualnej hodnote osobného dochodkového uctu sporitel’a.

Poistitel* vyhotovi sporitelovi v defi vydania certifikditu cez ponukovy systém ponuku
dozivotného starobného alebo predcasného starobného dochodku:

. bez zvySovania dochodku a bez pozostalostnych déchodkov,

so zvySovanim dochodku a bez pozostalostnych déchodkov,

bez zvySovania dochodku a s pozostalostnymi déchodkami s obdobim vyplaty 1 rok,
bez zvySovania dochodku a s pozostalostnymi déchodkami s obdobim vyplaty 2 roky,
so zvySovanim dochodku a s pozostalostnymi déchodkami s obdobim vyplaty 1 rok,

© ok wwdE

so zvySovanim dochodku a s pozostalostnymi dochodkami s obdobim vyplaty 2 roky.

Podl'a § 32 anuitnej novely zakona je umoznené dedenie aj vo faze vyplaty dozivotného
dochodku, ak poberatel’ zomrie skor, ako mu bolo vyplatenych 84 mesa¢nych dochodkov.
V tomto pripade ide o sumu, zodpovedajucu rozdielu medzi hodnotou 84 mesac¢nych
dochodkov a uz vyplatenymi davkami. V pripade do¢asného dochodku takato garancia neplati,
a teda ak poberatel’ docasného dochodku zomrie skor, ako mu ma byt dochodok dovyplacany,
suma nevyplatenych dédvok sa nededi.

3. Zivotné poistenie

V tejto kapitole prispevku oboznamime Ccitatel'a s pouzitymi dochodkovymi poisteniami
a poisteniami na umrtie, ktoré sa vyskytuju v 4. kapitole pri odvodzovani vzt'ahov na vypocet
modelovych déchodkov vyplacanych z Il. piliera.

3.1 Déchodkové poistenia

Dochodky z I1. piliera st vyplacané mesac¢ne pozadu, preto z tohto dovodu uvedieme najprv
polehotny ro¢ne vyplacany jednotkovy dochodok, z ktorého pomocou linedrnej aproximécie
odvodime dochodok potrebny pre vypocty v 4. kapitole (podl'a [1], str. 45).

Stcasnt hodnotu polehotného jednotkového dochodku vyplacaného rocne oznafujeme
aktuarskym symbolom a,. Pomocou komuta¢nych ¢isel ju vyjadrime vzt'ahom:

Niy1
Ay = D, ¢y
kde:
D, =1, -v* — komuta¢né ¢islo poctu zijucich oséb vo veku X,
—X
N, = > D,,, — komutacné ¢islo poctu zijucich druhého radu.

=~

=0

Komutaénym ¢islam pouZzivanym pri vypoctoch suc¢asnych hodndt poisteni sa v prispevku
venovat’ nebudeme, viac sa o nich moze Citatel’ docitat napr. v [1]. Vzhladom na to, ze
dochodky z II. piliera budu vyplacané mesacne, je potrebné uviest podrocny polehotny

. . . . 1
dozivotny dochodok, kedy na konci kazdého mesiaca v roku vyplati poistovia o p.j. vo forme

! 1de o zivotnu poistoviiu, ktora ma licenciu na vyplaty déchodkov z II. piliera od Néarodnej banky Slovenska.
V sucasnosti to st poistovne AEGON d.s.s., a.s., Allianz — Slovenska déchodkova spravcovska spolo¢nost’, a.s.,
AXA ds.s., a.s., DSS Postovej banky, d.s.s., a.s., NN dochodkova spravcovska spolo¢nost, a.s., VUB Generali
dochodkova spravcovska spolo¢nost), a.s.



dochodku. Takyto dochodok oznacujeme symbolom a( 2)

dostaneme (podl'a [2], str. 32)2:

. Aproximovanim vztahu (1)

N. 11

(12) o “Yx+1
= = = 2
@ D, 24 @)

Dalsi typ dochodku, ktory je nevyhnutny pre nase vypoéty, oznalujeme 1|(Ia)(12). de

0 sucasnu hodnotu jeden rok odlozeného polehotného linearne rasticeho mesacne vyplacaného

. .1 )
déchodku, kde pociato¢nd vyplatend vyska dochodku predstavuje T p.J. a potom rastie vzdy

ro¢ne o 1 p.j. V préci pouzijeme 4 (I a)SZ) na vypocet kazdoro¢ného rastu, a to zacatim od
druhého roku od vzniku povinnosti poistitel’a platit’ dochodok. Z toho dovodu je tento typ
déchodku jeden rok odlozeny. Ked’ze linearne rastuci dochodok mozeme vyjadrit’ ako sucet
odlozenych dochodkov, plati:

12 12 12 12
1|(Ia)( ) |a_9(c ) + 2|a( ) + 3|a( ) + - (3)
Odlozené mesa¢né dochodky mozeme upravit’ opét’ pouzitim linearnej aproximacie (k je doba
odkladu), kde dostavame vzorec:
N 11 D
kla(lz) ~ x+k+1 +=. x+k (4)
¢o dosadenim do vztahu (3) upravime na tvar:

N 11 D N 11 D N. 11 D
(12) X+2 x+1 X+3 X+2 x+4 xX+3
la _ - + ( + —- > + ( —_ )
1)z ( D, 24 D, ) D, 24 D,

+ 5
D, 24 D, ®)
Na zdver vyuzijeme aktudrsky symbol ;(Ia), vyjadrujici stc¢asni hodnotu jeden rok
odloZeného polehotného jednotkového linearne rasticeho dochodku, uréeného vztahom:

Nyi2 | Nyysz | Nyyg Sx+2
Ji = p— 6
1|( a)x Dx + Dx + Dx + Dx ( )

kde:
0—X
N, -]Je komuta¢né &islo tretieho radu.
k=0

Nakoniec, na zdklade uvedenych vztahov (4), (5) a (6) mozno (1 a)gclz) vyjadrit’ v tvare:
11
(12) _
WL = (@), + 77 a ™
3.2 Poistenie na imrtie

Napriek tomu, Ze podstatnu Cast’ prispevku tvori prave dochodkové poistenie, je potrebné
definovat’ aj poistenie na umrtie, ked’Ze anuitnd novela ustanovila podmienku dedenia pre
pripad, Ze poistena osoba zomrie v priebehu prvych siedmych rokov od zaatia poberania
takéhoto dochodku. Z tohto dovodu uvedieme docasné poistenie na umrtie.

Stcasnt hodnotu jednotkového docasného (n-rokov trvajuceho) poistenia na umrtie,
oznaGovaného aktuarskym symbolom A% 7| mOZeme prostrednictvom pravdepodobnosti
nastania poistného plnenia vyjadrit’ vzorcom (podl'a [1], str. 56):

2Prem = 12.



n-1

1
Ax,ﬁl = Z tPx " Qx+t vttt (8)
t=0

kde:

-1 S e , L, D
v=(1+1) — odurocitel’, vyjadreny pomocou technickej urokovej miery I,
Qx+t —ro¢nd mieru imrtnosti, ktord predstavuje pravdepodobnost’ toho, ze osoba

vo veku x + t rokov sa nedozije veku x + t + 1,

tPx — miera dozZitia, ktora predstavuje pravdepodobnost, Ze osoba vo veku x rokov

sa dozije veku x + t.
V dalsej kapitole odvodime vzt'ahy na vypocet Styroch vybranych typov dochodkov.

4. Modelové typy dochodkov

Uvazujeme Styri typy dochodkov. Pre prehl'adnejSie porovnanie sme zvolili tieto typy:
1. doZivotny dochodok bez zvySovania dochodku,
2. dozivotny déchodok so zvySovanim dochodku ,

3. dozivotny dochodok bez zvySovania dochodku, s garanciou vyplatenej sumy v pripade
smrti® poisteného,

4. dozivotny dochodok so zvySovanim dochodku, s garanciou vyplatenej sumy v pripade smrti
poisteného.

Vsetky typy dochodkov uvazujeme bez pozostalostnych dochodkov. Prvy typ by vyhovoval
podmienkam* vyplacania starobnych dochodkov pred anuitnou novelou z roku 2014, pri¢om
treti a Stvrty typ spiiiaji poziadavky tejto novely na vypoéet dozivotnych déchodkov z II.
piliera®. Druhy typ dochodku slazi pre porovnanie k §tvrtému typu, teda budeme ho povazovat
za dochodok, ktory by bol vyplacany z tohto piliera, v pripade, ze by anuitna novela nebola
schvalena.

Pri odvodzovani v tejto kapitole budeme vychadzat z principu ekvivalencie® a principu
fiktivneho stiboru’. Predpokladajme, ?e poistitel ma Styri druhy ndkladov (oznacime
a; f; 6; v), spojenych so spravovanim dochodkového poistenia. Prvé néklady a, jednorazové
zacdiato¢né naklady, budu uréené percentom z nasporenej sumy. Druhé naklady S pokryvaju
bezné spravne naklady poistovne a budii urcené v percentdch z ro¢nej vyplaty dochodku. Tretie
naklady & su spojené s doZivotnym vyplacanim dochodkov a ur¢ime ich ako pevni mesacnii

8 Podla § 32 anuitnej novely zdkona. Tento paragraf umoziiuje dedenie aj vo faze vyplaty doZivotného dochodku,
ak poberatel’ zomrie skor, ako mu bolo vyplatenych 84 mesa¢nych dochodkov. V tomto pripade ide o sumu,
zodpovedajucu rozdielu medzi hodnotou 84 mesaénych déchodkov a uZ vyplatenymi davkami. [5]

4 Podl'a § 29 zakona ¢&. 28/2012 Z. z., ktory dopiiia zakon ¢&. 43/2004 Z. z. [4], bolo vyplacanie starobnych
dochodkov z II. piliera stanovené vo forme dozivotného déchodku alebo programového vyberu s dozivotnym
dochodkom.

5 Predstavujti 1. a 2. typ ponuky doZivotného starobného dochodku.

® Princip ekvivalencie vychadza z predpokladu, Ze ak prijmy a vydavky poistovne diskontujeme k rovnakému
¢asovému bodu pri poistnych zmluvach toho istého typu, musia byt’ v rovnovahe.

7 Princip fiktivneho stiboru predstavuje podet 0s6b vo veku x uzatvérajtcich poistnii zmluvu rovnakého typu sa
rovna poctu 0s6b dozivajucich sa veku x v poistnom kmeni, teda L, zo zvolenej umrtnostnej tabul’ky.



sumu spojenti s doZivotnou vyplatou déchodku. Stvrté naklady® y pokryvaji naklady spojené
S vyplatou sumy pri umrti poistenej osoby. Taktiez budi vyjadrené ako pevna suma spojena
s vyplatou pri tmrti.

V nasledujticich podkapitolaich odvodime vztahy na vypocet mesacnej vysky naSich
modelovych dochodkov.

4.1 Dozivotny dochodok bez zvySovania dochodku

Oznacime Q; vysku mesacné¢ho dochodku, ktoru bude poistitel’ vyplacat’ vzdy na konci
mesiaca za predpokladu, ze dochodca je nazive. Sucasnu hodnotu takto vyplacanych
dochodkov uré¢ime ako vztah:

SH(D) = 120, - al® 9)
Pre néklady «; £; 6 vieme sucasni hodnotu nakladov zapisat’ v tvare:
SH(N) =a-m+B-120, - al? + & - 12a{? (10)

Stucasnit hodnotu zaplateného poistného tvori jednorazové poistné (nasporena suma), ktoré
oznacime 7 @ vyjadrime ho ako:

7=120, al? +a-m+B-12Q, - al? + 5 - 12a{1% (11)

Upravenim (11) mézeme zapisat’ vztah pre vypocet mesacnej vysky dozivotného starobného
dochodku Q;:

0, = m(l—a)—§6- 12a,(612)
L @a+p) 12082

(12)

4.2 Dozivotny starobny dochodok so zvySovanim dochodku

Podla § 42 zékona ([5]) sa zvySovanie dozivotného dochodku vykonéva kazdoro¢ne
Kk vyrociu vzniku povinnosti poistitel’a platit’ dochodok, a to 0 zvolené percento (desatinné ¢islo
oznacime r) platné ku diu predloZenia ponuky.

Mesacny starobny dochodok so zvySovanim bude mat’ svoju pociato¢nt vysku, ktort
oznacime @Q,, potom bude kazdoro¢ne rast’ o percento, ur¢ené hodnotou r. Sacasnu hodnotu
takto vyplacanych davok ur¢ime vztahom:

SH(D) = 120, - [a,(}z) +re g (a)d? (13)

Pred urcenim vztahu na vypocet mesacnej vysky takto vyplacaného dochodku, je potrebné
uviest’ eSte sucasnt hodnotu nakladov (taktiez pre naklady «; f; ), ktora je v tvare:

SHIN) = a-m+ 120 [af® + 7+ U){?| + 8- 12[a? + 7 00){?] (14
Opait’ vypocitame nasporenu sumu 7 spoéitanim SH(D) a SH(N):
m=12Q," [aSZ) +7r- 1|(Ia)9(612)] +

+a-mt+[-12Q,- [a)(:z) +r- 1|(Ia),(612)] +4- 12[a,(512) +r- 1|(Ia),(612)] (15)

Nakoniec moZzeme vyjadrit' pociatocnu vySku dbéchodku @,, teda doZivotného dochodku
s kazdorocnym zvySovanim. Vyjadrime ho v tvare:

8 S tymto druhom nakladov poditame samozrejme iba pri 3. a 4. type modelovych déchodkov.



7(1l—a)— 126[a§12) +r- 1|(Ia)§c12)
Q; = (16)
12-(1+ ) |l + 7+ Ua)(?|

4.3 Dozivotny dochodok bez zvySovania dochodku, s garanciu vyplatenej sumy
V pripade smrti poisteného

Ozna¢ime Q; vysku mesa¢ného dochodku, ktorti bude poistitel’ vyplacat vzdy na konci
mesiaca v pripade, Ze dochodca je nazive a s ohl'adom na moznost' dedenia pocas prvych
siedmych rokov, kedy poistitel' vyplati pozostalym sumu zodpovedajicu rozdielu medzi
hodnotou 84 mesacnych davok a uz vyplatenymi davkami.

Na zaciatku, eSte predtym ako uvedieme sucasntt hodnotu davok tohto dochodku, je potrebné
odvodit’ vzt'ah, ktory bude vyjadrovat’ takto definovani moznost’ dedenia. Ide o doCasné
poistenie na umrtie s kazdomesa¢ne sa znizujucou vyplatenou davkou pozostalym, v pripade
umrtia poistenej osoby pocas prvych 7 rokov. Ozna¢me sucasnti hodnotu tohto poistenia ako
SH(CHVP?9). Pri jeho odvodzovani budeme vychadzat' z jednotkového docasného (n-rokov
trvajuceho) poistenia na imrtie, pricom mieru Umrtnosti a mieru dozitia vypocitame linearnou
interpolaciou. Takéto doCasné poistenie na Uimrtie ozna¢ime symbolom (12)A}m—l|. Tymto si
poistena osoba zabezpeci, ze v pripade jej smrti pocas prvych n rokov dostanu pozostali na
konci mesiaca, v ktorom umrtie nastalo, 1 p.j. M6Zeme ho vyjadrit’ v tvare:

12n-1
(12) 41 E sl
Ayq = SDx” iqx+1s—2 ‘v 12 (17)
s=o 2 12

Dalsim krokom je zavedenie kazdomesadne sa znizujlicej vyplatenej davky pozostalym do
vztahu (17), pricom dostavame:

12n—-1 o
S
E sPx19q,,s vz -(12n—s) (18)
“=o 12 12 12

Ked'Ze garancia trva sedem rokov, vo vztahu (18) dosadime n = 7. Touto upravou sme dostali
poistenie, ktoré ozna¢ime SH (VP):

83
s+1
SH(VP) = Z Py 10,5 VIZ-(84—5) (19)
s=0 12 12 12

Rozsirenim (19) o Q; dostavame poistenie, ktoré sme oznaé¢ili ako SH(CHVP), dané vzt'ahom:

83 s+1 i
SH(CHVP) = )" sp,+ 1q,,s -v1z - (84— 5){, (20)

s=0 12 1z 12

Vzhladom na to, Ze Q; mdZzeme zo vztahu (20) vyhat’ pred sumu, zapiSeme sucasni hodnotu
tohto poistenia ako:

SH(CHVP) = Q, - SH(VP) (21)
Pre stu¢asnt hodnotu ddvok mesaéného déchodku Q; teda plati:
SH(D) = 120, - a*® + SH(CHVP) (22)

® CHVP skratene z vyrazu ,,celkova hodnota vyplaty pozostalym®.



Na rozdiel od predchadzajucich dvoch typov dochodkov, pri tomto type pribtdaju néklady
spojené s vyplatou sumy pri umrti poistenej osoby y. Sucasni hodnotu ndkladov zapiSeme
V tvare:

SHIN) = a-m+p-12Q; - al™® +6-12a{"? +y- 024 (23)
Na zéklade vztahov (22) a (23) vypocitame nasporent sumu 7t:
=120, -al® + SH(CHVP) + a-m+ B - 120, - ai® +
+6-12al? +y- (DL (24)
kde po tprave vyjadrime vysku mesacného déchodku Q:
m(1—a)—6-12al? —y - (DA% a1
(1+p)-12a1? + SH(VP) (25)

@1=

4.4 Dozivotny dochodok so zvySovanim déchodku, s garanciou vyplatenej sumy

Vv pripade smrti poistené¢ho

Poslednym typom dochodku, ktory v praci pocitame, je dozivotny dochodok kazdorocne
rastlici o percento, uré¢ené hodnotou r, rovnako ako v pripade druhého typu dochodku (kapitola
4.2), stym rozdielom, Ze v tomto pripade musime pocitat’ s podmienkou vyplatenej sumy
Vv pripade smrti poisteného v priebehu prvych siedmych rokov, podobne ako pri déchodku
treticho typu (kapitola 4.3). Pociato¢nu vysku takéhoto dochodku oznaéime Q,.

Este predtym, ako urc¢ime sucasni hodnotu davok, musime vyjadrit’ sicasni hodnotu
docasného (7 rokov trvajiceho) poistenia na Umrtie, s kazdomesacne zniZovanou sumou
vyplatenou v pripade tmrtia poistenej osoby, pricom jeho hodnota bude kazdorocne rast’
0 percento, ur¢ené hodnotou r. Musime teda rozsirit’ vztah (19) o kazdoro¢ny narast. Oznacili
sme tento typ poistenia na imrtie symbolom SH(rCHVP). Jeho sG¢asnt hodnotu vyjadrime
vzt'ahom:

SH(TCHVP) = [C1 " Q~2 + CZ - (1 + T)Q~2 + C3 - (1 + T)Z@Z + -+ C7 ' (1 + T)ééz] (26)

kde jednotlivé symboly c¢; pre i = 1,2, ..., 6 vieme zapisat’ ako:
s+1
= ) sPe1d,,s vz - (84—5) 27)
2 12 12
Analogicky ako pri vztahu (20), vyberieme Q, pred zatvorku a SH (rCHV P) upravime do tvaru:
SH(rCHVP) =Qy-[c;+c- (1 +1)+c3- (A +71)2+ -+, - (1+71)°] (28)

Vztah (28) prepiseme ako:

SH(rCHVP) = Q, - SH(rVP) (29)
kde:
SHrVP) =[c;+ ¢ (L+r)+cz- (1 +7r)2+-4c;-(1+71)°] (30)
Stcasnli hodnotu dévok stvrtého typu poistenia moézeme zapisat’ nasledovne:
SH(D) = 120 - [af}z) +r 1|(1a)§}2)] + SH(rCHVP) (31)

Dal§im krokom je uréenie su¢asnej hodnoty nakladov, kde vychadzame z nakladov a; B; &; v,
popisanych na zaciatku kapitoly 4. Ked’Ze naklady y pokryvaji naklady spojené s vyplatou
sumy pri umrti poistenej osoby, kde pozostali dostanli na konci mesiaca, v ktorom poistena



osoba zomrela 1 p.j., pricom tato suma rastie kazdorocne o vySku stanovent hodnotou 7,
ozna¢ime sucasnu hodnotu takéhoto poistenia ako SH(rVN) a vyjadrime ju vztahom:

SH@VN)=[b;+ by, (1 +1)+bs- (1 +71)%+ -+ b, (1+7)°] (32)

kde jednotlivé symboly b; pre i = 1,2, ..., 6 vieme vyjadrit’ vztahom:
12i-1

s+1
bi= ) sPead,,s v (33)

Rt R S
Stucasnt hodnotu ndkladov dostavame v tvare:
SHIN)=a-m+ 120, - [%(612) +7r- 1|(Ia)§c12)] +
+5- 12[a,§12) +r 1|(1a)§}2)] +y-SH(VN) (34)
Na zéklade vztahov (31) a (34) vypocitame nasporent sumu 7t:
=120 " [a,(}” +r 1|(1a)§}2)] +SHGVP) +a-m+y-SH@EVN) +
+6-120; - [al® + 7 (@)?] + 5 12[al? + 7+ 1) TP] (35)

Pociatoénti vysku dochodku Q,, teda doZivotného starobného déchodku so zvySovanim
dochodku a s garanciou vyplatenia sumy v pripade timrtial®, vyjadrime ako:

m(l—a)— 126[a,(512) +r- 1|(Ia)§12)] —y-SH(rVN)

@2 = (36)

12-(1+8)- [af}” +r 1I(Ia),(}z)] + SH(rVP)

5. Urcéovanie hodnoty osobného déochodkového ctu sporitel’a

Po uréeni vztahov na vypocet mesacnej vysky jednotlivych typov déchodkov vyplacanych
zII. piliera, uvedenych v kapitole 4, mdézeme v tejto cCasti prispevku vypocitat’ vysku
namodelovanych mesaénych dochodkov so zvolenymi konkrétnymi predpokladmi. Tie
uvadzame v Tabulke 1 a v texte pod fou ich vySku zdévodnime.

Tabul’ka 1: Predpoklady modelovych doZivotnych dochodkov

Symbol: | Charakteristika: Hodnota:
X vek osoby pri odchode do dochodku 62 rokov
s nasporend suma (jednorazové poistné) 8 000 €
i technicka urokova miera 1,5%
a zaciato¢né naklady (z 77) 5%
B spravne naklady (z ro¢nej vyplaty dochodku) 3%
) naklady na vyplatu mesa¢nej vySky dozZivotného dochodku 1€
y naklady na vyplatu pri umrti 5€
r ro¢ny narast 2. a 4. typu dochodku 2%

10 Podra § 32 anuitnej novely zdkona [5].



Vysku nasporenej sumy 7 sSme odhadli z priemerného hrubého platu 820 € mesacne a s 10
ro¢nym Setrenim na osobnom déchodkovom tucte. Technicku Grokovi mieru sme zvolili na
zaklade predpokladov stanovenych v prepodtoch IFP!, kde pri vypoétoch dochodkov z II.
piliera predpokladali technicka urokovu mieru prave v takejto vyske, teda 1,5 %. Pri pocitani
doéchodku sme pouzili zmieSané umrtnostné tabul’ky (unisex — nezavislé na pohlavi), ktoré
pouziva nemenovana poist'oviia posobiaca na slovenskom poistnom trhu. Z nich sme zostavili
tabul’ku komutacnych Cisel a nasledne, na zéklade odvodenych vzorcov (12), (16), (25) resp.
(36), urcili vysku dochodku.

Dozivotny starobny dochodok bez jeho zvySovania a bez garancie, ktory bude poberat’ osoba
z II. piliera, ma za danych predpokladov mesacnu vysku:

Q; = 48,05 €
Dozivotny starobny dochodok s dvojpercentnym ro¢nym narastom a bez garancie, ktory
bude poberat’ osoba vo veku 62 rokov z II. piliera, bude mat’ pociatoény dochodok samozrejme
nizsi, a to:
Q, = 40,99 €
Priebeh vySky mesa¢ného doéchodku s dvojpercentnym narastom v jednotlivych rokoch

mozno vyjadrit’ Tabulkou 2. Od 10. roku poberania dochodku bude jeho hodnota vysSia
V porovnani s tym, ak by sa tejto osobe vyplacal déchodok 1. typu, ¢ize bez zvySovania.

Tabulka 2: Vyska mesacného dochodku s dvojpercentnym roénym narastom
Rok vyplaty: 1. 2. 3. |...| 5 |..] 10. |..| 20. |..| 30.

Vyska mesacného
dochodku v €:

40,99 | 41,81 | 42,65 44,37 48,99 59,71 72,79

Dozivotny starobny déchodok bez jeho zvySovania, s garanciou vyplatenia sumy v pripade
umrtia pocas prvych siedmych rokov, ktory bude poberat osoba zII. piliera, ma za
predpokladov stanovenych v Tabul'ke 1 mesac¢nu vysku:

0, = 45,48 €
Dozivotny starobny dochodok s dvojpercentnym ro¢nym narastom, s garanciou vyplatenia

sumy V pripade imrtia poc¢as prvych siedmych rokov, ktory bude poberat’ 62 ro¢na osoba z Il.
piliera, bude mat’ pociatocny déchodok vo vyske:

Q, =39,03 €
Priebeh vysky tohto dochodku vyjadrime v Tabulke 3. Od 9. roka poberania dochodku
bude jeho velkost’ vysSia v porovnani s tym, ak by sa tejto osobe vyplacal dozivotny dochodok
S garanciou, ale bez zvySovania.
Tabulka 3: VySka mesacného dochodku s dvojpercentnym roénym ndrastom s garanciou
Rok vyplaty: 1. 2. 3. (.. 5 |..| 10. |..|] 20. |..| 30.

Vyska mesacného
dochodku v €:

39,03 | 39,81 | 40,61 42,25 46,64 56,16 69,31

6. Porovnanie modelovych typov dochodkov

1 IFP - Institat finanénej politiky ministerstva financi.



V tejto kapitole prispevku navzajom porovname dochodky bez zvySovanie, teda 1. a 3. typ
a nasledne aj 2. a 4. typ, co st dochodky so zvySovanim.

Graf 1 znazornuje mesacnu vysku dochodkov bez zvySovania. 1. typ reprezentuje dochodok,
ktory by bol vyplacany za vyssie stanovenych predpokladov v pripade, ze by anuitnd novela
prijaté nebola a vyplacalo by sa podl'a zakona ¢&. 28/2012 Z. z., ktory dopliia zakon &. 43/2004
Z. z. Oproti tomu 3. typ modelového déchodku vyhovuje podmienkam anuitnej novely, a to
najmé tym, Ze zahfiia garanciu v pripade smrti poisteného. Rozdiel v mesa¢nej vyske tychto
dvoch dochodkov predstavuje iba 2,75 €, o je spdsobené garanciou pri umrti.

Na Grafe 2 porovnavame pociatocné vysSky mesaénych dochodkov 2. a 4. typu, ateda
dochodky so zvySovanim. Opét 2. typ povazujeme za déchodok, ktory by bol vyplacany osobe
z 11. piliera, pokial’ by nebola prijata anuitna novela a 4. typ podmienkam tejto novely vyhovuje.
V tomto pripade, rozdiel medzi pociatoénymi vyskami tychto dvoch typov dochodkov je mensi,
ato iba 1,96 €. Aj pri dochodkoch so zvySovanim je tento rozdiel sposobeny garantovanou
vyplatou sumy pri Gmrti.

50 1 42

— 40 / -—.
y— 38 ? —
B Ess -
e I

II . / I

2. typ 4. typ

48 A

46 -

44 -+

42 A

N\

40 -

38
1. typ 3. typ

Graf 1: Déchodky bez zvySovania Graf 2: Déchodky so zvySovanim

Uvazujeme, ze osoba s takto kalkulovanymi vyskami mesa¢nych dochodkov zomrie po
piatich rokoch a 75 diioch od zacatia poberania dochodku. Na Grafe 3 m6Zeme zobrazit' vysku
dovtedy vyplatenych dochodkov vratane vyplaty garantovanej sumy pri jej umrti.



1000 €
900 €
800 €
700 €
600 € H1.typ
500 € 2.typ
400 € 3.typ
300 € H 4.typ
200 €
100 €

oc/ i m Hu m BN m BN m BN m :

62 63 64 65 66 66,25 67

Graf 3: VySka mesacnych dochodkov s umrtim osoby po 5 rokoch a 75 ditoch

Pri tretom type dochodku bude vyska vyplatena pozostalym na konci mesiaca, v ktorom osoba
zomrela, predstavovat’ 21 este nevyplatenych déchodkov, teda sumu 955,11 € a pri Stvrtom
type dochodku bude suma urcend pozostalym zlozena z 9 mesaénych dochodkov vyplacanych
V 6. roku poberania dochodku a 12 mesa¢nych dochodkov, ktoré by boli vyplatené v 7. roku
poberania dochodku. Dostavame sumu, ktora by bola vyplatena pozostalym vo vyske
915,26 €. Je samozrejmé, Ze pri prvom a druhom type déchodku v pripade smrti poisteného,
sa dediCom nevyplati nic.

Vyska samotného dochodku sa odvija od presného nastavenia parametrov poistitela.
Ked'Ze v prispevku sme parametre odhadovali, v beznom zivote budi konecné vysky
vyplacanych dochodkov z II. piliera mierne odli$né.

7. Zaver

V prispevku sme sa zamerali na II. pilier dochodkového zabezpecenia s rozobratim anuitne;j
novely ajej aplikovanim na vypocet starobnych dochodkov z tohto piliera. Odvodili sme
vztahy pre Styri typy dochodkov, pricom dva z nich by boli vyplacané v pripade, Ze by anuitna
novela prijata nebola a zvySné dva vyhovovali podmienkam tejto novely. Po stanoveni
predpokladov sme vypocitali mesacné vysky tychto anuit. Na zaklade porovnania dochodkov
pred novelou a po nej, mézeme povedat’, Ze anuitna novela zmenila k lepSiemu socialnu stranku
vo forme garancie v pripade smrti poistené¢ho, priCom vysku samotného déochodku ovplyvnila
iba 0 par eur.
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Uvod do $tidia analyzy kovariancie (ANCOVA)
a jej vyuzitie pri analyze socialnej situacie slovenskych domacnosti
Introduction to the Study of Analysis of Covariance (ANCOVA) and its
application in analysis of social situation of Slovak households

Ondrej DUZIK

Abstract: Analysis of Covariance — ANCOVA, belongs to a relatively large set of so-called
General Linear Models. These models facilitate the analysis of the relationship between one or
more explained variables that stand on one side of the model and explanatory and
accompanying variables that stand on the other side of the General Linear Model. Moreover,
these models facilitate the analysis of different types of variables (quantitative continuous,
categorical plural or alternative). Therefore they are also suitable for identification and
quantification of relevant factors that significantly affect the risk of poverty and social exclusion
to the population.

Abstrakt: Analyza kovariancie - ANCOVA patri do pomerne velkej mnoziny, tzv.
vSeobecnych linearnych modelov. Tieto modely umoziuji analyzovat’ vztahy medzi jednou
alebo viacerymi vysvetlovanymi premennymi, ktoré stoja na jednej strane modelu
a vysvetl'ujiicimi a sprievodnymi premennymi, ktoré stoja na druhej strane vSeobecného
linearneho modelu. Navyse tieto modely umoznuju analyzovat’ rézne typy premennych
(kvantitativne spojité, kategoridlne mnozné alebo alternativne). St teda vhodné aj na
identifikaciu a kvantifikaciu relevantnych faktorov, ktoré vyznamne ovplyviiuju riziko
ohrozenia obyvatel'stva chudobou a socidlnym vylucenim.

Key words: analysis of variance — ANOVA, regression analysis, analysis of covariance -
ANCOVA.

Krlacové slova: analyza rozptylu — ANOVA, regresna analyza, analyza kovariancie —
ANCOVA, .

JEL classification: C31

1. Uvod

Aktudlne problémy, ktoré trapia cell Eurépu — nevynimajtic Slovensk republiku sposobili,
Ze zivotna uroven obyvatel'stva sa stala ostro sledovanym faktorom pri snahéach o prebudenie
ekonomik eurdpskeho priestoru, kedZze pravdivo vyjadruje ucinnost’ oZivujlcich opatreni.
Realne ¢&isla, ktoré agreguje Statisticky irad Slovenskej republiky, harmonizovane s &lenskymi
Statmi Eurdpskej Unie od roku 2005 najmd v ramci zistovania o prijmoch a Zivotnych
podmienkach domécnosti EU SILC, odzrkadl'uja, ¢1 mali vykonané opatrenia na obyvatel'stvo
skor pozitivny, alebo naopak negativny dopad.

Kedze databaza EU SILC zahfiia mnozstvo socioekonomickych ukazovatelov, ktoré
ovplyviiuju prijmy a zivotné podmienky domécnosti, je pri analyzovani materialnej chudoby a
pri analyzovani socidlneho vylucenia efektivne vyuzit' pokroc¢ilé matematicko-Statistické
metody, ktoré dokdzu analyzovat pomerne zlozit€¢ vztahy medzi viacerymi Statistickymi
premennymi. V tejto oblasti je vhodné aplikovat’ regresné modely, modely ANOVA,
ANCOVA amnohé¢ dalSie zo vSeobecnych linearnych modelov. Prostrednictvom nich je mozné
identifikovat’ ukazovatele, ktoré signifikantne ovplyviiuji riziko domacnosti dostat sa do
skupiny domacnosti ohrozenych chudobou alebo socidlnym vylucenim a zaroven kvantifikovat’



ako tieto ukazovatele determinuju toto riziko. V tomto prispevku sme svoju pozornost’ upriamili
na teoreticky uvod metody analyzy kovariancie.

2. Analyza kovariancie

Analyza kovariancie!, skr. ANCOVA (angl. Analysis of Covariances), moze byt popisana
ako metoda, ktora je kombinaciou metdd regresnej analyzy a analyzy rozptylu. Zakladnou
myslienkou kavarian¢nej analyzy je rozsirenie (resp. modifikacia) modelu analyzy rozptylu s
jednym alebo viacerymi kategoridlnymi faktormi na model, ktory navySe obsahuje
kontrolovateI'né (idedlne kvantitativne spojité, ale mézu byt aj d’alSie kategoridlne) premenné,
ktoré maji taktiez vplyv na hodnoty vysvetlovanej premennej, resp. vysvetlujicich
premennych.

Povodnym cielom analyzy kovariancie je ocistenie skimanej zavislosti vysvetl'ovanych
premennych na zvolenych faktoroch od zavadzajuceho (klamlivého) posobenia sprievodnych
vplyvov — oznafovanych pojmom kovariaty (angl. covariates). Posobenie sprievodnych
premennych na vysvetl'ované premenné je sice podstatné, ale nie je v danej ulohe priamym
predmetom zaujmu. [Hebdk, P. — Hustopecky, J. — Mala, 1., 2005, s. 174]

ANCOVA, t. j. jednorozmerna analyza kovariancie s jednou vysvetl'ovanou premennou, ale
najma jej rozsirenie (zovSeobecnenie) na viacrozmernu analyzu kovariancie, skr. MANCOVA
(angl. Multivariate Analysis of Covariance), s asponi dvoma vysvetlovanymi premennymi a
aspoil jednou sprievodnou premennou, su idealne pre pouzitie pre skiumanie réznych socio-
ekonomickych vplyvov na vybrané indikatory, ako je tomu aj v naSom pripade. Analyzu
kovariancie mézeme vyuzit' v pripadoch, ked” budeme chciet’ vplyv roznych faktorov na
sledované indikatory (miery chudoby, miery materialnej deprivacie a miery nizkej pracovnej
intenzity) ocistit od vplyvu znamych sprievodnych premennych, a tym spresnit vplyv
jednotlivych kvalitativnych faktorov.

3. Typy premennych v analyze kovariancie

Az poznanie zakladov analyzy rozptylu a regresnej analyzy nam dovol'uje, aby sme sa
zaoberali problematikou analyzy kovariancie, ktoru je moZné povazovat’ nielen za spojenie, ale
aj za roz$irenie oboch uvedenych metod. Ide o skiimanie zavislosti v pomerne zlozitom subore
premennych. Uplatiiuju sa v iom:

e jedna alebo niekol’ko vysvetlujicich premennych — faktorov Ay, Az, ..., As, priCom rovnako
ako v analyze rozptylu ide obvykle o nominalne alebo alternativne premenné, ale mézu to
byt aj iné kategoridlne premenng;

e jedna alebo viac vysvetlovanych premennych Yi, Yz, ..., Yp, na ktoré je pri analyze
sustredena pozornost v tom zmysle, ze chceme preukazat’ ich zavislost' na faktore ¢i
faktoroch;

e jedna alebo viac sprievodnych premennych - kovariatov (tiez kontrolovanych premennych
— covariates) Xi, X2, ..., Xqg, ktoré zahfiiame do modelu a pocitame s nimi spravidla preto,
aby sme zévislost’ vysvetl'ovanych premennych na faktoroch ocistili od ich vplyvu.

V nasledujicej Gasti popiSeme princip vylicenia vplyvu sprievodnych premennych. Ulohu
s faktorom A, vysvetl'ovanou premennou Y a so sprievodnou premennou X vyjadruje model

1 Spracované podla: Hebék, P. — Hustopecky, J. — Mala, 1., 2005, s. 174 — 195.
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h=1

y,; I-td hodnota vysvetl'ovanej premennej pre h-t troveii faktora A,

U stredna hodnota,
a,  efekt h-tej trovne faktora A na vysvetl'ovanu premennd,

S regresny koeficient, ktory vyjadruje sklon regresnej priamky zavislosti Y na sprievodnej
premennej (kovariate) X,
Xp  I-ta hodnota sprievodnej premennej (kovariatu) pre h-ti troven faktora A,

X priemer kovariatu,
gy  I-ta hodnota ndhodnej chyby pre h-ti troven faktora A.

V modeli (1) ¢len @, vyjadruje analyzu rozptylu, ¢len f(x;; -X) vyjadruje regresni Cast
modelu. Pri znalosti regresného koeficienta f mame moznost’ pri analyze namiesto povodnych
hodn6t yhi pouzivat hodnoty opraven¢ y,., Vzmysle ich ocistenia od vplyvu sprievodnej
premennej X

Vpi =Yy =BG -X) (2)

¢o je jedna zo zakladnych myslienok kovaria¢nej analyzy. Tato oprava (modifikacia)
dovol'uje vyjadrit rovnicu v modeli ako

Yy =t ay tep (3)

Z ¢oho je zretelné, Ze analyza kovariancie V podstate splyva s analyzou rozptylu pre
opraven¢ hodnoty vysvetl'ovanej premennej Y. Z toho taktiez vyplyva podobnost’ prislusnych
algoritmov. Opravend hodnota je merand hodnota Y; prepocitand na priemerni hodnotu
kovariatu X, ako je schematicky zndzornené na obr. 1. Biele body predstavuju povodne
namerané hodnoty i, plna priamka je regresna priamka zavislosti Y na kovariate X, preruSovana
priamka predstavuje priemernu hodnotu kovaridtu, ¢iernymi bodmi st naznacené opravené
hodnoty y?. Podstatou analyzy kovariancie je to, Ze pdvodné hodnoty (resp. povodné vyberové
priemery pre jednotlivé urovne faktora A) pomocou regresného vztahu medzi Y aX

Standardizujeme na uroven priemernej hodnoty sprievodnej premennej X. [Drapela, K.
2015, s. 3]
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Zdroj: Drapela, K. 2015, s. 3
Obr. 1: Niektoré extrémne situdcie v analyze kovariancie

Ulohu sprievodnych premennych v analyze a zmysel ogistovania zavislosti vysvetlujucich
a vysvetl'ovanych premennych od ich vplyvu je mozné ilustrovat na extrémnych pripadoch
znazornenych na obr. 2. Grafy sa tykaju opit’ jednoduchej situicie v analyze kovariancie,
Vv ktorej je jedna vysvetl'ovana premennd Y, jedna sprievodnd premennd X ajediny faktor

A s troma aroviiami.
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Zdroj: Hebak, P. — Hustopecky, J. — Mala, 1. 2005, s. 178
Obr. 2: Niektoré extrémne situdcie v analyze kovariancie

V pravouhlej suradnicovej sustave pre uvazované kvantitativne premenné X, Y, je zakreslena
mnozina znaciek, zodpovedajucich jednotlivym objektom a tvarovo rozliSenych podla



prislusnosti ku skupinam — Grovniam faktora A. Pri porovnavani oboch metdd si uvedomime,
ze zatial' Co pri analyze rozptylu uvazujeme v jednotlivych skupinach s kolisanim okolo
priemeru, pri analyze kovariancie uvazujeme s kolisanim okolo regresnej priamky. V grafe je
regresna priamka vyjadrujuca vSeobecnt regresiu Y 0od X naznacend plnou Ciarou a regresné
priamky vyjadrujiace vnutroskupinov regresiu Y od X preruSovanou priamkou.

Popiseme, ¢o v jednotlivych zobrazenych situaciach hovori o zavislosti Y od A analyza
rozptylu, a aky prinos bude mat" zahrnutie X do komplexu uvazovanych premennych, t. j.
aplikécia analyzy kovariancie.

a) Analyza rozptylu preukaze rozdiel v urovni Y V jednotlivych skupinach vzniknutych
triedenim podl'a A, t. j. zavislost' Y od A. Zahrnutie X do analyzy nemoze tento zaver nijako
ovplyvnit’, pretoze Y zrejme s X nesuvisi, analyza kovariancie je zbyto¢na.

b) Analyza rozptylu zrejme nepreukaze zavislost' Y od A. O¢istenie od X, teda prechod nay”,
povedic ku preukazaniu zavislosti. Rozpor je spdsobeny interakciou Aa X, teda
nerovnomernym obsadenim skupin podla urovne X.

C) Analyza rozptylu preukaze zavislost Y od A, zatial' ¢o analyza kovariancie nie. Ide
0 opacny pripad ako je uvedeny v bode b) a rozpor je opit’ dosledkom interakcie A a X.

d) Analyza rozptylu nepreukaze zavislost Y od A. Analyza kovariancie je v Standardnej
podobe nemozna pre nezhodu regresii v jednotlivych skupinach (pozri ¢ast’ Predpoklady
analyzy kovariancie).

Na obr. 1 sme uviedli nickol'ko teoretickych situacii. Pozornost’ vyvolavaju isté rozpory
medzi vysledkami analyzy rozptylu a analyzy kovariancie v bode b) ac). V takto extrémnej
podobe sa s nimi v redlnych situaciach nestretneme. V experimentalnych ulohach mézeme
interakciou A a X zabranit’ nahodnym priradenim objektov do skupin, avSak pri vyberovych
zistovaniach musime Casto pritomnost’ interakcie pripustit’, co mé vplyv na zhorSenie moznosti
interpretacie vysledkov.

Tieto dve situacie okrem toho navodzuji problém posudenia zavislosti dvoch
kvantitativnych premennych (tu Y a X) ocistenych od vplyvu kvalitativnej premennej (tu A).
Byva to niekedy povazované za sucast’ SirSie ponatej analyzy kovariancie. Prislu§né metody
vedu ku skumaniu (priemernej) vnutroskupinovej regresie a korelacie. Je mozné ich teda
uplatnit’ stibezne s rieSenim hlavnej Glohy analyzy kovariancie, ktorou je postidenie zavislosti
Y od A, ocistenej od vplyvu X.

4. Predpoklady analyzy kovariancie
Zvyc€ajné algoritmy v analyze kovariancie je mozné uplatnit’ pri splneni viacerych
podmienok, z ktorych st niektoré rovnaké ako v analyze rozptylu:
I. Nahodnost’ vyberu. Udaje idealne z pripravenych experimentov, ale mozu byt tie ziskané
pozorovanim alebo zistovanim.

Il. Nezavislost’ vyberu (skupin), do ktorych sa vyberovy stubor rozklada. VSeobecne sa
nezavislé vybery vicsinou tykaju roznych skupin (i¢elovo definovanych ¢asti) sledovanej
populdcie, ale tiez to mézu byt’ vybery z réznych porovnévanych (nezévislych) populécii.

I1l. Normélne rozdelenie Y, pripadne viacrozmerné normalne rozdelenie Yy, vo vsetkych
populaciach, resp. skupindch populacii (medzi najpouzivanejSie testy na overenie
normality patria: Pearsonov y*-test dobrej zhody, Shapirov-Wilkov test, Komogorovov-
Smirnovov test, Kuiperov test, Cramérov-von Misesov test, Andersonov-Darlingov test,
Jarque-Bera test normality).

IV. Homoskedasticita, teda zhodné rozptyly, pripadne zhodné kovarian¢né matice, vo vSetkych
populaciach, resp. skupinach populacii (nespecifické testy: Goldfeldov-Quandtov test,



Bartlettov test, modifikovanym Bartlettovym testom, Cochranovym testom, Leveneovym
testom, Brownov-Forsytheovym testom, O Brienovym testom, Hartleyho testom; $pecifické
testy — vychadzaju z ur€itého o¢akavaného typu heteroskedastického modelu: Glejserov
test a Beuschov-Paganov test).
V. Linearna zavislost' Y od X, popripade Y1, Y2, ..., Yp o0d Xi, Xz, ..., Xq vo vSetkych

populaciach (skupinach populacii).

V1. Zhoda regresnych koeficientov, resp. rovnobeznost’ regresnych priamok, popripade rovin
alebo nadrovin, vo vSetkych populéciach (skupinach populécit).

Nahodnost’ a nezavislost’ vyberu sa zabezpecuje vhodnou metddou ich ziskania, zatial’ ¢o
ostatné podmienky vyplyvaji z povahy zistenych tdajov a ich splnenie moze byt posudené
podrla vysledkov prisluSnych testov. Overovanie dvoch poslednych podmienok vsak byva Casto
povazované za sucast’ analyzy kovariancie.

Ako d’alSie podmienky sa niekedy uvadzaju nendahodny charakter sprievodnej premennej X,
popripade sprievodnych veli¢in Xi, X, ..., Xq, & nepritomnost’ interakcie medzi sprievodnou
premennou X a faktorom A, popripade medzi q sprievodnymi premennymi a viacerymi
faktormi. Tieto poziadavky je mozné vSak tazko striktne dodrzat’, a spravidla pre tidaje ziskané
(vyberovym) zistovanim musime pocitat’ s ich porusenim a prisposobit’ tomu interpretaciu
vysledkov.

Na obr. 3 st znazornené mozné varianty regresnych modelov pre 4 urovne faktora A.
Obrazok a) zobrazuje nezhodné modely (pre kazda uroven faktora A plati iny model, ¢o je
spOsobené interakciou medzi kovaridtom a jednotlivymi uroviiami faktora A), obrdzok b)
ukazuje rovnobezné regresné modely, teda pripad, ktory je vhodny na analyzovanie pomocou
analyzy kovariancie (jedna sa o rovnaky model, iba systematicky posunuty). V pripade a) je
v kazdom pripade vzt'ah medzi Y a X iny, nie je mozné preto pomocou jedného modelu na
zaklade znalosti X odvodit’ hodnotu Y (existuju aj postupy, ako riesit’ takéto situdcie — napr.
Wilcoxova modifikacia Johnsonovho-Neymanovho postupu, ktora testuje rozsah kovariatu, pre
ktoru st vyberové priemery rozdielne, blizsie v Quinn, G. P. - Keough, M. J. 2002).
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Zdroj: Sokal, R. R. — Rohlf, F. J. 1995
Obr. 3: Znazornenie roznobeinych a rovnobeinych modelov zavislosti medzi Y a X pre Styri
rozne urovne faktora A



Situacia pre H =2 skupiny, v ktorych su podmienky idealne splnené, je znazornena na
obr. 4. Normalitu a homoskedasticitu v oboch skupinach na obr. 4 uréujeme podla elips
koncentracie a tvaru rozdeleni Y, oba nenulové jednoduché regresné koeficienty st zhodné
a teda plati x; =X,, Co sved¢i o nepritomnosti interakcie medzi A a X. Je taktiez zretel'né, ako
uprava o vplyv sprievodnej premennej X zlep$uje moznosti na preukazanie zavislosti premennej
Y od faktoru A.

»
>

J_C] :J_Cz X

Zdroj: Hebak, P. — Hustopecky, J. — Mala, 1. 2005, s. 181
Obr. 4: Idedlne splnené podmienky analyzy kovariancie pre H = 2

Vzhladom ku zhode tGrovne X v oboch skupinach plati y, Zﬁ, ¥, =y;, takze aj rozdiely
medzi skupinovymi priemermi Y pred ocCistenim od vplyvu X aj po fiom zostavaji rovnaké.
Vyznamnost’ tohto rozdielu sa vSak zrejme zvysi pri zniZeni rezidualnej (vnutroskupinove;j)
variability, dosiahnutej prechodom zo zvislej osi na novl os, kolmu na regresné priamky.

Zdokonalenie metédy posudzovania rozdielu v Urovni premennej Y V jednotlivych
skupinach je €asto samo o sebe dovodom ku pouZitiu analyzy kovariancie. Dosahujeme tak
zjemnenie analyzy kovariancie. Udaje s ktorymi pracujeme, majii byt heterogénne z hl'adiska
premennych, o ktoré sa zaujimame, ale sucasne ¢o najhomogénnejSie zo vSetkych ostatnych
hl'adisk.

5. Zaver

V prispevku sme pribliZili principy analyzy kovariancie ANCOVA, ktora patri do pomerne
vel’ke] mnoZiny, tzv. vSeobecnych linearnych modelov. Tieto modely umoznuji analyzovat
vztahy medzi jednou alebo viacerymi vysvetl'ovanymi premennymi, ktoré stoja na jednej strane
modelu a vysvetl'ujiicimi a sprievodnymi premennymi, ktoré stoja na druhej Strane
vSeobecného linearneho modelu. NavySe tieto modely umoziiuji analyzovat' rézne typy
premennych (kvantitativne spojité, kategoridlne mnozné alebo alternativne).

Cielom d’alSieho skiimania bude skombinovat’ uvedené metddy tak, aby sme z mnoziny
ukazovatel'ov sledovanych v ramci zistovania EU SILC identifikovali relevantné faktory, teda
faktory, ktoré vyznamne ovplyviiuji agregovany indikator chudoby alebo socidlneho
vylucenia, resp. jeho €iastkové miery. Hlavnym ciel'om je kvantifikovat’ ako tieto ukazovatele
determinuju riziko ohrozenia chudobou a socidlnym vyli¢enim.
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Sekuritizacia a zaistenie — komplementy ¢i substituty?
Securitization and Reinsurance — Complements or Substitutes?

Daniel KOMADEL

Abstract: This paper examines securitization and reinsurance as the insurer's options to
transfer part of its risk to another subject. Two convex optimization models are employed to
determine the function of ceded insurer’s risk such that the total risk of insurer is minimized.
While optimal reinsurance model cedes the risk from insurer to reinsurer, the optimal
securitization model cedes the insurers risk to the capital market by means of a catastrophe
bond.

Abstrakt: Prispevok sa zameriava na zaistenie a sekuritizaciu ako moznosti prenosu Casti
poistovatel'ovho rizika na d’alsi subjekt. Pracuje s dvoma modelmi konvexnej optimalizécie,
ktoré stanovuju funkciu prenosu ¢asti poistovatel'ovho rizika tak, aby minimalizovali celkova
stratu poistovatel'a. Model optimalneho zaistenia prendsa riziko z poistovatel'a na zaist'ovatel’a,
zatial' o model optimdlnej sekuritizacie prendsa riziko z poistovatela na kapitalovy trh
prostrednictvom katastrofického dlhopisu.

Key words: Securitization, Reinsurance, Risk, Catastrophe bond.

Krucové slova: sekuritizacia, zaistenie, riziko, katastroficky dlhopis.

JEL classification: G22

1. Uvod

Poistovatel’ Celi riziku, Zze bude musiet’ v priebehu kratkeho ¢asového intervalu vyplatit’
velké Skodové plnenie. Toto riziko prameni z vzajomnej korelacie rizika prameniaceho
Z jednotlivych poistnych zmluv. V idedlnom pripade je strata poistenca nezéavisla na stratach
ostatnych poistencov. Straty poistencov pritom pochadzaju z rovnakého pravdepodobnostného
rozdelenia. V praxi tieto predpoklady nie su splnené. Zatial’ ¢o rozdelenia straty jednotlivych
poistencov su Casto dostatocne podobné na to, aby sa tato premisa dala povaZovat’ za splnent,
nezavislost’ jednotlivych strat sa dosahuje ovela zlozitejSie. Dévodom je predovSetkym ich
priestorova previazanost. Straty jednotlivych poistencov st zavislé na udalostiach
odohravajucich sa v okoli objektov ich poistnych zmlav. Subjekty poistnych zmlav jedného
poistovatela s Standardne od seba nedostato¢ne vzdialené, ¢im vznikd prienik medzi
udalost’ami, ktoré na nich vplyvaju a teda aj vzajomna korelécia strat.

Riziko spojené s pravdepodobnostnym rozdelenim straty poistovatel'a je v tomto pripade
nediverzifikovateI'né. Pri zhode okolnosti sa moZe stat’ insolventnym. V zaujme zniZenia rizika
nastania tohto scenaru ma poistovatel’ zaujem o prenesenie Casti svojho rizika na d’alsi subjekt.
Tradi¢nym produktom tohto konceptu je zaistenie, t. j. sekundéarne poistenie. Zaistovatel, ktory
prebera Cast’ rizika od poistovatel’a, zvycajne posobi na vi¢Som uzemi nez poistovatel’. Preto
je schopny diverzifikovat' aj riziko, ktoré je pre poistovatela nediverzifikovatelné.
Kompenzuje ho totiz rizikom, ktoré¢ na neho preniesli ini poistovatelia, priCom straty
videalnom pripade nie st korelované. Prax ani vtomto pripade nenapiiia teoreticky
predpoklad, ¢o ma v niektorych pripadoch za nasledok nezaistitelnost’ rizika. Aby poistovatel
udrzal riziko insolventnosti v prijate'nej medzi, moze Cast rizika prebraného od poistencov
sekuritizovat, ¢iZe ho preniest’ na kapitalovy trh prostrednictvom cennych papierov, ktorych
vyplata je korelovana so stratou poist'ovatela.



Tento prispevok je zamerany na porovnanie potencialu zaistenia a sekuritizacie prenasat
Cast’ poist'ovatel'ovho rizika na d’alsi subjekt. RieSenim problému konvexnej optimalizécie je
stanovena Cast’ poistovatel'ovho rizika uréend na prenos na d’alsi subjekt tak, aby bola strata
poistovatela minimdlna. V modeloch je vyuzitd miera rizika vo forme CVaR. Pouzitie modelu
je ukazané na pripade katastrofického dlhopisu.

2. Formulacia problému

Nech celkova strata poistovatela za prislusné obdobie je definovand nahodnou
premennou X. Poistovatel’ Cast rizika vyplyvajuceho z pravdepodobnostného rozdelenia straty
prenasa na d’alsi subjekt. Funkcie urcujuce podiel nositel'ov rizika na celkovej strate ozna¢ime
r(X) a c(X), pricom prva funkcia definuje podiel poistovatela na kryti vlastnej straty a druha
funkcia definuje podiel stratu subjektu, ktory prevzal Cast’ poistovatel'ovho rizika. Pre tieto
funkcie platia ohranicenia

0<rX) <X, (1)
0<cX)<X,
pricom pre ich sucet plati
X=rX)+cX). (2)

Subjekt preberajuci riziko od poistovatela pozaduje za tuto sluzbu poplatok vo
vyske IT[c(X)] = 0. Stratu poist'ovatel'a po preneseni c¢(X) na iny subjekt popisuje funkcia
T.(X), ktora je definovana ako

T.(X) = r(X) + O[c(X)]. (3)

Strata poist'ovatel'a teda pozostava z ponechaného podielu na vlastnej strate a poplatku za
pozbavenie sa zvySku vlastnej straty. Poistovatel’ ma zaujem definovat’ c(X) tak, aby bola jeho
strata T, (X) minimalna. Zaroveil ma obmedzeny rozpocet na poplatok za prenos rizika. Nech
je velkost’ straty ur¢ena metrikou p[T,.(X)] a poplatok za prenos rizika je ohrani¢eny hodnotou
m. Vychadzajuc zo vztahov (1) az (3), mézeme zaujem poist'ovatel’a definovat’ minimaliza¢nou
ulohou

rclg}i(r)l p{X —c(X) + H[c(X)]}

0<c(X)<X 4)
0<M[cX)]<m

Value-at-Risk (VaR) je vSeobecne pouzivanou mierou rizika. Horakova a Poljovka (2010) ju
popisuju ako maximalnu moznu $kodu pri konkrétnej pravdepodobnosti. Pre funkciu T, (X)
pravdepodobnost’ @ € (0; 1) je VaR definovana predpisom

VaR,|T.(X)] = inf{zeR: P[T.(X) > z] < a}. (5)

Conditional Value-at-Risk (CVaR) je strednou hodnotou $kod, ktoré presiahnu VaR pri
konkrétnej pravdepodobnosti. Pre funkciu T.(X) a pravdepodobnost a € (0; 1) je VaR
definovand predpisom

CVaR,[T.(X)] = EXT.(X) | T.(X) = VaR,[T.(X)1}. (6)

Obrazok 1 zndzornuje geometricka interpretaciu VaR pomocou funkcie hustoty vSeobecnej
nahodnej premennej T. Krivka je grafom funkcie hustoty ndhodnej premennej T, pricom



VaR,(T) je dolné ohrani¢enie hodnoty T, pri ktorom P[T > VaR,(T)] nie je vic¢sia od a.
Modré plocha mé velkost” a, zatial’ o plocha pod krivkou ma z definicie hustoty rozdelenia
nahodnej premennej vel'kost’ 1.

fT)

T VaR_(T)
Obr. 2: Geometricka interpretacia VaR pomocou funkcie hustoty

V prispevku je pouzitd miera CVaR, ktort Tan, Wheng a Zhang (2009) povazuju
V porovnani s VaR za vyhodnejsiu, lebo je subaditivna.

3. Zaistenie

Uvazujme situdciu, Ze poistovatel rozdel'uje svoju budicu stratu medzi seba a zaistovatela,
¢ize subjekt poistného trhu preberajuci Cast’ poistovatel'ovho rizika. Extrémnym pripadom
takéhoto zdiel'ania straty je absolitny podiel poistovatela, resp. absolutny podiel zaistovatel’a.
Prostrednictvom vzt'ahu (1) su tieto extrémy vyjadrené ako

r(X) =X,

c(X) =0, ()
resp.

r(X) =0,

c(X) =X. (8)

Vseobecnej$im pripadom je delenie straty po vrstvach. Kde stratu do vysky K € (0; X) kryje
poistovatel a strata prevySujuca hodnotu K je prenesend na zaistovatela. Vztah (1) je v tomto
pripade modifikovany na
(X pre X <K
r(X) = {K pre X > K"’
. 9)
_ pre X <K
c(X) = {X—K pre X >K -

Vztahy (9) spiiiaji rovnicu (2). Vztah (7) je $pecifickym pripadom vztahu (9) pre K = X,
zatial' ¢o vztah (8) je Specifickym pripadom vztahu (9) pre K = 0. Obrazok 2 ilustruje



rozdelenie straty podl'a vztahu (9). Horizontdlna os zobrazuje celkovl stratu poistovatela.
Vertikalna os zobrazuje rozdelenie celkovej straty poistovatela na r(X) a c(X). Strata do
velkosti K je plne krytad poistovatelom (Cervend farba). V pripade straty védcsej nez K
poistovatel’ kryje vysku K, zatial’ o zvySok je krytl zaistovatel'om (zelend farba).

X

Obr. 2: Strata poist'ovatel’a rozvrstvend medzi dva subjekty

Poistovatel sa v ramci rieSenia tlohy (4) rozhoduje o velkosti parametra K, ¢iZe o maximalnej
vyske $kody, ktoru bude kryt. Pri znamej hustote rozdelenia svojej straty a pri pevnom
ohraniceni poistného hl'ada takti hodnotu K, aby CVaR jeho straty po prenose Casti rizika na
zaist'ovatel'a bola minimalna.

4. Sekuritizacia

V tejto Casti uvazujeme situaciu, Ze poistovatel prendSa Cast’ svojho rizika na subjekt
kapitalového trhu, teda na investora kupujuceho jeho cenné papiere. Poistovatel’ pri predaji
cennych papierov dostane od investora vyplateni ndkupnti cenu cenného papiera, ¢im sa
zaviaze k jeho vyplate hodnoty na konci poistného obdobia. Aby tato operacia naplnala ucel
kompenzécie straty poistovatela, musi byt vyplata cenného papiera korelovana so stratou
poistovatel’a: vysoku stratu vyvazi nizka vyplata a naopak.

Nech nominalna hodnota cenného papiera je F a jeho vyplata zavisla od straty poistovatel'a
je V(X). Riziko prenesené z poistovatel’a na investora je

c(X) = F — V(X). (10)

Nech r je bezrizikova trokova sadzba a E[V(X)]je stredna hodnota vyplaty. Analdgiou
k zaistnému, ktoré plati poistovatel’ ako poplatok za prenos rizika, je vztah

1+r

(11)

a celkova strata poistovatel'a po preneseni c(X) na investora je podla vztahu (3) definovana
ako



E[V(X)]
1+7r

T.X)=X+V(X) - . (12)
Tento prispevok uvazuje cenny papier vo forme ro¢ného bezkuponového katastrofického
dlhopisu. Jeho vyplatna funkcia je zavisla na strate poistovatel’a nasledovnym spdsobom
F pre X <K
V(X) : (13)
AX)'F preX>K

kde A(X) je klesajuca funkcia.

5. RieSena uloha

Pre ilustraciu uvedenej problematiky uvadzam numerické rieSenie minimaliza¢nej
zaistovacej ulohy. Uvazujme Skodovu nahodnt premennti Xe(0; 1), z ktorej r(X) je kryté
poist'ovatel'om a c(X) je kryté zaistovatelom prostrednictvom zaistnej zmluvy, priGom plati
vztah (2). Nemame k dispozicii hustotu rozdelenia straty X, no pozname historické stratové
udaje za predchadzajucich n poistnych obdobi. Poistné je dané predpisom

Mlc(X)] = 1,18 E[c(X)], (14)

je teda linearnou funkciou strednej hodnoty prenesenej straty. Uloha bude rieSend pre tri
rozpoc¢tové ohrani¢enia: m; = 0,05, r, = 0,10am; = 0,15. Pri hladine vyznamnosti « = 0,05
ma minimaliza¢nd loha (4) tvar

nbi(r)l CVaRyos{X — c(X) + 1,18 - E[c(X)]}

c

0<cX) <X : (15)
0<1,18-E[cX)] < my, i €{1;2;3}

kde c(X) je odhad hustoty funkcie c(X) a CVaRos{X — c(X) + 1,18 E[c(X)]} je odhad
metriky CVaR pre prislusnu funkciu a hladinu vyznamnosti. V pripade kone¢ného ¢asového
radu historickych udajov je to tiloha linearneho programovania s kuzelovitym ohrani¢enim
druhého radu (Weng, 2009), ktord som riesil prostrednictvom programu CVX od Granta
a Boyda (2015).

Obrazok 3 zobrazuje na grafe rieSenie minimaliza¢nej ulohy (15). Jednotlivé body
reprezentuju odhady funkcie c(X). Pre ohranicenie m; je celkova strata poistovatela
minimalizovand pre K = 0,62. Pre ohranicenie 7, je ide4lna vol'ba K = 0,53. Pre ohranicenie
73 je ideédlna vol'ba K = 0,46.

6. Zaver

Tradi¢né zaistenie neuspokojuje poziadavky poistovatela na prenos katastrofického rizika.
Dopyt po takomto produkte je pohonom hladania alternativnych foriem prenosu rizika. Popri
otazke, ¢i je v tom-ktorom pripade vyhodnejsie zaistenie alebo sekuritizacia, sa vynara otazka
ako tieto dva nastroje manipuldcie s rizikom vhodne skombinovat’ pre naplnenie poziadaviek
poistovatela.
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Obr. 3: Grafické znazornenie rieSenia minimalizacnej ulohy (15)
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Bonus — malus systém
Bonus — malus system

Martin PINDA

Abstract: Motor insurance is one of the most important areas of the insurance market. It is
important for insurers to set conditions so that they can compete in the insurance market, and
to maintain the solvency of insurance companies. Bonus means a contract offered a discount
for the basic premium and favorable claims record malus is the exact opposite of a bonus that
means a premium on the basic premium if they do not meet the conditions of insurance.
Together they form a bonus - malus system and is used mainly in motor insurance. This type of
insurance has an important position among other types of insurance and because records high
loss ratio and high frequency of claims and also a number of vehicles is rapidly increasing. This
type of insurance in all insurance forms a very large portfolio, which on one hand is a high
premium income but also on the other hand, high levels of payment of insurance claims. We
will focus on the analysis of specific bonus - malus system and sets the average premium which
the insurance company receives from its clients.

Abstrakt: Poistenie motorovych vozidiel je jednou z najdolezitejSich oblasti na poistnom trhu.
Pre poistoviiu je dblezité nastavit’ podmienky tak, aby mohli konkurovat’ na poistnom trhu,
a aby zachovali solventnost’ poistovne. Bonus znamend zmluvne poskytnutéd zl'ava zékladného
poistného za priaznivy Skodovy priebeh a malus znamena presny opak ako bonus, teda znamena
prirazku k zakladnému poistnému, ak sa nesplnia ur¢ené podmienky poistenia. Spolu tvoria
bonus — malus systém a prevazne sa vyuziva v poisteni motorovych vozidiel. Poistenie tohto
druhu ma vyznamné postavenie medzi ostatnymi druhmi poistenia a to preto, lebo zaznamenava
vysoku Skodovost” a vysoku frekvenciu §kod a tiez mnozstvo motorovych vozidiel sa rapidne
zvySuje. Tento typ poistenia tvori u vSetkych poistovni vel'mi vel’ky poistny kmei, ¢o na jedne;j
strane znamena vysoky prijem poistného, ale aj na druhej strane vysoké mnoZstvo vyplacania
poistnych plneni. Zameriame sa na analyzu konkrétneho bonus — malus systému a Stanovime
priemerné poistné, ktoré poist'ovia ziska od svojich poistencov.

Key words: bonus, malus, insurance, the qualifying period, class room, stationary insurance,
transition matrix, matrix transfer

KPucové slova: bonus, malus, poistenie, rozhodna doba, poistna trieda, staciondrne poistné,
matica prechodu, matica prestupu

JEL classification: C02

1. Uvod

Bonus - malus systém sa vd¢Sinou vyuziva v poisteni motorovych vozidiel. Poistenie tohto
druhu ma vyznamné postavenie medzi inymi druhmi poistenia a to preto, lebo zaznamenéava
vysoku Skodovost’ a vysoku frekvenciu $kod. Poistenie motorovych vozidiel tvori na rozdiel od
inych poistnych produktov u vsetkych poistovni velky poistny kmen, ¢o na jednej strane
znamena vysoky prijem poistovne vo forme poistného, ale aj na druhej strane vysoké mnoZstvo
vyplacania poistnych plneni. NajddleZitejSim poistenim motorovych vozidiel je povinné
zmluvne poistenie, ktoré je zdkonom dané vo vicsSine krajin na svete t. j. zo zékona vyplyva, ze
kazdy majitel' motorového vozidla musi mat’ uzatvorené povinné zmluvné poistenie. Tento
systém odmenuje vodi¢a motorového vozidla, ktory nespdsobuje Skodové udalosti, resp. ich
spOsobuje v mensej miere, vo forme vyhodnejSieho poistného (bonus). Na druhej strane
postihuje vodica, ktory spdsobuje viac nehdd a to vo forme prirazky (malus) k zakladnému



poistnému. Tieto systémy vedu vodicov viest’ motorové vozidlo opatrnejSie, zodpovednejSie
atiez umoznuju lepSie ocenit’ individualne riziko jednotlivych poistencov. Takto
ohodnotenému riziku poistovia stanovi spravodlivé poistné a poistoviia si zachova financnu
solventnost’ a nestane sa, ze poistoviia vyplati viac poistnych plneni, ako prijme vo forme
poistného.

2. Bonus — malus systém

Pri realizacii systému bonus — malus je potrebné definovat’ triedy tohto systému, pravidla
zaradenia nového rizika do triedy, pravidla prechodu z jednej triedy do druhej podl'a minulého
Skodového priebehu a pravidla, podl'a ktorych st uréené zrazky a prirazky rizika k danej triede
systému bonus — malus.

Ozna¢me M systém bonus —malus. Tak definicia tohto systému M je popisana nasledujicimi
vlastnost'ami:

1. Kazdé poistované riziko na zaciatku obdobia poistenia sa zaradi do urcitej bonus —
malus triedy, podl'a pravidiel zaradenia rizika do systému.
H,H = 1,2,3, ... je poCet tried systému bonus — malus.
3. Poistné m na poistné obdobie je funkciou triedy systému bonus — malus:
n=mn(),j=12,..,H pricomn(j) <n(j+1),j=12,..,H—1.
4. Pri uzatvoreni poistnej zmluvy budu vSetky rizikd zaradené do triedy a, pricom plati
ae{l1,2,...,H}.
5. Priradenie rizik k jednotlivym triedam systému bonus — malus zavisi od presne
stanovenych pravidiel prestupu R.

Na zaciatku kazdého nového poistného obdobia sa zaradi poistenec do uréitej bonus — malus
triedy, ktord sa stanovi v zavislosti od poc¢tu nahlasenych poistnych udalosti
z predchadzajiiceho obdobia a od prislusnosti k triede v predchadzajucom obdobi.

Pravidla, podla ktorych poistenec moze prejst’ z triedy i do triedy j st opisané v matici
prestupu R = (Nl- j) typu H x H. Tieto pravidla nazveme pravidla prestupu. Prvky N;; matice
prestupu st mnoziny s tymito vlastnost’ami:

e N;c{0123,..}ij=123,..,H,

e U N;={0123..}ij=123 .,H,

e N;j N Ny = @, aplati pre kazdé j # k,1,j,k = 1,2,3, ..., H,
kde N;; je mnozina, ktorej kazdy prvok urcuje pocet poistnych udalosti v priebehu
predchadzajiceho poistného obdobia. Poistenec, ktory sa nachadza v triede i prejde do triedy j
prave vtedy, ak v predchadzajucom obdobi je pocet nahlasenych Skodovych udalosti rovny
niektorému prvku mnoziny N;;. Ak N;; = @, tak prechod poistenca z triedy i do triedy j je
nemozny. Takyto pripad ozna¢ime v matici prestupu bodkou.

Pre i-tu triedu systému bonus — malus, kde i = 1,2,3, ..., H, vyska poistného P (i) je dana
vV percentach zo zdkladného poistného a plati P(i) < P; pre i < j a z toho vyplyva, Ze trieda i
je vyssie ako trieda j, Cize trieda i je pre poistenca vyhodnejsia. Pravidla prestupu z jednej triedy
do druhej st vyjadrené rozne. Napr. ak poistenec v priebehu roka nenahlasil Ziadnu poistnu
udalost’, tak posttpi o jednu bonus — malus triedu vyssie, t. j. zvyhodni sa mu poistné. Ak sa
poistenec nachadza v najvyssej triede (s najvys$sim bonusom), tak v tejto triede aj zostane.
Poistenec za kazdu nahlasent skodovu udalost’, poklesne o tri bonus — malus triedy.

Kazda poistoviia ma vSetky bonus - malus triedy, vysky poistného pre kazdu triedu, pravidla
prechodu medzi jednotlivymi triedami a ostatné informacie vo svojich vSeobecnych zmluvnych
podmienkach.

no



Teraz uplatnime poznatky na konkrétnom bonus — malus systéme poistovne AXA, a.s. Vo
vSeobecnych podmienkach tejto poistovne mozno ndjst’ vSetky zakladné informacie na
formulaciu tohto systému a tiez na jeho naslednt analyzu. Rozhodna doba vo vSeobecnosti
vyjadruje dobu nepretrzitého trvania poistenia, ktora sa pocita v celych ukoncenych mesiacoch,
priCom je zniZzend za kazda poistni udalost. Vstupna trieda je trieda 9 (BO) so zadkladnym
poistnym 100 %. Bonusovych tried v tomto systéme je 8 a malusové triedy st 3. Po kazdom
bezSkodovom roku poistenec postlipi 0 jednu triedu vysSie maximalne vSak do najvyssej
bonusovej triedy, t. j. triedy 1. Kazda nahlasend Skodova udalost ma za nasledok pokles
poistenca o 2 triedy, t. j. rozhodna doba (doba Skodového priebehu) sa znizi o 24 mesiacov.
Poistenec maximalne moze klesnat’ az do 12. triedy (M3) s poistnym 250 %, ¢ize s malusom
150 %. Vyska poistného v jednotlivych bonus — malus triedach v tejto poistovni je zobrazena
v Tab. 1.

Tab. 2: Vyska poistného v jednotlivych bonus — malus triedach v poist’ovni AXA, a.s.

Cislo bonus — malus triedy | Stupeti bonusov a malusov Vy,éka poi,stného. M % 70
zakladného poistenia
1 B8 50 %
2 B7 55 %
3 B6 60 %
4 B5 65 %
5 B4 70 %
6 B3 75 %
7 B2 80 %
8 Bl 90 %
9 BO 100 %
10 M1 130 %
11 M2 190 %
12 M3 250 %

Zodpovedajuca matica prestupu k systému bonus — malus poistovni AXA, a.s. je znazornena
v Tab. 2.



Tab. 2: Matica prestupu systému bonus — malus v poist’ovni AXA, a.s.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1| oy . @ . {3y . 3 . {4 . 5 {673
2 | {03 . o1y . @2y . By . @ . 56
3 oy . .1 . . By . @4 {56.)
4 0y . .1 . . 3y . {45
5 0y . .1y . 2 . {3} 45.
6 0y . L1 . @ . 3.4
7 0 . L1y . 2 {3.4.)
8 oy . {1y . 23
9 o . . {1} 23
10 oy . . {1,2,.)
11 0 . {12.}
12 0} {1,2,.}

Predpokladajme, Ze sa poistenec nachadza napr. v 7. bonus — malus triede. V pripade, ze
nenahlasi v priebehu roku ziadnu poistnt udalost’, tak v nasledujucom roku posttpi o jednu
triedu vyssie, t.j. do 6. triedy. V pripade nahlasenia 1 poistnej udalosti, poistenec postapi o 2
triedy nizSie a to do 9. triedy. Ak poistenec nahlasi 2 poistné udalosti, poistenec klesne o 4
triedy t. j. do 11. triedy. V pripade nahlasenia viac ako dvoch poistnych udalosti, poistenec
prejde do poslednej 12. triedy, kde by platil najvyssie poistné.

Prvky matice prechodu definujeme ako pravdepodobnost’

piy = P°(Ze=]/Z1 = D), D
kde ¥ predstavuje Skodovost, alebo Skodovu frekvenciu daného rizika. Z; a Z;_; su nahodné
premenné, ktoré vyjadruju prislusnost’ rizika k bonus — malus triede v ¢asovom obdobi t a
t—1.

Predpokladame konstantnu dizku Gasového intervalu, t. j. 1 rok a tiez predpokladame, Ze
pravdepodobnosti pg- (t) nezavisia od ¢asového obdobia t. Potom plati rovnost’

pl(t) = p}.
Matica prechodu pre rizika so $kodovostou ¥ je
H
P’ = (p}) )
kde prvok pg- vyjadruje pravdepodobnost’, ze poistenec so Skodovostou 9, ktory sa nachadza
v i-tej bonus — malus triede v nasledujiicom roku prestiipi do j-tej bonus — malus triedy. Ked’ze
poistenec vzdy prejde prave do jednej triedy, tak sa musi sicet kazdého riadku matice
P? = (pg)z rovnat’ prave 1.
Pre poistencov so Skodovostou ¥ V jednotlivych rokoch plati pre relativhu pocetnost’ ich
ocakavaného rozloZenia rekurentny vztah
Xk+1)=X°(k)P?, k=012,..
kde X?(0) = (0,0, ...,1, ...,0) a (0,0, ...,1, ...,0) je jednotkovy vektor. Jednotka je vzdy prave
na a-tom mieste ato vtedy, ak st vstupné rizika do systému zarad’ované prave do a-tej
bonus — malus triedy. Pre vetky zlozky vektorov XY (k + 1) plati, Ze sa ich stidet rovna 1.

Pre vSetky systémy bonus — malus, ktoré mozno opisat’ Markovovymi ret'azcami, existuje
vektor stacionarnych pravdepodobnosti. Tento vektor predstavuje pravdepodobnost’ s akou sa



bude riziko po neobmedzenej dlhej dobe vyskytovat’ v ur€itej bonus — malus triede. Toto
tvrdenie vyplyva z nasledujucich troch vlastnosti, ktoré systémy bonus — malus spliiaju:

1. Mnozina stavov Markovovho retazca je kone¢na. Ide o kone¢ny Markovov retazec t. .
mnozina {1,2, ..., H} je kone¢na.

2. Markovov retazec je ireducibilny. To znamena, ze kazda mozna bonus — malus trieda
je dosiahnutel'na z inej l'ubovol'nej bonus — malus triedy.

3. Stavy Markovovho ret'azca st aperiodické. V kazdom systéme bonus — malus existuje
najvyhodnejsia trieda, ktor ked poistenec dosiahne, a nad’alej nenahlasi Skodovu
udalost’, tak v tejto triede ostava.

Vektor stacionarnych pravdepodobnosti X je urceny

X? = lim X9 (k), (3)
n—->oo
alebo z rovnice
X =xvp° (4)
za predpokladu, Ze plati podmienka
x4+ xd e+ xl =1,
kde plati
X9 = (xf + x5 + - +xﬁ).
Zakladné poistné m = m,, kde a je vstupna trieda do systému bonus — malus. Poistné m; je
poistné, ktoré prislicha i-tej bonus — malus triede. Potom priemerné poistné pre poistencov so

Skodovost'ou 9 je vyjadrené
H

o P(D)
ﬁ=ZX?ﬂi=ZX?W7T. (5)
i=1 =1
Budeme predpokladat, ze Skodova frekvencia 9 je 0,1, t.j. priemerny slovensky vodi¢
nahlasi $kodova udalost’ raz za desat’ rokov. Dalej predpokladajme, Ze vyskyt poistencov
V jednotlivych bonus — malus triedach sa riadi Poissonovym rozdelenim a parameter tohto
rozdelenia bude ¥ = 0,1. Toto rozdelenie pouZzijeme pri vytvoreni matice prechodu systému
bonus — malus v poistovni AXA, a.s. a to S pouzitim vztahu pre pravdepodobnostnt funkciu

Poissonovho rozdelenia
n

,
P(N=k) = Fe—ﬁ, k=012 ..;9>0. 6)

Pre pravdepodobnost’, Ze poistenec nenahlasi Ziadnu poistnu udalost’ plati

e—19190 e—0,10 10
P(N =0) = TR —=0,9048,

Ze poistenec nahlasi prave jednu poistnt udalost’ plati

8_19191 8_0'10,11

PIN=1)=— = 0,0905,
ze poistenec nahlasi prave dve poistné udalosti plati
e—19192 6_0'10,12 '
P(N =2) = = = 0,0045,

20 2
atd’.

Maticu prechodu systému bonus — malus v poistovni AXA, a.s., kde s zobrazené prislusné
pravdepodobnosti prechodu je zobrazena v



Tab. 3: Matica prechodu systému bonus — malus v poist’ovni AXA, a.s.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 10,9048 0 0,0905 0 0,0045 0 00002 0 3,8E-06 0 7,5E-08 1,3E-09
2 10,9048 0 0 0,0905 0 0,005 0 0,0002 0 4E-06 0 7,7E-08
3 0 0,9048 0 0 0,0905 0 0,0045 0 0,00015 0 3,8E-06 7,7E-08
4 0 0 0,9048 0 0 0,09 0 0,0045 0 0,0002 0 3,8E-06
5 0 0 0 0,9048 0 0 0,0905 0 0,00452 0 0,00015 3,8E-06
6 0 0 0 0 09048 0 0 0,0905 0 0,0045 0 0,00015
7 0 0 0 0 0 0,905 0 0 0,09048 0 0,00452 0,00015
8 0 0 0 0 0 0 09048 0 0 0,0905 0 0,00468
9 0 0 0 0 0 0 0 0,9048 0 0 0,09048 0,00468
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0,90484 0 0 0,09516
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,9048 0 0,09516
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,90484 0,09516

Vektor zagiato&nych pravdepodobnosti X? (0) v poistovni AXA, a.s. mé tvar
x?(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0).
Znamena to, Ze prvi poistenci, ktori vstipia do systému budt zaradeny do 9. bonus — malus

triedy. Podl'a vztahu (3) alebo (4) uréime vektor stacionarnych pravdepodobnosti X¥. Tento
vektor v poistovni AXA, a.s. je ureny zlozkami:

(0,77899461; 0,08192758; 0,09054398; 0,02216711; 0,01630569; 0,0050712;
0,00297819; 0,00107829; 0,00056009; 0,00022131; 0,00010736; 0,00004459).

Tento vektor predstavuje, v akom pomere sa nachadzaji poistenci v danom systéme, za
predpokladu, Ze systém je ustdleny (systém sa nemeni v zavislosti od poctu rokov). Najviac
poistencov by sa v tomto pripade nachadzalo v prvej bonus —malus triede s najvyssim bonusom
ato 50 % zo zakladného poistného.

Podl'a vzt'ahu (5) vypocitame priemerné stacionarne poistné 7.

7 = 0,77899461 - 50 + 0,08192758 - 55 + 0,09054398 - 60 + 0,02216711 - 65 +
0,01630569 - 70 + 0,0050712 - 75 + 0,00297819 - 80 + 0,00107829 - 90 +
0,00056009 - 100 + 0,00022131 - 130 + 0,00010736 - 190 + 0,00004459 -

250 = 52,30261

Za predpokladu, Ze systém poistovne AXA, a.s. je v ustdlenom stave, tak priemerné poistné od
kazdého poistenca tohto systému by bolo priblizne 52,30261 % zo zakladného poistného, t.j.
poistného, ktoré poistenec plati v zakladne;j triede (9. trieda).

Pre porovnanie vysledkov podobné tivahy uplatnime na bonus — malus systéme poistovne
Astra, a.s. Vo vSeobecnych podmienkach tejto poistovne mozno taktiez najst’ vSetky zékladné
informacie na formulaciu tohto systému. Vstupna trieda je trieda 8 (Z) so zakladnym poistnym
100 %. Bonusovych tried vtomto systéme je 7 amalusovych tried je 5. Po kazdom
bezskodovom roku poistenec postipi o jednu triedu vysSie maximalne vSak do najvyssej
bonusovej triedy, t. j. triedy 1. Kazda nahlasena Skodova udalost’ ma za nasledok pokles
poistenca o 2 triedy, t.j. rozhodna doba (doba Skodového priebehu) sa znizi o 24 mesiacov.
Poistenec maximalne moze klesnut’ az do 13. triedy (M5) s poistnym 300 % t. j. S poistnym 3
krat vyssim ako je zakladné poistné. Vyska poistného v jednotlivych bonus — malus triedach
V tejto poist'ovni je zobrazena v Tab. 4.



Tab. 4: Vyska poistného v jednotlivych bonus — malus triedach v poist’ovni Astra, a.s.

Cislo bonus — malus triedy | Stupei bonusov a malusov Vy,éka poi’stného_ M % 70
zakladného poistenia
1 B7 40 %
2 B6 50 %
3 B5 60 %
4 B4 70 %
5 B3 80 %
6 B2 90 %
7 Bl 95 %
8 z 100 %
9 M1 130 %
10 M2 150 %
11 M3 180 %
12 M4 220 %
13 M5 300 %

Zodpovedajuca matica prestupu k systému bonus — malus poistovni Astra, a.s. je znazornena

v Tab. 5.

Tab. 5: Matica prestupu systému bonus — malus v poist’ovni Astra, a.s.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
T | . 1 . <& . 3 . @ . 7 . %6743
2 | {0 . A & T N 1<) W €'} ST 11 S (N A |
3 () S M. . 3. 4. 56.)
4 (/S L. 2. 3. 4 56
5 o . W . @ . By . {45.)
6 () S o1 . @2y . 3 3.4.)
7 oy . a . 2. {34.)
8 .0} . 1 .2 23
9 oy . a3 . 23.
10 .0y . 1) 23,.)
11 oy . 1,2,
12 0 . 1,2.)
13 0}  {1,2.}
Analogicky, ako v predchadzajucej poistovni podla vztahu (6) jednotlivé

pravdepodobnosti matice prechodu systému v poistovni Astra, a.s. si zobrazené v Tab. 6.



Tab. 6: Matica prechodu systému bonus — malus v poist’ovni Astra, a.s.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0,905 0 0,0905 0 0,0045 0 0,0002 0 4E-06 0 7,5E-08 0 1E-09
2 0,905 0 0 0,0905 0 0,005 0 0,0002 0 4E-06 0 8E-08 1E-09
3 0 0,9048 0 0 0,0905 0 0,0045 0 0,0002 0 3,8E-06 0 8E-08
4 0 0 0,9048 0 0 0,0905 0 0,0045 0 2E-04 0 4E-06 8E-08
5 0 0 0 0,9048 0 0 0,0905 0 0,0045 0 0,00015 0 4E-06
6 0 0 0 0 0,9048 0 0 0,0905 0 0,005 0 2E-04 4E-06
7 0 0 0 0 0 0,905 0 0 0,0905 0 0,00452 0 0,0002
8 0 0 0 0 0 0 0,9048 0 0 0,09 0 0,005 0,0002
9 0 0 0 0 0 0 0 0,9048 0 0 0,09048 0 0,0047
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0,9048 0 0 0,09 0,0047
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,905 0 0 0,0952
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,90484 0 0,0952
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,905 0,0952

Vektor zagiato&nych pravdepodobnosti X¥ (0) v poistovni Astra, a.s. ma tvar
X?(0) = (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0).

Tento vektor predstavuje, ze prvy poistenci, ktori vstipia do systému buda zaradeny do 8.
bonus — malus triedy. Podl'a vztahu (3) alebo (4) ur¢ime analogicky ako pri predchadzajucej
poistovni vektor stacionarnych pravdepodobnosti X?. Tento vektor je uréeny zlozkami:

(0,7789784; 0,08192587;
0,00297813; 0,00107829;
0,00002082)

0,09054209; 0,02216665;
0,00056008;

Podrla vztahu (5) priemerné stacionarne poistné 7 je
7 =0,7789784 - 40 + 0,08192587 - 50 + 0,09054209 - 60 + 0,02216665 - 70 +

0,01630535 - 80 + 0,00507109 - 90 + 0,00297813 - 95 + 0,00107829 - 100 +

0,01630535;
0,0002213 0,00010736;

0,00056008 - 130 + 0,0002213 - 150 + 0,00010736 - 180 + 0,00004459 - 220 +
0,00002082 - 300 = 44,53258.

Za predpokladu, Ze systém poistovne Astra, a.s. je V ustalenom stave, tak priemerné poistné
od kazdého poistenca tohto systému by bolo priblizne 44,53258 % zo zékladného poistného,
t.j. poistného, ktoré poistenec plati v zakladnej triede (8. trieda).

3. Zaver

0,00507109;
0,00004459;

Povinné zmluvné poistenie predstavuje stale vacsi vyznam na poistnom trhu. Zo zdkona

vyplyva, ze kazdy majitel motorového vozidla musi uzavriet’ povinné zmluvné poistenie a to
vo vicsine krajinach sveta. Z tohto dosledku vznika velka konkurencia na poistnom trhu
a poistovne sa predbiehaju, aby ziskali priazen Klienta. Jeden z nastrojov ako zaujat’ klientov
je ponukat’ bonusové zl'avy za bezSkodové vedenie vozidla. Naopak poistovne postihuju vo
forme malusu Kklientov s vy$sou nehodovostou. Pre poistoviiu je potrebné poznat vysku
poistného, ktoré inkasuje od svojich poistencov, aby zachovala do buducna svoju solventnost’.
Ukézali sme mozny spdsob stanovenia priemerného poistného v poistovniach AXA, a.s.
a Astra, a.s. Z dosiahnutych vysledkov vyplyva, Ze pri rovnakom stanoveni poistnej sumy



v zakladnej bonus — malus triede, poistoviia Astra, a.s. inkasuje celkovo menej, ako poistovia
AXA, a.s.
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Modelovanie inkrementalnej odozvy v priamom marketingu
Uplift modeling in direct marketing

Andrej MISOVIC

Abstract: In this paper author discuss reasons why it is not good to rely just on campaign’s
response figures. He introduces also nowadays still new but well-known incremental responses
as other important campaigns KPI. He compares pros and cons of “traditional” propensity to
buy modelling approach vs. up-lift modelling. Later he introduces possible models for
incremental response. Also he adds real-life applications in direct marketing.

Abstrakt: Autor v ¢lanku predstavuje dovody, preco je v priamom marketingu dolezité
zamyslat

sa nielen nad samotnou odozvou kampane ale tiez nad inkrementalnou odozvou. Porovnava
vyhody anevyhody tradi¢éného pristupu modelovania pravdepodobnosti, resp. propenzity
sledovanej udalosti (napr. nakupu, alebo odchodu zakaznika) a modelovania inkrementalnej
odozvy takejto udalosti. V d’alSej Casti priblizuje mozné pristupy a postupy pri modelovani
inkrementalnej odozvy atiez aplikaciu tejto problematiky v praxi pri rieSeni problémov
s odozvou v priamom marketingu.

Key words: up-lift modelling, incremental response, incremental sales, propensity to buy,
propensity to churn, direct marketing.

Krucové slova: inkrementalna odozva, pravdepodobnost’ nakupu, pravdepodobnost’ odchodu,
uplift modelovanie, priamy marketing.

JEL classification: C31, C38, M31

1. Uvod

V priamom marketingu méZzeme pouzit niekol’ko vhodnych klI'icovych ukazovatelov
na posudenie UspeSnosti konkrétnej kampane. NajCastejSie je to odozva zakaznikov
na ponuku, o€istend o vplyv prirodzen¢ho zaujmu zdkaznikov pomocou kontrolnej skupiny.

Z pohladu cielenia zdkaznikov, ktori by mohli byt vhodni na oslovenie, vyuZivame
pravdepodobnostné, resp. propenzitné modely (v skratke PTB modely). V pripade konStrukcie
tychto modelov najéastejsie sledujeme nastanie udalosti (resp. ur¢ujeme ako cielovi/zavislu
premennu), napr. zakpenie ur¢itého produktu, odchod zékaznika.

V pripade finan¢ného vyhodnotenia kampani ale m6Zeme dospiet’ k vysledku, kedy sice
odozva kampane bola pozitivna, no financne kampai nenaplnila o¢akéavania, ¢i uz z pohl'adu
investovanych nédkladov, alebo samotného predaja, resp. zachrany zékaznikov.

Tu sa dostavame k podstate problému. V takychto pripadoch sledovanie samotného nastatia
urcitej udalosti nemusi postaovat’. Jednym s rieSeni takéhoto problému méze byt zameranie
sa na odhadovanie inkrementalnej odozvy — tzv. uplift modeling, namiesto odozvy ako takej.

Aby sme vedeli zmerat’ zdkladni odozvu kampane, sta¢i ndm rozlisit' zadkaznikov, ktori
reagovali na ponuku v pomere k celkovej oslovenej skupine. V pripade, Ze chceme odizolovat’
efekt prirodzeného nakupu/odchodu, je nevyhnutné pouzit’ kontrolnt skupinu, ktora nebude
oslovend a bude vybrand vhodnym spdsobom a tiez vo vhodnej vel'kosti.
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2. Podstata modelovania inkrementalnej odozvy

ZjednoduSene, podstatou uplift modelovania, resp. modelovania inkrementalnej odozvy,
je hladanie takych zakaznikov, ktorych po osloveni ur¢itou marketingovou ponukou dokazeme
presvedcit’ k nakupu (resp. zamedzit' ich odchodu), pricom sa snazime eliminovat tych
zékaznikov, ktori by nakupili aj bez oslovenia, alebo marketingovej ponuky.

Ked'Ze kazdy zékaznik moze reagovat’ na ponuku, alebo komunikaciu individualne, musime
tuto vec zobrat’ na vedomie. Vzhl'adom na to, ako zdkaznik reaguje na urciti marketingovu
komunikaciu, alebo benefit (dalej pre zjednodusenie uvaddzame ako ,kampain‘) mézeme
zékaznikov rozdelit’ nasledovne (obr. 1):

Ano Presvedcitelni Isté pripady

Zareaguje
ak bude
osloveny?

Nie Stratené
pripady

Spiace psy

Nie Zareaguje Ano
ak nebude osloveny?

Obr. 1: rozdelenie zakaznikov do skupin podl’a reakcie na kampaii,
zdroj [1]

- Presvedcitel’ni
su taki zdkaznici, ktori by bez kampane (oslovenia/benefitu) nereagovali,
resp. nenakupili, preto st vel'mi vhodni pre oslovenie marketingovou kampatou,

- Isté pripady
su zékaznici, ktori by uskuto¢nili ndkup bez ohl'adu na to, ¢i ich oslovime, alebo nie,
preto je vhodné tychto zdkaznikov nezaradit’ do komunikacie, resp. ,,neponuknut’ im
zbytocne benefit*,

- Stratené pripady
su zékaznici, ktori by nereagovali bez ohl'adu na to, ¢i ich oslovime kampanou, alebo
nie,

- Spiace psy
su zakaznici, ktori by na oslovenie reagovali negativnym spdsobom (napr. v pripade
vyhodnotenia rizika odchodu takéhoto zakaznika a jeho nasledného oslovenia
marketingovou aktivitou sa tento zékaznik rozhodne na zdklade ,,pripomenutia“
kampaiiou odist), preto ich z komunikécie chceme idealne vylucit.

Ciel'om uplift modelovania je zlepSit odozvu kampane v target skupine cez maximalizaciu
rozdielu odozvy medzi riarget SKUPINOU & Feontrol skupinou, resp. identifikovat’ prave tych
zakaznikov, ktori budu vd’aka kampani reagovat’ pozitivne, teda odozvou na dant ponuku.



Inkrementalnu response teda mézeme vyjadrit’ ako max(rtarget — control) 1)

Bezny PTB model neodpoveda na to, ktory d’alsi zékaznik prispeje k zvySeniu odozvy, ale
len na pravdepodobnost’ nastatia nakupu. V pripade uplift modelovania sa snazime zachytit’
prave tych, ktori po osloveni ponukou zrealizuju nakup a zaroven identifikovat' tych
zakaznikov, ktori tento nakup uskutoc¢nia aj bez ponuky.

3. Pristupy a metédy k odhadu inkrementalneho skore

V pripade konsStrukcie pravdepodobnostnych modelov zameranych na uplift mézeme
pouzit’ obdobné metoddy ako pri konstrukeii ,,klasickych* PTB modelov:

- Logisticka regresia,
- Rozhodovacie stromy,
- Machine learning algoritmy (KNN,..).

Rozdiel bude v pristupe, ktory pri identifikacii zakaznikov uplatnime:

- pouzitie jedného modelu,
- pouzitie dvoch modelov.

Pouzitie jedného modelu — logisticka regresia
V tomto pripade skonstruujeme jeden model s efektom pontknutia benefitu, pricom

budeme sledovat’ rozdiel individudlneho skore, ked zakaznikovi ponukneme benefit a ked’
benefit nepontikneme:?

Logit(P(r|X)) = a + f*X + A *treatment + 1 * treatment * X (@)

kde
- X je vektor vysvetl'ujucich premennych,
- treatment predstavuje efekt pontknutia benefitu
- A predstavuje vplyv ponuknutia benefitu na vysvetlujice premenné.

Rozdiel skore potom vypocitame nasledovne:
Pfina = P(r|X,treatment =1) - P(r|X treatment =0) (3)

Tento pristup je vhodnejsi oproti pouzitiu dvoch modelov, nakol'ko priamo zachytava vplyv
benefitu. Na druhej strane sa pri jeho konStrukcii moZeme stretnit’ s problém Statisticke;j
vyznamnosti jednotlivych parametrov, kde pri ich odhade a ,,znulovanej” Casti rovnice
(treatment=0) mozu byt’ nasledne niektoré parametre nevyznamné.

1 Zdroj: [2]



Pouzitie dvoch modelov — logisticka regresia

V pripade pouzitia dvoch modelov skonstruujeme jeden model s efektom ponuknutia
benefitu a druhy model bez tohto efektu:?

1. Logit(Prarget(r|X,treatment =1)) = o + f*X + A*treatment 4)
2. Logit(Pcontroi(r|X,treatment =0)) = a + *X

kde
- Xje vektor vysvetlujucich premennych
- treatment predstavuje efekt pontiknutia benefitu (0/1)
- A predstavuje vplyv ponuknutia benefitu na vysvetl'ujice premenné

Nasledne vypocitame ,,uplift“ skore ako rozdiel dvoch skére medzi cielovou skupinou
Vv pripade ponuknutia benefitu a kontrolnou skupinou:

Pfinal = Ptarget(r| X,treatment =1) - Pcontroi(r| X, treatment =0) (5)

Pri tomto postupe ziskavame vyhodu pouzitia dvoch jednoduchych modelov. Na druhej
strane, ndhodna zlozka je pouzitim dvoch modelov vo findlnom skoére pritomna vo vécsej miere,
ako by bolo v pripade len jedného modelu.

4. Uplift pristup v praxi
Postup modelovania

V pripade pouzitia tohto pristupu v praxi by postup vypoctu skore s cielom identifikovat’
inkrementalnych zakaznikov s pravdepodobnost'ou nakupu mohol vyzerat’ nasledovne:

1. wvytvorenie datového setu s vhodnymi vysvetl'ujicimi premennymi,

2. vytvorenie zakladného PTB modelu, identifikovanie dolezitych vysvetl'ujacich
premennych,

3. pilotnda kampan na identifikovanych zakaznikoch, s vhodne zvolenou
kontrolnou skupinou,

4. vytvorenie noveho datasetu, ktory bude obsahovat’:

=  povodné vysvetl'ujuce premenné identifikované PTB modelom
*  + (nové vysvetl'ujiice premenné vychadzajice z PTB modelu)
prenasobené hodnotou control_target 0/1,

odhadnutie modelu na novom datasete, ked’ response = 0,
odhadnutie modelu na novom datasete, ked’ response =1,
finalne skore ziskame rozdielom skore pre response = 1 a response =0,

O N o O

pilotnd kampan zamerand na uplift model, nésledne porovnanie oproti
amotnému PTB modelu a zhodnotenie prinosu.

2 Zdroj: [2]



5. Zaver

V tomto stru¢nom uvode autor priblizil problematiku klasickej odozvy a inkrementalnej
odozvy v priamych marketingovych kampaniach a mozné riesenie tohto problému. V d’alsej
Casti uviedol priklad postupu rieSenia pomocou jedného, resp. dvoch modelov s vyuzitim
logistickej regresie. Nakol'ko tato oblast’ vyzaduje dalSie poznanie, ¢i uz samotnej
problematiky, ale tiez viacrozmernych Statistickych metdd, moézZeme tento prispevok povazovat
naozaj len za stru¢ny prehl’'ad v danej problematike.
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